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Proemio

El presente texto es introductorio al Cémputo Cudntico y se presenta de manera ri-
gurosa desde un punto de vista del formalismo matemético. Aunque las disciplinas
de estudio en Fisica y en Matematicas han sido diversas, hemos querido aqui pre-
sentar un enfoque unificado que concilie la teoria fisica con la practica matematica
y viceversa. Hacemos una breve revision de las dlgebras de Clifford y de sus rela-
ciones con el Cémputo Cudntico.

1 de octubre de 2016 Dalia Cervantes y Guillermo Morales-Luna
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Capitulo 1
Introduccion

Resumen En esta Introduccién exponemos las motivaciones para eleborar el pre-
sente texto y describimos someramente su estructura.

El presente texto tiene un cardcter principalmente didictico, buscando dar una
visién panordmica de los principales conceptos de Fisica y de Algebra utilizados
en el Cémputo Cudntico. Tiene pues como propdsito, introducir y acercar a estu-
diantes de Fisica y de Matematicas a un drea de estudio y de desarrollo de gran
potencial tecnoldgico: el Computo Cudntico. Asi, hemos buscado un equilibrio en
la presentacion entre el formalismo matemdtico, la prictica y el razonamiento de
tipo fisico.

No reclamamos originalidad alguna en este texto, hemos incluido una larga lista
de referencias bibliograficas en la esperanza de que el lector reconozca los origenes
de las ideas y las fuentes donde ha de profundizar su conocimiento en los temas aqui
expuestos. Tampoco hemos pretendido hacer una recopilacién exhaustiva de todas
las nociones relevantes. Una tal tarea de tipo enciclopédico es colosal y va mds alld
de nuestras intenciones y capacidades.

Hemos querido partir de ideas de tipo fisico para después desarrollarlas con abs-
tracciones formales matemadticas.

Esta “breve revisiéon” habrd de estar en constante desarrollo, por lo que esti-
mamos que en algin momento dejard de ser “breve”, y seguramente, habremos
también de incluir resultados propios en estos temas, por lo que ya no serd una
mera “revision”.

Invitamos al lector a que nos haga llegar sus comentarios y observaciones, asi
como sefalamientos a errores u omisiones. Apreciariamos en extremo poder en-
riquecer el presente texto con las observaciones de sus lectores.

Iniciamos con una presentacion de algunos conceptos de la Fisica Cl4sica, como
las nociones de campo y de las ecuaciones de Maxwell. Esto para ilustrar el uso de
la Fisica Matematica y de las formas diferenciales, las cuales surgen de un dlgebra
alternante que a su vez estd emparentada con el producto tensorial de espacios vec-
toriales. E1 Cémputo Cudntico tiene lugar en productos tensoriales de espacios de
Hilbert.



2 1 Introduccién

Discutimos el experimento de Stern-Gerlach como una introduccién a la Me-
canica Cudntica y precisamos las nociones de estado y de observables. Aqu{ intro-
ducimos tanto estados puros como mixtos, los cuales son de hecho distribuciones
de probabilidad entre estados puros.

La nocién de enredamiento, acaso también denotada como entrelazamiento, es
esencial de la Mecédnica Cudntica. En los origenes de ésta, el enredamiento fue
presentado como una incompletitud, en el mejor de los casos, o, de plano, como
una paradoja, en el peor de los casos, inherente a la Mecédnica Cuéntica por Ein-
stein, Rosen y Podolski. Ciertamente el enredamiento estaba en el centro de la
célebre polémica entre Bohr y Einstein. En la actualidad, el enredamiento se uti-
liza en protocolos de comunicacién segura de tipo cudntico, y desde la década
de los 60, cuando se prob6 experimentalmente su existencia, hasta la actual en la
que se han tendido redes de comunicacén de varios kilémetros de extension, el
enredamiento ha demostrado su efectividad en las comunicaciones y en otras apli-
caciones. Opuesta a la nocién de enredamiento, estd la de separabilidad, y diversas
medidas de enredamiento han sido introducidas. Aqui nos referimos a algunas de
ellas.

Los grupos de simetria han sido aplicados en diversas dreas de la Mecénica
Cuantica, tanto para describir transformaciones de tipo geométrico como para carac-
terizar espacios de soluciones de ecuaciones diferenciales que surgen en el estudio
de la Mecéanica Cuantica. Un aspecto esencial del Computo Cudntico es la relacién
entre la esfera unitaria de un espacio de Hilbert y algunos grupos de simetria.

Las algebras de Clifford incluyen a los operadores usuales en el Cémputo
Cuantico, por lo que éste se reduce a transformaciones homomorfas entre dlgebras
de Clifford. Presentamos éstas de manera apenas suficiente (pues el tema es inmenso
y excede con mucho los limites que nos hemos fijado para el presente texto) para
analizar la reduccién del Cémputo Cudntico a ellas.

Un aspecto sumamente relevante de esta reduccidon es el concepto de universali-
dad.



Capitulo 2
Elementos de Fisica Clasica

Resumen Presentamos temas propios de la Fisica Clasica con el fin de ilustrar la
modelacién de procesos fisicos utilizando conceptos de grupos de simetria y de
dlgebras alternantes. Veremos que las ecuaciones de Maxwell pueden ser presen-
tadas en términos de productos externos de espacios de Hilbert.

2.1 Campos dinamicos

Seguiremos aqui la presentacién en [Varadarajan(2004)]. Recordamos tratamien-
tos convencionales de Mecanica Clasica y Electrodinamica, con el fin de ilustrar el
uso de conceptos propios de grupos, variedades diferenciables y formas diferencia-
les. En [Arnold(1989), Goldstein et al(2002)] se puede profundizar estas presenta-
ciones.

Mecanica Clasica.

Un problema fundamental en la Mecdnica Clésica consiste en determinar la corres-
pondencia entre campos vectoriales y homomorfismos.
Sea S un conjunto de estados y sea S la coleccién de funciones S — S. Definimos

Sim(S) = {f : S — S| f es biyectiva},

el cual es un grupo con la composicién de funciones y la identidad como elemento
neutro. Sim(S) es el grupo simétrico correspondiente al conjunto S. Sea ¢ : R —
Sim(S) un homomorfismo (R,+) — (Sim(S),0), escrito como ¢ — ¢;. Asi pues
para todos t,s € R: ¢;5 = ¢ ocs.

Supéngase que S es una variedad C*-diferenciable en R” y que en Sim(S) se
ha introducido una topologia que lo hace un grupo de Lie. Sea ¢ : R — Sim(S) un
homomorfismo (R,+) — (Sim(S), o) diferenciable. El operador
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d
VSR s—=Vi= —c¢(s) ,
dt =0

que en coordenadas locales ha de asumir la forma

d

Vs = (Exl(s)‘t:m-wa Xn(8)=0),

dt
respecto a la base canénica de R”, se dice ser ser el campo vectorial dindmico de-
terminado por c. Viceversa, dado un campo vectorial V : § — R" se busca el homo-
morfismo ¢ que lo determine, cuando éste exista. Cuando c¢ sélo estd definido en un
conjunto de la forma I x S, con I C R, entonces se dice que se tiene un flujo local
generado por V.

Mecénica lagrangiana.

Sea X una variedad C*-diferenciable en R”. Sea x un camino suave en la variedad
X, es decir una transformacién diferenciable x : R = X, r—x(t) e X.Si f: X —» R
es a su vez diferenciable, la diferencial de fox: R — R es, por la regla de la cadena,

n

D(fox)(t) = df (x(1)) (' (r)) = ) Ahf (x(¢))xi(r).

i=1
Asi pues, para cadar € R, la aplicacién (x(z),x'(¢)) : f — D(f ox)(t) es propiamente
un elemento del espacio tangente 7,,)X. Por tanto la coleccion de aplicaciones

{(x(z),x'(z))| x camino suave y r € R}

es un subconjunto del haz tangente TX de la variedad X.
Una funcién lagrangiana L : TX — R es tal que satisface las ecuaciones de Euler
y Lagrange, también llamadas de movimiento:

JdL d [JL
— = = Vie [0,n—1].
ox; _dt (ax;) fefo.n—1]

Para 1g,7; € R, con #y < t;, los lagrangianos corresponden a valores extremos de

operadores de la forma
15

(L,x) — 1L(x(z‘),)c'(t))a’t con x(19),x(t1) fijos.

fo

Mecanica hamiltoniana.

Recordamos que una k-forma multilineal alternante, o k-forma a secas, es una
® : (R")*¥ — R que es lineal en cada componente (multilineal) y “alterna de signo”
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segin la paridad con la que se permute a sus componentes. Dadas k 1-formas
ay,...,W_1 su producto exterior es

k—1

k—1
/\ O : (X0, Xp—1) — /\ o | (x0,...,xk—1) = det [0, (xi, )] ko1 €[0k—1]°
k=0 k=0

Para cada i € [[0,n— 1] sea x; la 1-forma que toma la i-ésima proyeccién de cada
vector. Entonces toda k-forma se escribe como una combinacién lineal de monomios

o= Y afx

Ief0n—1]®) i€l

El producto de un k-monomio por un ¢-monomio es un (k + ¢)-monomio (definido
de manera natural) y extendida esta definicién por multilinealidad y alternancia se
tiene el producto exterior de formas, el cual es antisimétrico, asociativo y distribu-
tivo.

SiL:R™ — R” es lineal y w es una k-forma definida en R", L*® es la k-forma
definida en R™ tal que:

(L*O))(X(), s 7xk71) = CO(LX(),. ..,LXk,])-

Sea X una variedad diferenciable en R" y sea TX su haz tangente. Una 1-forma
diferencial es una funcién o : TX — R, diferenciable, que es lineal en cada espacio
tangente R, con x € X. @ es pues un operador en los duales de los espacios tan-
gentes, estd en los espacios cotangentes. Los operadores dxy, . ..,dx,_; forman una
base de estos operadores y se tiene que toda 1-forma diferencial es de la forma

n—1
0:x— 0(x)= Z a;(x)dx;, con a; suave Vi.
i=0

k-formas diferenciales son productos exteriores de k 1-formas diferenciables.

Sea X una variedad diferenciable en R" y sea S su haz cotangente, es de-
cir, S =T*X. Sea ® = Zl'.’;ol yidx; una 1-forma canénica definida en S. Entonces
do = Z,"';ol dy; N\ dx; la cual es no-degenerada y por tanto, S es simpléctica. La co-
rrespondencia ¢ tal que ¢ : dy; — 8%,- y ¢ :dx;— —% determina un isomorfismo
que preserva haces entre los espacios cotangente y tangente en cada punto. Por lo
tanto, si H : S — R es un campo real en S entonces dH : S — R”" es un campo
vectorial en S'y ¢ (dH) serd un homomorfismo (R, +) — (S5,0).

Es decir, la dindmica en TX generada por L se induce en la dindmica en 7*X
generada por H bajo este isomorfismo (transformacion de Legendre), en tal caso, se
dice que H es el hamiltoniano del sistema dindmico ¢ (dH).



6 2 Elementos de Fisica Clasica

2.2 Electromagnetismo y las ecuaciones de Maxwell

Los campos eléctrico y magnético dependen de posiciones y del tiempo. Denotemos
por €1,&,&3 : R — R las componentes del campo eléctrico y por B1,8;,8; : R — R
las del magnético. Asipues E = (&1, &,€3),B= (1, B2, B3) son los campos eléctrico
y magnético. Las ecuaciones de Maxwell en el vacio estipulan:

d—B:—VxE , V-B=0
dt
2.1
d—E:JerB , V-E=0
dt

Se define la 2-forma diferencial
F = +e1dt Ndx + &dt Ndxp + &3dt Ndxz — Brdxy Adxs — Badxs Adxy — Bsdx) Ndxo
Al considerar la matriz

0 €1 & &

A_| 8 0 =B B
-& B 0 —B
& —p B O

se obtiene la forma bilineal (en términos del producto exterior de 1-formas)

dx" Adx = dt \(g1dx) + &rdxy + €5dx3) + dx; A (—g1dt — By dxy + Badx3)
+dxy AN(—&dt+ Bydx) — Birdxz) + dxs AN (—esdt — By dx) + Brdxy)
=  gdtNdx;+&dt Ndxy+e3dt N\ dxs — € dxy N dt
—Bsdx; A dxy + Bodxy A dxz — & dxy A dt + B3 dxy A dxy
—Bidxy A dxs —e3dx3 A dt — Bodxs A dxy + Brdxs A dxy
= gdtNdxi+&dt Ndxy+edt N\ dxs+ e dt \dx;
—Bsdxy A dxp + Badxy A dxs + € dt A dxy — By dxy A dxo
—Bidxy A dxz + &dt A dxs + Bodxy A\ dxs — Bydxy A dxs
=2(g dt ANdx| + & dt AN dxy+e3dt A dxs
—B3 dxi N dxo —ﬁl dxy A\ dx3 -l-ﬁz dx; A d)C3)
=2F

0 sea |
F= 5 dx" Adx.

Las ecuaciones de Maxwell (2.1) equivalen a la aseveracién dF = 0.
Esta presentacion tiene sus origenes en [Arnold(1989)], la cual es muy buena y
didictica, y en [Jackson(1999)].



Capitulo 3

Principios de Mecanica Cuantica y Computo
Cuantico

Resumen Recordamos el célebre experimento de Stern-Gerlach para ilustrar un
fenémeno de superposicion cudntica. Después presentamos las nociones de estados
y de observables. Los estados puros son vectores unitarios en espacios de Hilbert, y,
al considerar operadores autoadjuntos en ellos, se les expresa en su descomposiciéon
espectral, lo que da una lista de posibles autovalores, los cuales vienen a ser los
observables del operador. Un “procedimiento de medicién” es un proceso de se-
leccién de uno de estos valores, con lo cual un estado superpuesto ha de asumir
una connotacién determinista. Los estados mixtos son propiamente distribuciones
de probabilidad en conjuntos finitos de estados puros. Todo estado mixto puede in-
ducir una estructura de estado mixto en un subsistema suyo, asi pues, hemos de
concluir este capitulo con una exposicién de matrices reducidas de densidad.

Los libros clésicos de introduccién a la Mecéanica Cudntica son los de Landau y
Lifshitz [Landau and Lifshitz(1981)] y de Ballentine [Ballentine(1998)]. A ellos re-
mitimos a los lectores para profundizar en los temas que expondremos en el presente
capitulo.

3.1 Experimento de Stern-Gerlach

Hacemos una somera exposicion de este experimento. Remitimos al lector también
a [Sakurai(1993)] para una presentacién mds detallada.

3.1.1 Descripcion

Se calienta dtomos de plata en un horno. Este tiene un pequefio orificio mediante el
cual escapan algunos dtomos, como lo muestra la Figura 3.1. El haz de dtomos es-
capados pasa a través de un colimador y después se le somete a un campo magnético
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—
: N
¥
x haz S
dtomos Ag
Horno colimador  iméan pantalla

Figura 3.1 Dispositivo de Stern-Gerlach

no-homogéneo B. Considerando una version simplificada del 4tomo de plata con
un nucleo y 47 electrones, donde a 46 se los ve como una nube de electrones
con simetria esférica y nulo momento angular neto. Asi el momento angular de
cada atomo de plata se realiza como el momento de espin magnético de su 47-o
electrén. Es decir, el momento magnético ¢ de un dtomo es proporcional al espin
del electrén S, es decir p o< S, donde la constante de proporcionalidad es miec, siendo
e=—1.6x1071C,m,=9.1x 103 kgyc=2.9x 108 'S son respectivamente la
carga del electrén, su masa y la velocidad de la luz en el vacio.

El campo magnético ejerce una fuerza en el dtomo (en la componente z), dada
por: 5 5

F=o (1-B)= “zai;-
Con el arreglo mostrado en la Figura 3.1, para u, < 0 (S; > 0), sobre el dtomo
se ejerce una fuerza hacia arriba, mientras que para u, > 0 (S, < 0) la fuerza se
ejerce hacia abajo. El dispositivo de Sten-Gerlach (SG) “mide” la componente z del
momento U o equivalentemente la componente z de S salvo un factor de proporcio-
nalidad.

Los atomos en el horno estin orientados aleatoriamente. Si los electrones tu-
vieran un comportamiento clasico se esperaria tener un continuo de valores de 1, en
el intervalo [— ||, |u|], pero lo que se observa es que el dispositivo de SG separa el
haz original en dos componentes solamente. Asi entonces la componente z del espin
S puede tener sélo dos valores S = % yS, = —% donde 1 =1.05x 10~ Jses la
constante de Planck.
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3.1.2 Una serie de dispositivos de Stern-Gerlach

Al considerar sucesivos dispositivos SG, el haz de dtomos pasa por varios disposi-
tivos SG, por lo que surgen los casos siguientes:

e En el primero, un rayo que sale del horno y pasa por el dispositivo mostrado
por la Figura 3.2 (a), donde SG Z denota a un aparato con un campo magnético
no-homogéneo en la direccién Z. Bloqueando la componente S;, que sale de SG
y manteniendo la componente S, la cual pasa por otro dispositivo SG Z, el haz
resultante del segundo aparato tiene s6lo una componente S;.

e En el segundo ejemplo, véase la Figura 3.2 (b), el haz de 4tomos pasa a través
de SG Z y se bloquea la componente S;—, como en el primer caso, pero ahora, el
segundo aparato por el que atraviesa el haz es SG X, es decir uno con un campo
no-homogéneo en la direccion x. El rayo resultante tiene dos componentes Sy+
y Sx— de igual intensidad.

e En el tercer caso, Figura 3.2 (c), consideremos como antes un haz que pasa por
un SG 2y se obstruye la componente S, después el rayo pasa por un SG £,
obteniendo las componentes S y S; . Ahora se bloquea la componente S y se
hace pasar el haz por un SG Z obteniendo sorprendentemente la divisién de este
haz en las dos componentes S y S_ . Este ejemplo ilustra que en la mecénica
cudntica no es posible determinar simultdineamente S, y Sy. Es decir la selecciéon
de S del rayo del segundo aparato SG £ destruye completamente la informacion
previa sobre S;.

3.2 Estados y observables

Sea H un espacio de Hilbert complejo de dimension finita n y sea P(H) su respectivo
espacio proyectivo, es decir, el espacio consistente de los subespacios de dimensioén
1, o rayos, en H. Una forma alternativa de realizar a P(H) es considerando en la
esfera unitaria Sip = {x € H| (x|x) = 1} (aqui, (-|-) es el producto interno definido
en H), la relacién de equivalencia:

[x~y < JceC: |c|]=1&y=cx : xeydifieren por un cambio de fase] .

Entonces P(H) = S/ ~.

En la llamada interpretacion de Copenhage, un observable tiene asociado un
operador A : H — H lineal autoadjunto, es decir, (x|Ay) = (Ax|y). Si su descom-
posicion espectral es

n—1
A=Y aim, , conm,=xx' x; €Sy (3.1
i=0
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Horno 5Gz 5Gz
sz+ Ssz+
sz
(a)
Horno SGz SGXx
Sz+ Sx+
. Sx-
5z-
(b)
Horno SGz SGXx SGz
- - Sz+ Sx+ - Sz+
52- . Sx—. Sz-
(c)

Figura 3.2 Sucesivos dispositivos de Stern-Gerlach

es decir, cada operador 7, es la proyeccion ortogonal sobre el rayo generado por el
vector unitario x; € Sy, cuya matriz estd dada por el producto del vector “columna”
x; por el vector “renglén” x/, que es el transpuesto conjugado del anterior. En estas
condiciones, el conjunto {x; ;’;0] consistente de los eigenestados, o estados propios,
del operador A, es una base ortonormal de H, es decir <x,~|x j> =0 j» y los correspon-
dientes eigenvalores, o valores propios, son los coeficientes {a;}"~, .

Sefialamos en este punto que el operador A se dice positivo si todos sus eigenva-
lores lo son, lo cual equivale a la propiedad siguiente:

VxeH: xAx > 0. (3.2)

Los vectores unitarios en H, es decir, los elementos de Sy son llamados conven-
cionalmente estados y, también, debido a la autodualidad de H, funciones de onda,
considerando cada x € Sy, como la funcional lineal H — C, z — (x|z) € C.

Entonces una medicion [1(A,y) del operador asociado A en un estado y € Sy,
cony= Zl'.';ol yiX;, asumira el valor numérico a; con probabilidad |y;|?, y por consi-
guiente, el estado actual serd x;, es decir, Pr(u(A4,y) = a;) = |yi|*>.

O sea el observable ha de asumir un eigenvalor del operador lineal autoadjunto
(hermitiano) en una base de eigenestados.
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A este aspecto de la medicién se le llama también colapso de la funcion de onda:
antes de la medicion el estado es de superposicidn y hecha ésta, tanto el eigenvalor
a;, como el estado y; quedan completamente determinados.

Para el tipo de bases mencionadas anteriormente de un operador autoadjunto A,
es posible dar una representacion matricial de éste.

En efecto, observemos que

Vi7j . <x,-|ij> = <x,-|ajxj> =aj <x,-|xj> = aj5,-j. (33)

Ahora, para un estado cualquiera 'y = Z;l;()l yix; € Sg se ha de tener

(vAy) =

/\

n—1
Zyle|A Zy]x]>

yiyj (xilAx;)

Il
I

y yiyja;jSij

= ) ajPr(u(y) =aj). (3.4)

Por lo cual, el valor esperado o esperanza del operador A con respecto a un estado
y € Su, es (A) = (y|Ay) y, en consecuencia, se define la dispersion o varianza por
op = (A2) — (A)%.

De (3.3), observamos que, respecto a la base {x,-}l’.‘;ol de eigenvectores, el ope-
rador A se representa por la matriz diagonal D = diag(ao,...,a,—1). Asi pues, si
para cada j, x; = Z;’_(l) x;je;j, donde {e;}""| es la base canénica del espacio H, en-
tonces X = (x;j); i €S la matriz de camb10 de base y se ha de tener la llamada forma
espectral de A:

A=XxDx".

De manera general, para dos bases ortonormales diferentes {x; ;‘:_01 y {y,-}l'.’:_()1 del
espacio H y un operador A, asociado a un observable, existe un operador unitario U,
es decir tal que U~! = U¥, por lo cual se satisface la condicion UU = UUH =1,

con la propiedad de que y; = Ux;, para toda i = O ,n—1.Enla representacion
matricial del operador A, el cambio de la base {x;}!~ ! a 1a base {y;}" i 0 , estd dado
por

n

Vim].: yhij Z Z -xHU -xl xl7A-xk><-xk7Ux]>
I=1k=1
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es decir, por la transformacién similar U? AU . Los observables correspondientes de
Ay UM AU son pues equivalentes.

Cuando H es de dimensién infinita, digamos H = % (R, v), el espacio de fun-
ciones de cuadrados integrables respecto a la medida de Lebesgue v, la forma es-
pectral (continua) de un operador A asociado a un observable, serd de la forma
D = [pa(t)dv(t) (aqui la medida espectral es v). Para un conjunto medible E C R
se tendrd que existe un operador acotado 7z : 4 (R,v) — 4(R, V), tal que para
todo estado x € Sy:

()} [2 = Pr(n(4) € E).

Noétese el caracter estadistico en este caso.

3.3 Estados mixtos

Un estado puro x es un punto en la esfera unitaria de un espacio de Hilbert, y también
puede ser representado mediante una transformacién lineal p,(x) en el espacio de
Hilbert la cual es acotada, autoadjunta, positiva, de traza 1 e idempotente, es decir
Pp(x)* = pp(x).

Propiamente, para cada estado x, se ha de tener p,(x) = xxf1, 1o que geométri-
camente corresponde a la proyeccion ortogonal hacia el subespacio generado por x
en el espacio de Hilbert. En otras palabras, p,(x) es la proyeccion sobre el rayo ge-
nerado por x. La correspondencia p,, : x — p,(x), es llamada operador de densidad.

Un ejemplo de ensamble que da origen a un estado puro es un haz de dtomos
de plata saliendo de un dispositivo SG. Cada 4&tomo en el rayo tiene su espin apun-
tando en la misma direccién, la que es determinada por el campo magnético no-
homogéneo.

Un estado mixto es una distribucién de probabilidad en un conjunto de mds de
un estado puro. Formalmente, es un operador de densidad p con las propiedades
mencionadas anteriormente, excepto que no es idempotente, es decir p? # p. Un
estado mixto es una suma convexa de operadores de densidad asociados a estados

puros:
p=Y wixx =Y wipp(x),
keK kekK

donde

Y wi=1&VkeK: [w€0,1] & x; € S
keK

& E|k0,k1 ek [k()?ékl &kawkl >0]

siendo K un conjunto finito de indices. Naturalmente, combinaciones convexas de
estados mixtos son también estados mixtos. Por lo tanto, la cerradura convexa del
conjunto de operadores de densidad de estados puros consiste de ellos y de todos
los estados mixtos.
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El espacio Lin(H) de transformaciones lineales en el espacio de Hilbert en si
mismo es a su vez un espacio de Hilbert con el producto interno

(|-y: (A,B) = Tr (A"B)
donde Tr(-) es la traza de matrices. Ya que Vx € Sp:

<pp(x)|pp(x)> =Tr (pp(x)pr(x))
=Tr ((xxH)H(xxH)
=Tr (xxHxxH)
= Tr (xx")

= {xlx)

se tiene que la esfera unitaria Sy se incluye isométricamente en Lin(H) mediante la
funcién p,,.

Para un operador A lineal autoadjunto en H y un estado mixto p, la esperanza de
A en p es, por linealidad y utilizando (3.4),

Ea(p) = ) wiE(Axy)
kek

= Z Wi <xk\Axk>

kekK

n—1 n—1
= Z Wi Xik€i |A Z Xjkej
kekK i=0 j=0

n—1n—1

Yowi Y Y xax(eilAe))

keK  i=0 j=0

= ”i‘j <Z kaikxjk> <ei|Aej>

i.j=0 \kek

n—1

=) (d'pe;) (ef'Ae))
i,j=0

= Tr(pA)

donde n = dimH, (e,-)?z_ol es una base ortonormal de H y (Zke K WEXikX jk);;:lo esla
representacion matricial de p, vista como una transformacion lineal, respecto a la
base (e;)!, -

Los operadores asociados a observables no forman un algebra de operadores,
pero si forman parte de la parte real una tal dlgebra pues son combinaciones linea-
les, con coeficientes reales, de operadores en esa dlgebra. Los operadores asociados
a observables son puntos fijos bajo un operador de involucion, a saber, el tomar
adjuntos de operadores, en el dlgebra compleja de operadores acotados.
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Al “factorizar” el espacio de Hilbert como H = &) ;¢ ; H,;, denotemos para cada
J €J como P; : H — H; a la correspondiente proyeccién candénica. Consideremos
como observables s6lo a aquellos operadores A que conmuten con cada proyeccion:
Vj€J,AP; = P;A. Entonces, el espacio de observables es el centro de la subdlgebra

de operadores generada por las proyecciones (Pj)j o

3.4 Matrices de densidad reducidas

Los estados en sistemas cudticos compuestos, fisicamente corresponden con aque-
llos que muestran una estructura interna, en la que se puede distinguir dos o mas
subsistemas. El formalismo matematico para considerar estos estados es el de pro-
ductos tensoriales de los espacios de Hilbert de los subsistemas que los componen.

Es decir,
H= ®Hn,~v
i€l
donde M, son los espacios de Hilbert correspondientes a los subsistemas e / es un
conjunto finito de indices.

Un caso importante que trataremos a continuacién es el de sistemas compuestos
por dos subsistemas A y B. Cada estado completo es un vector unitario en el espacio
de Hilbert Hyp = Hy ® Hp.

Supongamos que dimH4 = 2™ y que dimHjp = 2". Entonces, dimHupz = 2",

Un concepto importante es el de matriz reducida de densidad p,. Sea psp un
estado mixto. Entonces psp es propiamente una matriz cuadrada compleja de orden
2 5 My como tal, determina

e tanto la transformacion lineal Hap — Hyp, 2 — pasz,
e cuanto la transformacién sesquilineal Hyp x Hap — C, (z0,21) — z{f PABZ1-

Veamosla, para fines de esta seccidn, como una transformacion sesquilineal.
m__ n__
Sean {eA,-}iz:O lc S, » {ij}§:01 C S, sendas bases ortonormales d? Hy y H{g.
La traza respecto a la segunda componente de pap es la transformacion sesqui-
lineal Trg(pap) : Ha x Hy — C tal que

|
Vxo,x1 € Hy @ x§ Trg(pag)x1 = Z (x0 ® epj) pan(x1 @ eg)). (3.5)
=0

Escribamos psp = [rpq] (psq)e[[0,2+n—1] COMO una matriz. Igualmente, para cada j €
[0,2" — 1],

e clestado xo ®ep; es un vector de 2"t coordenadas, éstas son todas cero excepto
las de indices go = 2™ip + j, con iy € [0,2™ — 1], en las que tomard como valor
la ig-€sima componente x;,o del estado xo € H,, similarmente
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e clestado x| ®ep; es un vector de 21 coordenadas, éstas son todas cero excepto
las de indices g1 = 2™i; + j, con ij € [[0,2™ — 1], en las que tomard como valor
la i;-ésima componente x;, 1 del estado x1 € Hy.

Por lo tanto, de (3.5) se tiene que la traza respecto a la segunda componente estad
dada por la matriz de orden 2™ x 2™ siguiente

|
Trp(pa) = [Z Famig 4 jomi 1

] . (3.6)
=0 (io-i1)€[0,2m 1]

De igual manera, la traza respecto a la primera componente de pap es la trans-
formacion sesquilineal Tra (pap) : Hp x Hp — C tal que

|
Vyo,y1 € Hp = y§ Tra(pas)yi = Y. (eai @ y0)” pan(eai @y1). (3.7
i=0
Para cada i € [[0,2" — 1]

e elestado es; ®yg es un vector de 2" coordenadas, éstas son todas cero excepto
las de indices po = 2"i+ jo, con jo € [[0,2" — 1], en las que tomard como valor
la jo-€sima componente y j,o del estado yo € Hp, similarmente

e clestado es; ®y; es un vector de 2" coordenadas, éstas son todas cero excepto
las de indices p; = 2"i+ ji, con j; € [0,2" — 1]}, en las que tomard como valor
la ji-ésima componente y;, 1 del estado y; € Hp.

Por lo tanto, de (3.7) se tiene que la traza respecto a la primera componente esta
dada por la matriz de orden 2" x 2" siguiente

2Mm—1
Tra(pag) = l Y i jonicg,

] : (3.8)
= (o-1)€[0.27-1]

Se define entonces [Nielsen and Chuang(2011)], a las correspondientes matrices re-
ducidas de densidad como

pa =Trg(pas) , P =Tra(par)

y las respectivas esperanzas de dos operadores autoadjuntos A y B:

Ex(pag) = Tr(paA) , Eg(pag) =Tr(ppB).






Capitulo 4
Sistemas compuestos y enredamiento

Resumen La nocién de enredamiento en la Mecanica Cudntica es esencial y carac-
teristica de ella: la medicién que se haga en una particula en un sistema enredado ha
de determinar la que dé otra particula en ese sistema. Esto contradice propiedades
de “realidad” y de “localidad” de fenémenos fisicos y estd en el centro de la cele-
bre polémica entre Bohry Einstein. El enredamiento da origen a protocolos muy
eficientes de comunicacién y de establecimiento de claves de criptografia cudntica.
Si bien el enredamiento surge en estados puros por las propiedades del producto
tensorial de espacios de Hilbert, en el caso de estados mixtos podria haber varias
nociones de enredamiento. Aqui asumimos la de considerar estados mixtos enreda-
dos como aquellos que no son separables, es decir, no son combinaciones convexas
de estados que efectivamente son productos de subestados de menor dimensién. En
este capitulo presentamos primero las nociones de separabilidad para estados puros
y para estados mixtos. Posteriormente, introducimos diversos criterios para medir el
nivel de enredamiento de los estados.

La nocioén de enredamiento es esencial en la Mecdnica Cudntica y siendo ca-
racteristica de ésta, ha redundado en grandes beneficios en el Computo Cudntico.
Remitimos al lector al libro de Audretsch [Audretsch(2008)] para ampliar la pre-
sente exposicion, ademds de los materiales que referiremos en ella.

4.1 Separabilidad y enredamiento

Un estado puro, correspondiente a un sistema fisico, se realiza como un punto en
la esfera unitaria de un espacio de Hilbert que es a su vez el producto tensorial
de espacios de Hilbert de dimensién menor, en los cuales, como se menciond en
la seccidn anterior, se realizan subsistemas propios del sistema original. El espacio
mas sencillo es el de dimensién 2 sobre los complejos.

Se dice que un estado puro es completamente separable si se puede expresar
como el producto tensorial de estados puros de dimension 2, cada uno, y se dice que
es separable si se puede expresar como el producto tensorial de estados puros de

17
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dimension menor que la suya. Naturalmente, todo estado completamente separable
es separable, pero el reciproco no es cierto. Los estados puros que no son separables
se dicen estar enredados o poseer la propiedad de enredamiento’.

Para estados puros existen criterios para reconocer los estados enredados de los
separables. Pero para estados mixtos, procedimientos andlogos a los aplicados a
estados puros s6lo aparecen en sistemas de dimension baja.

4.1.1 Estados puros

Para estados puros x4, cuya matriz de densidad asociada psp = xABxfB es acotada,
autoadjunta, positiva, de traza 1 e idempotente, existen principios para determinar
si estos estados son separables o enredados, varios de ellos los describiremos a con-
tinuacioén, asi como algunas nociones de medidas del enredamiento.

Teorema 4.1.1 (Descomposicion de Schmidt) Sea xsp =Y, i (xi ®@y;) € Hyym
un estado puro en un sistema bipartito, vale decir, con dos subsistemas bien identi-
o . _ -1
ficados, dado en términos de dos bases de eigenestados {x;};’zol y {y j}T:O de dos
operadores A, B respectivos. Existen bases {i,(}lfc;h y {)7,(}],2;10 de sendos subespa-

k;i) C R tales

cios en H,, y H,,,, asi como una coleccion de niimeros positivos {aK}K

que
k—1 k—1

XAB = Z \/al((fél( ®,)~)K') ; Z ax=1. 4.1)
k=0 k=0

Los coeficientes {a,c}]f(_:{) son llamados de Schmidt para xap. EIl nimero de Schmidt
k es el minimo niimero de coeficientes de Schmidt diferentes de cero con los que una
expresion como (4.1) es posible.

Demostracion. Considerando la descomposicidn espectral de la matriz reducida de
densidad del primer subsistema p4, que es hermitiana y positiva, se tiene una base
ortonormal del espacio H, consistente de eigenestados {ii}?;()l , tal que p4 (X)) = a;%;
donde los eigenvalores a;, i € [[0,n— 1], son reales no-negativos.
—1 . .z

Sea {z J'}T=0 una base ortonormal de H,,. Existe entonces una coleccion de coe-

ficientes
{6} petonrpgomy ©

tal que

xap =Y cij(&i®z) =Y 50| Yoz | =Y 50 dy) =) d(%o5), (42)
i J i

i,j i

donde §; € Sp, y d; € C son tales que d;y; = Y icijzj

1 Es convencional llamar a estos estados en inglés entangled y a la propiedad entanglement. En
espafiol también se usa entrelazado y entrelazamiento
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k—1 .. . . ..
Sea {ax},_ la coleccién de eigenvalores de p4 estrictamente positivos (reenu-
merando todos los eigenvalores si fuese necesario). Entonces, por un lado,

Tr(Apa) = Y %' Apaki = Y axfcAZy, 4.3)
i K

y por otro lado, de (4.2)

(AR Dxpp =Y did;%iAR 55 = Y did %A% 5, (4.4)
i,j i,j

cotejando (4.3) con (4.4) se tiene que los vectores §; € Sy, forman una base ortonor-
mal de Hp y Vj: a; = |d;|*.
Se sigue entonces la expresion (4.1). (]

Observacion 4.1.1 La descomposicion de Schmidt, permite concluir que un estado
puro en un sistema compuesto xap, es separable siy solo si tiene un vinico coeficiente
de Schmidt distinto de cero, en otro caso el sistema estd enredado.

Observacién 4.1.2 Ademds k = 1 si y sélo si Tr (p}) = Tr (p3) = L.

Ejemplo: (Estado de Bell) Supongamos dos operadores A, B correspondientes a
sendos observables, con espacios de Hilbert respectivos H,, y H,,. Definimos los
estados basicos

xX:eOWOZeO@'“@eO s X, =er.1=e Q- -Qep

donde {eg,e;} es la base canénica de H; = C2. Similarmente, definimos xj,x5 €
St,. Consideremos el primer estado de Bell

1 _
xan = 5 (g @3 3, @)
en la esfera unitaria Sy, , del espacio Hap = Hy ® Hp. La matriz de densidad aso-
ciada es
(0} @) (xf @)+ (o} @) 0y @) +

H
PAB = XABXAp = 5

(xy ®x5)(x} @x5) + (x @x5)(xy @x5)"

La matriz reducida correspondiente al primer subsistema es

1 —
pPa = TerAB = 5 [XXXXH +)CB)CB

b

"]

y por tanto Tr (pj) = % < 1. Asi que, por la Observacion 4.1.2, se tiene que x4p estd
enredado. Mds adelante se mostrard que es un estado de maximo enredamiento.
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Los cuatro estados de Bell son los siguientes estados puros con enredamiento
maximo:

1 o 1 o
xfgz\ﬁ(x;(@xgix/,@xg) y y}B:\ﬁ(xijixA@xg). (4.5)

O

Entropia de von Neumann

Otro instrumento para reconocer el enredamiento es la entropia de von Neumann, S,
que se puede pensar como la version cudntica de la entropia en termodindmica S.

Definicion 4.1.1 Para una matriz p, la entropia de von Neumann S(p) es

S(p) = —Tr(plogp).

La entropia de von Neumann para las matrices de densidad de los ensambles
microcanonico, canonico 'y gran canonico, coinciden [Chandler(1987)] con la en-
tropia S. Como la entropia en la termodindmica, la entropia de von Neumann es una
medida de informacion.

En términos de los eigenvalores A; de la matriz de densidad p, la entropia de von

Neumann es:
S(p):—Z)L,-logli R lezl

Usando la entropia, se puede establecer el siguiente criterio para identificar estados
puros de los mixtos [Peres(1995)]:

[S(p) = 0= p describe un estado puro] &
[S(p) > 0 = p describe un estado mixto]

Si la dimension del espacio de Hilbert H es n, el valor de la entropia no puede
alcanzar un valor mayor a log n, y se alcanza éste en estados completamente enreda-
dos, tales como los estados de Bell. Por otro lado, el valor minimo para la entropia
es 0, lo que corresponde a estados puros. Asi pues, para toda matriz p, la entropia
de von Neumann es tal que S(p) € [0,log n].

Nota: En cémputo cudntico, se toma a los logaritmos en base 2, log,, para considerar
la unidad de la entropia como la de un solo bit, véase la seccién 7.1 mds adelante.
Supongamos que p4p fuese la matriz de densidad de un estado puro x4p, es decir
PaB = xABfoB. Por el Teorema de Descomposicion de Schmidt 4.1.1 existen sendas
bases ortogonales de los subsistemas componentes tales que vale la ecuacién (4.1):

k=1 k=l
ap= Y Vax(@ev) ., Veiace[0,1] Y ac=1
k=0 k=0
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Entonces las matrices reducidas de densidad son

k—1 k—1
pPa = Z aKXKXJpZ s PB = Z arcf’xf’l;cl

k=0 k=0
con entropia de von Neumann

k—1
S(pa) = —Tr(palogpa) = — ) arclogaix = —Tr(pglogpg) = S(pa).

k=0

Definicion 4.1.2 Sea pap la matriz de densidad de un estado puro en un sistema
bipartito con matrices reducidas de densidad ps para el primer subsistema y pp
para el segundo. Entonces se define la entropia de enredamiento como

E(pag) = S(pa) = S(ps)-
Observacién 4.1.3 Se riene E(pag) € [0,1].

Sea x4p un estado puro en un sistema cudntico bipartito, con matriz de densidad
PaB = xABxXB. Al definir E(xap) = E(pap) se tiene propiamente una medida del
enredamiento del estado x4 5. Un estado en el cual E (x4p) = log n, cuando dim(H) =
n se dice estar mdximamente enredado.

Los estados de Bell son unos tales estados.

4.1.2 Estados mixtos (revisitados)

Segtin se introdujo en la Seccidn 3.3, los estados mixtos bipartitos estdn dados como
operadores lineales p4p definidos en un espacio de Hilbert Hyp = Hy ® Hp deter-
minados por sumas convexas de matrices de densidad. Son, por tanto, autoadjuntos,
positivos y de traza 1.

Las nociones de separacion y enredamiento para estados puros, asi como algunas
medidas del enredamiento, pueden extenderse de varias maneras a estados mixtos.

En lo que resta del presente texto, convendremos en identificar productos con
productos tensoriales, por lo que en lo sucesivo omitiremos el adjetivo tensorial en
producto.

Definicion 4.1.3 Un estado mixto de 2-subsistemas es H-separable si se expresa
como una suma convexa de estados productos de los subsistemas individuales, i.e.,

PaB =Y aipai®pgi, donde Y a;=1. (4.6)
i i

En caso que no lo sea, se dice estar H-enredado [Donald et al(2002)].

En otras palabras, un estado mixto es H-separable si se realiza como la suma
convexa de matrices de densidad separables.
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Si en (4.6) se tuviera que cada matriz p4; fuese la de densidad de un estado puro
Xai € S, es decir, pa; = xAixgi, y similarmente pp; = yB,-ygi, entonces

Pai @ Ppi = (xaixhh) @ (veiyh) = (xai @ ypi) (xai @ ygi)
Asi pues:

Observacion 4.1.4 La matriz de densidad de una combinacion convexa de estados
puros separables es un estado mixto H-separable.

Testigo del enredamiento

Una aproximacién mds geométrica estd dada por el concepto de festigo del enreda-
miento el cual es muy amplio. En este texto no pretendemos hacer un recuento de
todo el tema, tan solo recordamos el criterio que establece para reconocer estados
mixtos.

En el espacio de matrices, o equivalentemente, en el de transformaciones lineales,
se considera el producto interno:

(A,B) — (A|B) =Tr (A" B).
Teorema 4.1.2 (Véase [Krammer(2008)]) Un estado mixto p es H-enredado si y
solo si existe un operador hermitiano Z tal que:

o Vpap H-separable: {pap|Z) >0,y
e (p|Z) <O.

En tal caso, Z se dice ser un testigo del enredamiento de p. El testigo Z se dice ser
6ptimo si Ipap H-separable: {pap|Z) = 0.

Operadores positivos

Recordamos que un operador A en un espacio de Hilbert es positivo si satisface la
propiedad (3.2).
Una nocién de separabilidad, menos fuerte, es la siguiente:

Definicion 4.1.4 Un estado mixto p bipartito definido en Hup es J-separable si para
todo operador positivo T definido en Hp se tiene que la composicion (Idy, ®T)op
es un operador positivo [Horodecki et al(2009)].

4.2 Medidas de enredamiento

Como en la seccidn anterior consideramos sistemas bipartitos: los estados puros son
vectores unitarios en el espacio de Hilbert Hyp = H4 ® Hp y los estados mixtos son
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sumas convexas de matrices de densidad, son pues operadores lineales en el espacio
HAB.

Sea pap un estado mixto. Si psp = Z’,‘C;{)pxp,(, con Py = xKx’,;’, pe >0y
):1,‘(;{) px = 1, diremos que R = (( p,()lfc_:h , (p,c)]f(_:h) €S una representacion convexa
de pap y que E(R) = 21;;10 P S(px) es la entropia de la representacion R, donde S
es la entropia de von Neumann segtin la Definicion 4.1.1.

Definicion 4.2.1 Sea pap un estado mixto. Su enredamiento de formacion es
Er(pap) = inf{E(R)| R es una representacion convexa de pap} .

Observacion 4.2.1 Para estados puros el enredamiento de formacion se reduce a
la entropia de von Neumann.

Recordamos [Vedral and Plenio(1998)] que para dos estados mixtos p, o, la en-
tropia de p relativa a ¢ se define como

S(pllo) =Tr(p(logp —logo)).

La funcién (p,o) — S(p||c) no es una métrica, pues ni es simétrica ni satisface
una desigualdad del tridngulo, pero permite estimar tanto una cierta similitud entre
estados mixtos, como un grado de enredamiento.

Sea .45 la coleccion de estados mixtos H-separables.

Definicion 4.2.2 Para una matriz de densidad pag, se define la entropia relativa del
enredamiento de pap, como:

Er(pag) == min{S(pag|l0)| 0 € F4s}.

Observacion 4.2.2 Eg(pag) es una medida del enredamiento del estado mixto pap.
Claramente, si pap fuese puro, entonces Er(pag) = 0.

Purificacion de enredamiento

Los procedimientos de purificacion de enredamiento quedan descritos con detalle
en [Bennett et al(1996a), Bennett et al(1996b), Vedral and Plenio(1998)].

Sea Hsp = H4 ® Hp el espacio de Hilbert correspondiente a un sistema cudntico
bipartito, con subsistemas en los espacios Hy y Hp de dimensiones n y m respectiva-
mente. Sean (x4;)"—9 ¥ (y5 j);f’:_()l sendas bases ortonormales de Hy y Hjg. Entonces

(xai ® YBj)u, J)e[0n—1]x[0,m—1]

es una base ortonormal de Hp.
Para un édngulo 6 € [—m,+7|, escribamos p = cos6 y g = sen @, por lo que
p* +¢* = 1. Considérese una sucesién de estados (zy(8)),.y tal que



24 4 Sistemas compuestos y enredamiento

YV zy(0) = p(xiy, @Yig, ) +4 (Xiy, @iy, 4.7

donde (iov(0)),en ¥ (i1v(0)),cn son dos sucesiones de indices en [0,n— 1] y
(Jov(0))yen ¥ (J1v(8)),cn son dos sucesiones de indices en [0,m — 1]]. Hagamos:

B i
Vi eN: wu(0) =Rz (0) e HiH Y.
v=0
Al expandir, se tiene, para cada U:

u
wu(0) :I;)P“_quvku(e),

donde v, (0) es la suma de (‘]i) productos tensoriales de estados x;,, ®y;,, , llamados
residuales.

Cuando una de las partes, digamos, la primera, toma una medicién de uno de
los estados v, (), respecto al producto tensorial de los vectores en su base (en
este caso (xAl-):’z_Ol) cada uno de los posibles valores resultantes se asumira con pro-
babilidad py, = (§)p?# 9 g%, y entonces el sistema asumird uno de los estados
residuales, digamos uy, (6). Puede ocurrir que el nivel de enredamiento del estado
residual uy, (6) exceda el de los originales vy, (0) 0 wyy (6).

El valor esperado de la entropia serd entonces:

u
= () () ()
k=0
n 3;

De (4.7), observamos que el maximo enredamiento ocurre cuando [8| € {F, 7}, en
cuyo caso |p| = |g| = %, y el minimo cuando |6| € {0, 7}, en cuyo caso (|p|,|q|) €

{(1,0),(0,1)}, y aqui E;; = 0.
Abhora bien, sea p4p un estado mixto bipartito. Sea y, €l estado puro de Bell, de
maximo enredamiento, definido en (4.5). El grado de pureza de psp esta dado por

F= (yXB)HPAByXR
Si acaso psp fuese la matriz de densidad de un estado puro x4p se tendria
— \H - — \H - —\ 12
F= (yAB) PABY sp = (YAB) xABxfoAB = |<xAB‘yAB>| -

Volvamos al caso general de cualquier estado mixto bipartito p4p. Se define el estado
mixto de Wiener para F,

o F o,
Br = Fyup(yap)” + 3 [y:{B(yXB)H +x5(x05)" +xXB(xXB)H}

(véase las relaciones (4.5)). Mediante operaciones locales o elementales, ya sean
laterales o bilaterales, tales como la identidad, los operadores de Pauli, rotaciones
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por dngulos rectos o negaciones, se puede transformar psp en el correspondiente
estado de Wiener.

Dadas u copias del estado mixto de Wiener con el mismo grado de pureza, como
el producto tensorial de esas u copias, mediante aplicaciones elementales en las
componentes se busca llevarlas hacia estados puros, es decir, se busca “purificarlas”.
Sea my, el nimero de componentes que efectivamente son purificadas.

El enredamiento de purificacién Ep(pag) es entonces:

ED(PAB) = lim @
e U
Un estado mixto con componentes que pueden ser purificadas, es decir, cuando
Ep(pag) > 0, es llamado enredado libre, en otro caso, cuando Ep(pap) = 0 se dice
enredado acotado.

Costo de enredamiento

A diferencia de la purificacién del enredamiento, el costo del enredamiento cuan-
tifica a los estados puros necesarios para conformar una serie de copias del estado de
Wiener con el mismo grado de pureza que un estado mixto bipartito p4p mediante
operaciones locales. Asi, el costo del enredamiento Ec(pag) es

. n
Ec(pag) :== “1_1>I_Igw ﬁa

donde ny es el nimero de estados maximamente enredados necesarios para formar
U copias del estado de Wiener con el mismo grado de pureza que pap.

Criterio de la traspuesta parcial positiva

Una matriz p4p determina una transformacioén bilineal en un espacio de Hilbert
Hyp = Hy ® Hp actuando sobre los vectores separables como

(x40 ®¥B0,XA1 ®YB1) — (x40 ®)’B0)TPAB(XA1 ®ya1)

(visto cada x4; ® yp; aqui como un vector columna). La transpuestas parciales de
Pap son las matrices pr, pr que representan, respectivamente, a las transforma-
ciones bilineales

(x40 ® YB0,Xa1 ®YB1) — (X1 ®)’BO)TPAB(XAO ®YB1)
(x40 ® ¥B0,X41 @YB1) — (X40 ®yB1)TPAB(xA1 ®yBo)

Observacion 4.2.3 Si pap es un estado mixto, entonces es un operador positivo, y
si es H-separable, entonces sus parciales transpuestas son también positivas.
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Asi pues, el que las traspuestas parciales sean positivas es una condicion nece-
saria para tener H-separabilidad.
Por tanto, resulta, como un criterio de suficiencia:

Observacion 4.2.4 Si psp es un estado mixto, y alguna de sus transpuestas par-
ciales no es positiva, entonces pap estd H-enredado.



Capitulo 5
Simetrias

Resumen Los grupos de simetria estdn conformados por transformaciones geomé-
tricas en espacios lineales que preservan algunas propiedades como inversibilidad,
normas y distancias, dngulos, y orientaciones, entre otras. En espacios de Hilbert
puede haber correspondencias entre los objetos del espacio, o subconjuntos de ellos,
y transformaciones de simetria. Las estructuras de los grupos de simetria determi-
nan pues la de los espacios lineales sobre los que actiian, de ahi la importancia de
estos grupos en el Computo Cudntico. Presentamos a los grupos de simetria mas
usuales en la Mecdnica Cudntica, las representaciones de estos grupos (en términos
de generadores y relatores), asi como el Teorema de Burnside que caracteriza a los
grupos resolubles. Tratamos después los recubrimientos, los cuales son epimorfis-
mos continuos de grupos topoldgicos, y finalmente presentamos algunas simetrias
generadas por conjuntos de vectores unitarios en espacios de Hilbert.

5.1 Grupos convencionales de simetria

Los grupos de simetria mas utilizados en el contexto de la Mecédnica Cudntica son
los siguientes:

O(n). TIsometrias lineales de R". Una transformacién lineal 7 : R" — R” es
isometria si Vx € R": ||Tx||2 = ||x||2, donde || - ||2 es la norma euclidiana en R”.

SO(n). Rotaciones en R”, es decir, transformaciones lineales isométricas que
preservan orientacion, o sea, tienen determinate 1.

Subgrupos de cristalografia.  Subgrupos de los grupos anteriores, para n = 3,
que dejan invariantes un los sélidos platénicos. Véase el ya cldsico libro de
Sands [Sands(1969)] o el de Alperin [Alperin and Bell(1995)].

Para un campo K:
GL (n,K).  Transformaciones lineales invertibles K" — K".
SL (n,K) ={L € GL (n,K)| detL =1}
O(n,K)={LeGL(n,K)|LTL=Idy}

27
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SO (n,K) = {L €SO (n,K)| detL =1}
U(n)={LeGL(n,C)|L'L=I1L=Idg}
SU(m)={LeU(n)| detL =1}

Para p +q = n y la matriz diagonal J,,, = diag[1(?) (—1))],

O(pacI) = {L e GL (H,R) | LT‘]P‘]L = Jpq}

SO(p,q) ={L€O(p,q)| detL=1}

Grupo de Lorentz. SO (3,1): Isometrfas en el espacio de Minkowski R*! que
coincide con R*, dotado del producto escalar (x|y) = xoyo +x1y1 +X2y2 — X33
(las primeras tres componentes son de tipo espacial y la Gltima temporal).

Un grupo topoldgico es un espacio topoldgico dotado de una estructura de grupo
tal que las operaciones, el producto y la toma de inversos, son continuas.

Por ejemplo, para K = R, C, GL (r,K) es un grupo topoldgico localmente com-
pacto.

Un grupo de Lie es un grupo topoldégico que es una variedad diferenciable y en
la cual las operaciones son diferenciables [Hall(2003)].

Todo grupo de Lie de dimensién n sobre los complejos puede ser realizado
también como uno de dimension 2n sobre los reales.

Un grupo de Lie lineal es un subgrupo cerrado de GL (n,K) (con su topologia
usual). Usualmente, al hablar de grupos de Lie, éstos se suponen lineales.

Para un conjunto M y un grupo G, se puede tener una accion G x M — M la cual
ha de satisfacer:

o Vg heG,xeM: (gh)x=g(hx).
e VxeM: ex=ux,donde e es el elemento unidad del grupo G.

Entonces la relacién en M: [x ~y < Jg € gx =], es de equivalencia y sus clases
se llaman orbitas.

Asi, dada una accién de un grupo, el conjunto sobre el que se actda admite una
particion consistente de las 6rbitas de la accién.

Por ejemplo, O (2) actuando sobre la esfera S, de R* determina a las paralelas de
la esfera como 6rbitas.

Un grupo G actida sobre si mismo mediante la conjugacion

GxG—G, (gh) n—)gflhg7

y las 6rbitas son entonces las clases de conjugacion.

5.2 Representaciones

Haremos un recuento de resultados bien conocidos en la Representacion de Grupos.
Remitimos al lector al libro de James y Liebeck [James and Liebeck(2001)] para
ver detalles.
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Un representacion de un grupo G es un espacio vectorial E de dimension finita
junto con un homomorfismo de grupos p : G — GL(E). El espacio E es el soporte
de la representacion. Si E = C", entonces p se dice ser una representacion matricial.

Proposicion 5.2.1 Para cualquier representacion p : G — GL(E) existe un pro-
ducto escalar (-|-) : E X E — K tal que Vg € G, p(g) es unitaria, es decir,

Vx,y €G: (p(g)xlp(8)y) = (x|y)-

Un subespacio F < E es invariante bajo la representacién p siVg € G: p(g)(F) C
F.

La representacion es irreducible si los tinicos subespacios invariantes son {0} y
E mismo.

Proposicion 5.2.2 Toda representacion irreducible de un grupo finito es de di-
mension finita.

Una representacion es completamente representable si es la suma directa de re-
presentaciones irreducibles.

Proposicion 5.2.3 (Maschke) Toda representacion de dimension finita de un grupo
finito es completamente representable.

Para dos representaciones (Eg,po) y (E1,p1) de un grupo G un operador de
intercalado (“intertwining operator”) es una transformacion lineal 7 : Ey — E| tal
que Vg € G: p1(g)oT =T opy(g). Se dice también que T es un G-homomorfismo.

Las representaciones (Eo,po) y (E1,p1) son equivalentes si existe un G-homo-
morfismo bijectivo.

Proposicion 5.2.4 (Lema de Schur) Las aseveraciones siguientes son vdlidas:

1. Si (Eo,po) y (E1,p1) no son equivalentes entonces el inico G-homomorfismo es
0, es decir, el homomorfismo nulo.

2. Si (Eo,po) = (E1,p1) entonces cualquier G-homomorfismo es un producto por
una constante de la identidad 1dg,, es decir es meramente una homotecia.

5.3 Caracteres

Sea G un grupo y (E,p) una representacion sobre un espacio lineal sobre los com-
plejos. El cardcter de E es xg : G — C, g — xr(g) = Tr(p(g)). Asi pues, xg es
constante en cada clase de conjugacion.

Proposicion 5.3.1 Vg € G: xg(g) es la suma de xg(e)-raices de la unidad.
Proposicion 5.3.2 Si (Ey,po) y (E1,p1) son dos representaciones, entonces:

® XEy®E, = XEy T XE,-
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1 XE()@EliXEOxEl'
® Xe; = XEy-

Mediante estas nociones se puede probar la siguiente:

Proposicion 5.3.3 El niimero de representaciones irreducibles de un grupo G coin-
cide con el niimero de sus clases de conjugacion.

5.4 Teorema de Burnside

Recordamos que un grupo simple G es un grupo cuyos unicos grupos normales son
los triviales: la unidad y el grupo entero.

Para un grupo G se construye la serie derivada (G;)~( haciendo Go =g y Giy1 =
Z(G;), donde Z(G;) es el centralizador de G, es decir, el grupo de elementos que
conmutan con todos los de G;. El grupo G es resoluble si Ji: G; = {e}, donde e es
la unidad de G.

Proposicion 5.4.1 (Burnside) Si G es un grupo de orden p(r)0 p? donde py, py son
dos primes y 1y, r1 enteros positivos, entonces G es resoluble.

De aqui:
Proposicion 5.4.2 Todo grupo finito simple es de uno de los tipos siguientes:

Un grupo ciclico de orden primo.

Un grupo alternante de orden al menos 5.

Un miembro de las 16 familias de grupos de Lie.
Uno de los 26 grupos simples esporddicos.

Proposicion 5.4.3 Si G es un grupo no-abeliano, finito y simple entonces su orden
es divisible entre al menos 3 primos.

5.5 Recubrimientos

Si Gy H son dos grupos topoldgicos, se dice que G es un recubrimiento de H si hay
un epimorfismo continuo ¢ : G — H. El recubrimiento es doble si para cada h € H,
card (¢! (h)) =2.

Puede verse que existe un grupo, denotado Spin(n,R), que es simplemente
conexo y un recubrimiento doble de SO(n), y, similarmente, que existe un grupo,
denotado Pin(n,R), que es simplemente conexo y un recubrimiento doble de O(n).
Cambiando R por C surgen los grupos Spin(n,C) y Pin(n,C).

Toda forma cuadrada no-degenerada c : R” — R estd determinada por la matriz A
correspondiente un su forma bilineal y han de existir Q invertible y D diagonal, tales
que A = Q~'DQ, con p valores 1y g valores —1 en D, siendo p + g el rango de A.
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Se dice entonces que la signatura de la forma cuadrada c¢(X) es la pareja (p,q). Una
transformacion ¢ : R” — R" es orfogonal respecto a ¢ si ¢(¢ (x)) = c(x), Vx € R". Se
define correspondientes grupos O(p,q,R), SO(p,q,R), Spin(p, ¢,R) y Pin(p,¢,R),
respecto un c, en el espacio real R”.

En el caso de formas cuadradas en C", ya que todas de un mismo rango son
equivalentes, s6lo se considera los grupos U(n), SU(n), Spin(n,C) y Pin(n,C).

5.6 Simetrias inducidas por operadores

Utilizaremos la notacién introducida en la seccién 3.2, para referirnos a espacios de
Hilbert, a sus esferas unitarias y a sus espacios proyectivos.
Sea 7 : Sy — P(H) la proyeccién natural. Se define el operador

p:P(H)x P(H) = R", (x(x),7(y)) = p(m(x), 2(y)) = | (xly) [*

Una isometria es una aplicacién s : P(H) — P(H) tal que

v,y € S p(s(nx)),s(n(y))) = p(n(x), 7(y)).

Si T : H — H es un operador lineal unitario, o antiunitario (TH = —T), entonces
T (Su) = S, y también la aplicacion st : 7(x) — 7(Tx) serd una isometria en P(H),
dicha inducida por T.

Proposicion 5.6.1 (Wigner) Toda isometria es inducida por un operador ya sea
unitario o antiunitario. Las isometrias forman un grupo, denotado por U(H), y en
él las inducidas por operadores unitarios forman un subgrupo normal de indice 2.

Recordamos que un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con una op-
eracioén o : G X G — G con la que forma un grupo de manera que tanto la operaciéon
o como la funcién inverso, ~! : G — G, sean suaves. Por ejemplo SL(R?) es un
grupo de Lie, inmerso en R* = R?*2, que no es conexo: en una componente estin
las transformaciones con determinante positivo y en la otra las de determinante ne-
gativo.

El dlgebra de Lie de un grupo de Lie G es el espacio tangente a G en su unidad. La
componente conexa, que contiene a la unidad, de G estd generada por los elementos
de la forma exp(X) = ¥,>¢ %X" con X en el dlgebra de Lie. Ya que exp(X) =

(exp (%))2 , se tiene que cada operador en la componente conexa de G actia como
una isometria.

Si G es un grupo de Lie, H es un espacio de Hilbert y A : G — U(H) es un
homomorfismo de G en el grupo de simetrias de H entonces

Vg € GIL(g) : H — H unitario : A(g) estd inducido por L(g).

Considérese el ejemplo siguiente:
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Sea G = SU(2) el grupo de transformaciones unitarias en C> con determinante

1. Sea ‘
H{h{ xz. xo—&—txl}
X0 —1X1 —X2

()C(),)C] 3x2) € R3}

la coleccién de matrices hermitianas de orden (2 x 2), con traza nula y diagonal
real. Se tiene que H se identifica naturalmente con R3, digamos que mediante la
aplicacion t : h— (xo,x1,Xx2), y

Vh € H : det(h) = — (x5 4 x] 4+ x3)

por lo que si (xp,x1,x2) # (0,0,0) entonces A es invertible.
El grupo G acttia en H mediante la aplicacién o : (g, /) — g hg y, claramente,

Vg€ G, he H: det(a(g,h)) = det(h).

Por tanto, para cada g € G, B, : (x0,x1,x2) — 1 (0t(g,17 " (x0,x1,x2))) es una isometria
lineal en R. Asf pues, la correspondencia § : g — B, es un homomorfismo SU(2) —

O(3) cuyo nicleo es {—Idgs,+1Idps }. Visto como un grupo de Lie, G es conexo y

las transformaciones descritas son continuas, por tanto la imagen de SU(2) bajo 8

estd en SO(3) < O(3), como ambos SU(2) y SO(3) son de dimensién 3, se tiene

que 3 es suprayectiva, es decir, resulta la sucesion exacta:

1 — {—ldgs,+1des } — SU(2) — SO(3) — 1. (5.1)



Capitulo 6
Algebras de Clifford

Resumen Las dlgebras de Clifford son estructuras abstractas que han sido am-
pliamente utilizados en diversas teorias de tipo fisico y matematico,y, en particu-
lar, propician un tratamiento general de operadores involucrados en el Cémputo
Cuéntico. Iniciamos su exposicién con una presentacion en el marco de la Teoria de
Categorias, luego presentamos una construccion explicita de ellas y ejemplos par-
ticulares con suma relevancia en el Cémputo Cudntico. Concluimos el capitulo con
los grupos de espin.

Exposiciones mds completas y detalladas de los temas que aqui presentaremos
se hallan en el libro, ya clésico, de Lounesto [Lounesto(2001)] y en el de Porte-
ous [Porteous(1995)].

6.1 Motivacion
Los operadores en SU(2) corresponden a matrices de la forma

gla,b) = {_ZZ] cona,bcC , aa+bb=1.

La composicion de dos de ellos, es tal que
g(ao,bo) 0 g(a1,b1) = g(aoar — bobi,aoh + boa).

Sea i = v/—1 el elemento que realiza a C como R[i]. Sea ahora j el segundo ge-
nerador de los cuaterniones: i> = j2 = —1 e ij = — ji. Considérese la aplicacién
v : g(a,b) — a+ jb. Entonces ¥ es un homomorfismo de SU(2) en un subdlgebra
del campo de los cuaterniones.

Se va a generalizar esta construccion a una similar con SU(n), n > 2.

33
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6.2 Presentacion categorica

Sea K un campo y sea V un espacio vectorial sobre K provisto de una forma
cuadrada ¢(X). Sea A una K-dlgebra asociativa, con unidad. Una inclusién (inyec-
tiva) 14 : V — A se dice ser de Clifford si

VxeV: 1(x)? = —c(x)1,. (6.1)

El dlgebra de Clifford C1(V,c(X)), junto con una inclusién de Clifford 10 : V —
C1(V,c(X)), es aquella tal que satisface la siguiente propiedad universal:

VA K-dlgebra con inclusién de Clifford 14 : V — A
¢ : CI(V,c(X)) — A homomorfismo: 14 = ¢ o1c.

Se sigue que, en el caso de existir, el dlgebra de Clifford C1(V,¢(X)) es tnica salvo
imagenes isomorfas.

Para ver que existen se ha de seguir las lineas en la seccién préxima (6.3) para el
caso de los campos real o complejo, mediante sumas directas de potencias tensoria-
les, reducidas por ideales generados por las relaciones (6.2).

De hecho, se tiene que la correspondencia (V,¢(X)) — CI(V,c(X)) es un funtor
covariante de la categoria de los espacios con formas cuadradas en la categoria de
las dlgebras asociativas con unidad.

6.3 Construccion de algebras de Clifford

Sea K € {R,C} uno de los campos real o complejo. Sea ¢(X) una forma cuadrada
en K”". Sea )
T(K”) — @(Kn)@)m
m=>0
la suma directa de todas las potencias tensoriales del espacio K”, la cual es una
K-algebra. Sea I = <(x®x+ C(x)lT(Kn))xeK”> el ideal generado por los elementos

de la forma x ® x + ¢(x)17(x»), con x € K", donde 17 (x» es la unidad de 7(K"), a
saber, la ménada que consta de la unidad multiplicativa 1 € K. Se define la dlgebra
de Clifford como el cociente C1(K",¢c(X)) = T(K")/I. Por tanto, se ha de tener:

Vx e K": x®@x = —c(x)1pkn), (6.2)
0, si b(X,Y) es la forma bilineal asociada a la forma c(X),
Vx,y €K": x®@y+y®@x = —2b(x,y)17(xn).- (6.3)

El dlgebra tensorial T(K”") admite naturalmente una Z-graduacién, mas como el
ideal 1 estd generado por elementos cuadrados, el dlgebra de Clifford CI(K", ¢(X))
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s6lo admite una Z;-graduacion, sea ésta
CI(K",¢(X)) = Clp(K",¢(X)) & Cl; (K", ¢(X)).

Observacion 6.3.1 (Algebra alternante) Si ¢(X) = 0 entonces, por (6.2), Vx €
K": x®x = 0. En consecuencia C1{K",c(X)) = Alt(K"): el dlgebra alternante,
o exterior, de K", que es de dimension 2".

Por (6.3):
Vx,yeK": x®@y=—y®x <= x Ly (respecto a la forma bilineal b(X,Y))].

Considérese K =Ry, para n € Z*, que b(X,Y) = Zf’;ol x;y; es el producto in-

terno usual, y por tanto que la forma cuadrada es ¢(X) = ¥/_ x? = || X ||>. Entonces,

si (e,-)?;ol es una base ortonormal de R”, el dlgebra de Clifford CI(R",¢(X)) estd
generada por los elementos {1} U (e,-)?z_o1 y las relaciones e¢; @ e; +e; D e; = —209;,
donde §;; es la delta de Kronecker. Vale decir:

d=—1& [i#] = eDej=—ejDej].

Observacién 6.3.2 (Los nimeros complejos) Paran =1, CI(R,c(X)) =C.

Observacién 6.3.3 (Los cuaterniones) Para n = 2, CI(R?,¢(X)) = H, el dlgebra
de los cuaterniones.

En efecto, si se escribe i = eg, j = e1, Y kK = epeq, entonces resultan las relaciones
siguientes entre generadores:

K= (1)) =ijij=— 7 =—(=1)(-1) =1
ij=k , jk=jij=—ij>=i, ki=iji=—i*j=].
Si ¢(X) es una forma cuadrada real de signatura (p,q), se escribe
Cly, = CI(R™,¢(X)).
Asi, por las observaciones anteriores:
Cliy=C , Clypy=H.

Al considerar la forma bilineal compleja b(X,Y) = Z;’;OI X;vi, cuya forma cuadrada
es c(X) = X7~ x? (obsérvese que el producto interno usual serd entonces (x[y) =
b(x,y)), se escribe Cl, = CI(C",¢(X)).

Los resultados siguientes aparecen en el Capitulo 1 del clasico libro de Lawson
y Michelsohn [Lawson and Michelsohn(1989)].

Proposicion 6.3.1 (Theorem 4.1) Se tiene las identificaciones siguientes (mddulo
correspondientes isomorfismos):

o Cl,,0 ®Clp =~ Clo 42,
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e Clp, ®Clyo ~ Cly12,,
L] Clpq ®C1]] ~ C1p+1_’q+], Vp,q € N.

Proposicion 6.3.2 (Proposition 4.2) Se tiene las identificaciones siguientes (médulo
correspondientes isomorfismos):

R @ RM<m o R () (hroducto tensorial de matrices),
R™" @p K ~ K™ | con K € {C,H},

CorC~=CoC,

CorH~ szz s

HorH~ R4X4,

donde R es el producto tensorial real, es decir, con sus factores vistos como espa-
cios vectoriales sobre R.

Observacién 6.3.4 V; € [0,n]: Cl, = Cl,_; j®@r C.
Proposicion 6.3.3 (Theorem 4.3) Para cada n € Nvalen las identificaciones periddicas
siguientes:

o Cl,1g,0 =~ Cly ®Clgy,
° Clo7n+8 ~ Clo, ® Clogs,
[ C1n+2 ~ Cln & C12:

donde, al inicio, X
4
Clgo ~R* ¥ & Cl, ~C>*.

En consecuencia, las dlgebras Cl,o, Cly, y Cl, quedan determinadas por la si-
guiente tabla:

I |t 12] 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

Clol H HoH H2x2 (C22><22 R23x23 R23><23 @R23><23 R24><24

Clo,|[R R R2x2 C2x2 H2%2 | H2%2 ¢ H2%2 H22><22 C23x23 R24><24

Cln (CEB(C (C2><2 CZXZ@CZXZ (:22><22 (C:22><22 @CZZXZZ ((:23><23 ((:23><23 @(C23><23 CZ4><24

Observacion 6.3.5 Vp,q € N: Cl,; = Cl,_4 414 & Cl, 411 = Cl 1.

Ya que Clj; ~ R?>*? resulta que las 4lgebras Cl,, quedan determinadas por la
siguiente tabla:
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lP\aflo |t 2 3 4 5 |6 7 8 |
0 IR |r®?|Rr2%2[Cc2x2 [g2x2 Clﬁ'ff H2 <2 |2 %27 g2 x2?
C |Clp Clgazz RZZXZZ szxzz Clos Clg%z H23><23 szxz‘;
H |[Clo; [Cl;3 |[CIfE |R¥>*%|Cly7 |Cly;  |CIF [HZ X2
H"?[Clos [Cli4 [Cly  [CI5 [Clos [Clis  [Cls  |CLy

Clog|CIZ2|Clos [Cloy  [Clog  |CIE2|RY <2 [C2 <2 [H2 <2
Clis|Clos [CIE2[Cl17  [Clig  |Clyg [CIE? [RZ <c2‘7’xz"’
Clos|Cly7 |Cli7 |Cly;  |Clg  |Clag |Cls;  |CIZZ [R2X2
Cls4|Clos |Clis |Cls  [Clas  [Clag [C*2°[Cles |CIE2

Clog |Clus [Clyg [Clyy  [Clyg  |CI52[HZ <2022 [R2>2

e N IEN o W IO, [ BN SN IUVH | NS 2y

(aqui, si A es un algebra, escribimos AP = A BA).

6.4 Algebra exterior real como dlgebra de Clifford

Veamos con un mayor detenimiento la operacién en el dlgebra real de Clifford Cl,y,
correspondiente a la forma cuadrada del producto interno usual.
Para una base £ = (ei)?;ol de R", por la relacién (6.3), se ha de tener:

1

1 1
E(e,'®ej—ej®e,~)+E(e,~®ej—|—ej®ei) = f[ei,ej]—b,-jl,

eie; = >

donde b;; = b(ej,e;), y por tanto b;j = J;; si la base E es ortonormal respecto a la
forma b(X,Y), y

(x,y) = [x,y] =x®y—y®x (el conmutador de x,y),
es el operador corchete de Lie. Se tiene pues, para dos indices ig,i; € [0,n—1]):

eig @ eiy = eigiy — bigiy 1

con |
Cigip = ) (eio Qe —ej ®e,’0) =eigNeip-
De manera general, si {iy,...,ix—1} C [0,n— 1] es un k-subconjunto de indices, se
define |
Cigii 1 = 7 Y. Sen(o)eiy ) @ ®eiy, (6.4)
t oS
Entonces

b . /\Rn —Cly,p , 11, Cig N+ Nej_| — gy,
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(segun se define en la relacidn (6.4)) es un isomorfismo de R-espacios vectoriales,
lo que concuerda con el hecho de que ambos espacios son de dimensién 2" (véase
el primer rengldn en la tabla mostrada en la Proposicién 6.3.3).

6.5 Algebras de Clifford y compuertas cuanticas

Como operadores unitarios, las compuertas cudnticas pueden ser formalizadas me-
diante algebras de Clifford [Chappell et al(2013)].

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre el campo K. Entonces el dlgebra
exterior Alt(V) es de dimensién 2". Sea ¢(X) = (X|X) = X" X, es decir, el tensor que
define la norma euclidiana en V. Puede verse, como se hizo en la seccién anterior,
que también en este caso, C1(V,g(X)) consiste de clases laterales reducidas bajo las
transformaciones lineales unitarias en Alt(V).

Se escribe ClV(n,K) = Cl/(V,q(X)) y se dice ser el dlgebra de Clifford con n
generadores.

Si K = C es el campo de los nimeros complejos entonces puede verse que
Cl(2n,K) ~ C*"*?"; el 4lgebra de matrices complejas de orden 2" x 2". Los ele-
mentos unitarios en esta dlgebra son las compuertas cudnticas.

6.6 Grupos de espin

Los grupos espin(n,R) pueden construirse como los elementos invertibles en un
subgrupo del dlgebra de Clifford Cl,.
Sea x € R" — {0}. De acuerdo con (6.2), en Cl,:

x® (—e(x)'x) = —c(x) T (x@x) = —c(x) ' (—c(x)1) =1,

por lo que x~! = —c(x)~!x. Por lo tanto, Vy € R"™:



6.6 Grupos de espin 39
x@yex! = ———((x@y)®x)

= _ (—y®x—2b(x,y)1)®x

) (y@x@x+2b(x,y)(1©x))

= (v ® (—e(x)1) +2b(x,y)x)

c(x)
b(x,y)
= —y42
y+ b(x,x)
b(x,y)
= —(y-2
(y bxx)"
Asf pues, la transformaciéon 7, : R* - R", y = x®y ®x~ ! es lareflexién al plano
perpendicular al vector x. Se define, propiamente, Pin(n,IR) como el subgrupo ge-
nerado por IT = {m| x € R" & ¢(x) = 1} en el grupo de automorfismos de R” y
Spin(n,R) es el subgrupo de Pin(n,R) de elementos que involucran un nimero par

de transformaciones en I1. Entonces por el Teorema de Cartan-Dieudonné, se tiene
que Spin(n,R) es un recubrimiento de SO(n).

X







Capitulo 7

Relacion entre algebras de Clifford con el
Coéomputo Cuantico

Resumen Este capitulo introduce las nociones fundamentales del Cémputo Cudnti-
co. Inicialmente presentamos a los qubits y a los quregistros como elementos funda-
mentales de codificacién de la informacidn asi como las compuertas cudnticas que
permiten implementar algoritmos cudnticos, y la traduccién de conceptos basicos
de incertidumbre en la Mecdnica Cudntica al Cémputo Cudntico. Presentamos de
una manera abstracta las maquinas de Turing cudnticas con el fin de ilustrar el
traslado del cémputo cldsico al cudntico, y después hacemos una revisién minu-
ciosa de los més ilustrativos algoritmos cudnticos, a saber el de Deutsch-Jozsa para
reconocer funciones booleanas equilibradas y los de Shor para factorizar enteros
y calcular logaritmos discretos. Luego presentamos a la esfera de Bloch con el
proposito de describir geométricamente el espacio de los qubits. Abordamos pos-
teriormente nociones de dlgebras-C*, de 16gica cuantica y los teoremas de Gleason
y de Kochen-Specker. Finalizamos introduciendo la nocién de conjuntos universales
de operadores cudnticos.

7.1 Qubits y quregistros

La base canénica del espacio H; = C? consta de los vectores e =1 O]T y e =
[0 1)7. Si 29,21 € C son complejos tales que |zo|? + |z1|*> = 1, entonces zpep + z1 €
es un estado puro, llamado qubit, apécope inglés de bit cudntico (quantum bit).

Identificamos al primer vector basico e con el valor de verdad falso, o cero, y al
segundo e; con el valor de verdad verdadero, o uno.

Asi pues, cada qubit es una “superposiciéon” de ambos valores cero y uno.

Se dice que un estado v = vpeg + vie; produce la salida i con una probabilidad
[vi]> = Rev;® + Jmv;%. Se tiene el siguiente

Postulado de Medicién:  Si el estado actual es v = vpey + v €] entonces, para cada
i € {0,1}, con probabilidad |v;|? se realiza lo siguiente: Se emite la respuesta
i y se transita al estado e;; es decir este ultimo serd el estado actual en el paso
siguiente.

41
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En otras palabras, un proceso de medicidn consiste en suspender la superposicion
de un estado y hacerlo transitar a un estado determinista: falso o verdadero.

Para cada n > 1, definimos recursivamente H,, = H,,_; ® H;. De aqui resulta que
dim(H,) = 2" y una base de este espacio es

BHn = (egn—l"'8180)8,,,1,...,81 ,&€{0,1}’

donde, puesto de manera recursiva,

€, 169 = €g,_i-e; & €

Aqui queremos llamar la atencién del lector para que tome en cuenta el cambio de
nuestra notacion respecto a la asumida de manera convencional en el mundo de la
Fisica y de la Computaciéon Cudntica. En general se suele escribir

€01 €1€0) 1= €g, |gie) = €, | @ R eg Regy =1 |€,-1) - [€1)[&) (7.1)

Evidentemente, cada indice i € [[0,2" — 1]] puede escribirse en binario como una
cadena de bits de longitud n: i = (&, --- €1&),. Asi pues identificaremos a cada
indice con la cadena que lo representa: i <> € = €,_1 - - - €1 &. Mediante esta identi-
ficacién, se ha de tener [0,2" — 1] = {0, 1}".

Siz € Sy, es un vector en la esfera unitaria euclidiana en H, entonces Y ¢c (9,1} Ze€¢
es un estado correspondiente a una palabra de informacion de longitud n, y es
también el producto tensorial de n qubits, por lo que le llamaremos n-quregistro.

7.2 Compuertas cuanticas

Para n = 1, consideraremos las siguientes compuertas bdsicas, llamadas también
operadores cudnticos:

10

Identidad. = [ 01

} I : H; — H; es el operador identidad.

cos(t) —sen(t)
sen(t) cos(t)
Rot; es unitaria y tiene como efecto rotar un dngulo t en sentido antihorario.
Six, =,/pey++/1—pe; es el estado que elige el valor 0 con probabilidad p y
el valor 1 con probabilidad 1 — p entonces

Rot;(x,) = (cos(t)\/f)— sen(t)y/1 —p) e+ (cos(t)\/ 1-p+ sen(t)\/ﬁ) er.

Rotacién. Seat € [—m, x| un dngulo y sea Rot, = [ } . Se tiene que

Abhora bien, para el dngulo #p, = cos™! (—+/P) se tiene

~vp —VT=p
Vi-p —/p

ROttOp =
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y en consecuencia Roty,, (x,) = —eg. Es decir, aplicando la compuerta Roty,,
se elegird el valor 0 con probabilidad (—1)? = 1. Similarmente, para el dngulo

t1p = cos~ ! (/T—p) se tiene

Vi—p —p
P vi=p
y en consecuencia Rot;,,(X,) = e;. Es decir, aplicando la compuerta Rot;,, se

elegird el valor 1 con probabilidad 1. Asi pues, las rotaciones tienen el efecto

de “crear interferencias” constructivas o destructivas segin se prefiera un estado
final

Negacién. N = {

ROttlp =

10 21 20
funcién permutar sefiales, es de hecho “una reflexion a lo largo de la diagonal
principal”.
Hadamard. H = -1 ! 1}. Se tiene H : {ZO] - L [Z0+Zl ] . H es unitaria y
V21 -1 21 V2 | z0—z1
tiene como funcién “reflejar el plano respecto al eje x y rotar luego un dngulo de
Z radianes, en sentido opuesto a las manecillas del reloj”.

0 1} Se tiene N : {ZO} — [Zl } N es unitaria y tiene como

Naturalmente, N*" y H®" son sendas compuertas en H,. Las matrices que las
representan, respecto a la base producto By, , pueden ser calculadas mediante la
relacion (?7?).

Observamos aqui, primeramente, que N®" actda como el “complemento a 2" —
17, es decir, en los vectores basicos se tiene

N (eg, |.e16)) = €5, 5,8 (7.2)

donde (g, -- -8180)2 + (81 5150)2 =2"—1.
Observamos también que

H®!(ey) = (eo+e1)

il
V2

1
V2p

H*(eg) = (€00 +€o1 +€10+ejq1)

—~

y de manera general

1
(\/E)n ee{%l}"

H®”(e0...0) = €c (73)

es decir, el operador H®" aplicado al primer vector bésico €. produce el estado
que “promedia a todos los demds con pesos uniformes”.

Negacién controlada.  Sea C : Hy, — H la transformacién lineal que sobre los
vectores basicos actiia e, ® ey — ex ® exay (recuerdo una vez mds que @ es la
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disyuncién excluyente, o mds bien la adicion médulo 2). Esta transformacién
se llama negacion controlada debido a que en su salida, el segundo qubit es la
negacion del primero sélo si en la entrada el segundo qubit “estaba prendido”.
Esto puede verse como que el segundo qubit de entrada sirve de “control” para
aplicar el operador de negacion al primero, el cual hace las veces de “argumento”.
C no es el producto tensorial de dos transformaciones unitarias en Hj. Se tiene
que C queda representado, respecto a la base canénica de Hl, por la matriz

1000
0100
0001
0010

Negacion controlada cambiada.  Sea D : Hl; — H, la transformacidn lineal tal que
(x,y) — D(x,y) = C(y,x) que tan sélo cambia los roles de variable de control y
variable de argumento. Se tiene

0010
0100
1000
0001

En el espacio de transformaciones unitarias, C y D generan un subgrupo con
la operacién de composicién. La tabla de multiplicacién del subgrupo es de la

forma:
1 C D CD DCcCDC

[¢]

1 I C D CD DCCDC

cl C I CD DCDC DC

Dl D DC 1¢cpCc C CD
CD| ¢cDCDC C DC I D
DC| DC D CDC I ¢Cb C

c¢bDeiecbc ¢b DC C D 1

Alternativamente, podemos decir que este grupo queda presentado por su unidad
I, dos generadores C,D y la relacién CDC = DCD. De hecho este grupo es iso-
morfo al grupo de permutaciones de 3 elementos, S3. En efecto, si p = (1,2) es
la reflexion y ¢ = (1,2,3) es el ciclo de orden 3, entonces se puede identificar
Cop,Depod.

Reversos.  Entre los elementos que aparecen en el ejemplo anterior, Ry = CDC :
H, — H, queda representado, respecto a la base candnica, mediante la matriz

1000
0010
R=10100|"

0001
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es decir, es tal que Ry(e; Qe j) = ¢; ®e;. De hecho, para cada n > 2, actuando
sobre la base candnica, se tiene:

R, = R%bn (esn—l“‘glg{)) = Cepepgy (7.4)

es decir, el efecto de este operador es revertir el orden de la “palabra de entrada”,
por lo cual, R, se dice ser el operador reverso.
Transformaciones de Pauli. Las matrices de Pauli son

0'0=<(])(1)> , 01:((1)(1)> , Gz=<(z-_0i) , 0'3=<(])_(1)) (7.5)

las cuales son hermitianas y unitarias, es decir, para j = 0,1,2,3, 0;0; =15 es
la matriz identidad de orden 2 x 2. Las cuatro matrices de Pauli conforman una
base de C2*2;

apo a
VA = (aOO aOI ) S (C2><2 deo,c1,¢2,¢3: A=co0p+c101+c207+c303 (7.6)
10 411

de hecho (co, c1,¢2,¢3) = 3 ((aoo +an), (ao1 +ao), i(aor — aio), (ago — an)). Se
tiene también que valen las siguientes relaciones, para 1 < j k <3

0Oy +0r0; = 25jk12 7.7
3

00 = jk12+i28]’k((¥g (7.8)
=1

donde en la tltima expresién, ;0 € {—1,0,1}, [ejxe| = 1 & {j,k, 0} = {1,2,3}
y ademads €jy = 1 < (J,k,£) es una rotacion horaria.

Para un qubit z = zpeg +z; €1, con |z0|* 4 |z1|> = 1, se tiene que 01z = z1€p + z0€;
y 02z = —iz1ep + izpe; corresponden a errores de permutacion de bits (bit-flip
errors) en z, en tanto que 03Z = zp€p — z1€| a un error de fase de bit (phase-flip

error) en Z.

Un estado en Hj,, digamos 6/(z) = Yeco,1}» 2@ estd determinado por las 2" co-
ordenadas del vector z € Sy, . Si U : H,, — I, es una compuerta cudntica, el estado
6(Uz) al que arriba al aplicérsele el operador U consta también de 2" coordenadas.
De esta manera, un cilculo que involucra un nimero exponencial de términos se
hace en “un paso” de cémputo cudntico y es posible asi acelerar el proceso de co-
rrida.

7.3 Maquina de Turing cuantica

Presentaremos aqui la nocién de maquinas de Turing cudnticas siguiendo los enfo-
ques en [Bernstein and Vasirani(1993)] y [Deutsch(1985)].
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7.3.1 Mdquinas de Turing no-deterministas cldsicas

Recordamos que una mdquina de Turing no-determinista es un automata
and = (Q7A7 T» q07F)7

donde Q es un conjunto finito de estados, A es un alfabeto (finito), go € Q es un
estado inicial, F C Q es un conjunto de estados finales y

TC(OXA)X(QxXAXM)

es una relacién, donde M = {izq,der} es un conjunto de dos movimientos. La mTnd
actda sobre una cinta consistente de una sucesion (infinita) de casillas (la cinta se
extiende indefinidamente hacia atrds y hacia adelante), y la accioén se hace mediante
una cabeza lectora que ausculta una casilla a la vez en la cinta. Si (p,a,q,b,m) € T
entonces decimos que “‘si la mTnd estd en el estado p y lee en la casilla auscultada el
simbolo a entonces lo cambia por el simbolo b, transita al estado g y pasa a auscultar
la casilla en la posicidn m respecto a la casilla actual”.

Una descripcion instantdnea, DI, es una palabra de la forma o;pac,, donde
0;,0,4 € A* son palabras en el alfabeto A y (p,a) € Q X A, y describe que la mTnd
“estd en el estado p, lee en la casilla auscultada el simbolo a, la palabra a la izquierda
de la casilla auscultada es o; y la palabra a su derecha es 6,;”. Si DIy = Gi9poao0a0
y DI} = 0j1p1a;1 041 son dos descripciones instantaneas, decimos que la mTnd tran-
sita de Dlp a DIy, y escribimos mTnd - DIy — DI si para algtin simbolo b € A y
algin movimiento m € M se tiene (po,ag, p1,b,m) €Ty

m = izq = 0p=0;1a1 & O41 = bGd()
m=der = 0;] = 0opb & O40 = a1041

., * . .. ..
La relacion — es la cerradura reflexivo transitiva de la relacion —:

mTnd DI’ 5 DI' < 3DI,,....DI,: DIy =DI° & DI, =DI' &
Vj<n:mTndFDI; — DIy

Se dice que la mTnd calcula a la funcién f : A* — A* si para cada ¢ € A* existe

un estado final ¢ € F tal que mTnd - go6 = f(0)q. Para cada pareja (p,a) € Q x
A definimos Imageny(p,a) = {(q,b,m) € Q x A x M|(p,a,q,b,m) € T} como el
conjunto de posibles transiciones a partir de (p,a).

7.3.2 Mdquina de Turing cudntica

Una mdquina de Turing cudntica, mTc, es una maquina de Turing no-determininista
mTc = (Q,A,T,qo,F) total, es decir,
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T=(QxA)x(QxAXM),

tal que cada quintupla en la relacién de transicién (p,a,q,b,m) € T tiene asociado
un niimero complejo z = ¢ (p,a,q,b,m) € C, llamado amplitud de la transicién, de
manera que el sistema de vectores

(C(Paa) =(¢ (P7a"17b7m>)(qabvm)€QXAXM) (p,a)cQxA

sea ortonormal, es decir para cualquier estado p € Q y cualquier simbolo a € A:

1=Y{¢ (p,a,q,b,m)|*|(q,b,m) € Q x Ax M}

y para cualesquiera dos parejas distintas (pg,ao) # (p1,4a1):

0=Y{C(po.ao,q.b,m)& (p1,ar,q,b,m) | (q,b,m) € Q x A x M},

en otras palabras
(€(po,a0)|&(p1,a1)) = 5(P07d0)(17|~,01) (7.9)

donde 8,y es la delta de Kroenecker'y (-|-) es el producto interno usual de C>¢ard@card,

Asi pues, los modulos al cuadrado de las amplitudes correspondientes a una
pareja actual (p,a) € Q x A determinan una densidad de probabilidad en Q x A x M.
Se interpreta que si la mTc estd en el estado actual p y lee a en la casilla aus-
cultada, entonces escribe b, pasa a g y realiza el movimiento m con probabilidad
I¢ (p,a,q,b,m)|?, para cada (q,b,m) € Q x A x M. Ademis se ha de tener que las
transiciones son propiamente transformaciones lineales unitarias en el espacio de
configuraciones, es decir, si mTc - 6jopoagCy0 — Oj1 p1a1O41 entonces ;i p1a; Oy
es el resultado de aplicar una transformacioén unitaria a ojopoap0Cyo. Para esto es
necesario introducir una estructura de espacios lineales a las configuraciones, es
decir, las descripciones. Veamos como hacer esto.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que el alfabeto A consta s6lo de dos
simbolos, A = {0,1}. Sea m = card(Q) el nimero de estados que, acaso intro-
duciendo estados ociosos, supondremos una potencia de 2. Sea y =1log, (m). Supon-
dremos que la mTc sélo ocupa una cantidad acotada de casillas en su cinta, que
la cota S(n) depende de la longitud n de una cadena de entrada y, acaso intro-
duciendo casillas en blanco, supondremos también que S(n) es una potencia de 2.
Sea v =log,(S(n)) y sea k = S(n). Al conjunto de estados lo realizaremos como
el espacio Q = Hl,; de dimensién m (cada direccion basica del espacio determina un
estado original de la mTc), a las posiciones de la cabeza lectora como H = H,, de
dimensién S(n) (cada direccién bésica de este espacio determina una posicién de la
cabeza lectora) y al contenido de la cinta como C = H de dimensién 25(n) (cada
direccidn bdsica de este espacio determina una palabra sobre A de longitud S(n)).
Asf pues, el espacio de descripciones es Q ® H ® C = Hy ;v «. Una descripcion
q®h® ¢ se interpreta como sigue:
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q. LamTc estd en una superposicién de m = 2# estados (bdsicos) ¢o, g1, - - -, gm—1:
q=ape,, +aje, +---+an_ 1€, ,conl= lag|* + |a1|> + -+ |am—1/*.

h. La cabeza lectora de la mTc estd en una superposicién de S(n) = 2" indices
0,1,...,8(n)—l:h=hoeg+hje; +--- +hs(,,),]eg(n),l, conl= |h0‘2 + ‘h1|2 +
et ‘hS(n)—l |2~

¢. La cinta contiene una superposicién de las 25 posibles palabras sobre A de

longitud S(n): ¢ = coeg, +creg, + - - +Co50 1805, > CON 1=|cof? +|e1]> +

i ‘czS(nL]lz'

La aplicacién de una transicion a esta representacion de la mTc conlleva un alto
grado de paralelismo: Primero, supongamos que el “estado actual” de la maquina
original es e,, que se lee la i-ésima posicién e; de la j-ésima palabra e;, y que
ahi aparece el simbolo a € A. El vector e, @ e; @ €; es uno de la base candnica de
O®H®C. Sea

C(pva) = (C(pvavqabam))(q,bAm)EQXAXM = (Z((]abam))(q,b,m)eQxAxM =z

el vector de amplitudes de las transiciones correspondientes a la pareja (p,a). En-
tonces hacemos

T(e,e®e;) :Z{z(q’hym)eqégeim@ej/|(q,b,m) €0 XAxXM} (7.10)

donde, en cada sumando, i, =i— 1 sim =1izq, i,, = i+ 1 sim =dery j es el indice
de la palabra que coincide con la j-ésima salvo que el simbolo a en su i-ésima
posicién ha sido sutituido por el simbolo b. Debido a las condiciones de ortonorma-
lidad (7.9), las imédgenes de los vectores bésicos forman una coleccidn ortonormal,
por lo que T podra extenderse a una transformacién unitaria.

Luego, T se extiende por (multi-)linealidad a todo el espacio Q ® H ® C, es decir

T(poh®c) = Z{aphicjr(e,@e,@ej) lgeQ,i<Sn)—1,j<25"—1
(7.11)
Puede verse que T es el producto tensorial de transformaciones lineales unitarias,
luego, ella misma es lineal unitaria.
Una configuracion inicial es de la forma e;, ® eo ® ej, y la jo-€ésima palabra
0, es la correspondeinte palabra de entrada. Una computacion es una sucesion de
configuraciones,

cp=e, Reg®ej, , V1>0:¢=T(¢—1),

es decir es una sucesion (7" (eq, @€ @ej))),.,- En cualquier instante de la com-
putacién se puede aplicar el postulado de medicién para elegir una configuracion
de la forma e, ® ¢; ® e; con la probabilidad correspondiente. La mTc computa
la funcién f : A" — AS() si para cada ¢ € A" a partir de la descripcién inicial
e, @ e ®ej, donde jo es el indice de la palabra ¢ * 0"~ se arriba, con proba-
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bilidad 1, a un estado de la forma e, ® ¢; ® e, donde g € F es un estado final y j es
el indice de la palabra f(o).

Observamos que toda m7c¢ realiza un proceso algoritmico. De la tesis de Church
deducimos que toda mTc es simulable por una mTnd. Por tanto, lo computable por
mTc’s queda incluido en la clase de las funciones recursivas. Sin embargo, hay una
ganancia apreciable en tiempo: las m7c¢’s realizan en una sola de sus transiciones lo
que las mTnd’s realizarian en un nimero exponencial de transiciones de ellas.

Por otro lado, no toda mTnd es simulable por una mTc. Sin embargo, toda mTnd
cuyas transiciones puedan ser ponderadas por pesos complejos que satisfagan las
nociones de ortonormalidad de la ecuacién (7.9) serd, en efecto, simulable por una
mTc.

7.4 Evaluacion de funciones booleanas

Sea V = {0,1} el conjunto de valores de verdad clédsicos. V" es el espacio de
palabras de longitud n que constan de bits. Hay 2" tales palabras. Una funcién
f V" =V se dice ser booleana pues asume sé6lo valores booleanos, y se dice ser
equilibrada si el nimero de veces que asume al valor 0 coincide con el nimero de
veces que asume al valor 1. Obviamente hay 22 funciones booleanas V" — V y hay
2"2" funciones booleanas vectoriales V" — V". Cada una de las 2" asignaciones
e=(&-1,---,€1,&) € V" se puede poner en correspondencia con el vector e, € H,
de la base “candnica” de Hi,.

Sea f: V" — V una funcién booleana. Sea Uy una matriz permutacion de orden
271 % 2" tal que Up(ee @ €9) = (ec @ ep(e)). Uy es pues unitaria. Sea A C V" un
conjunto no-vacio de asignaciones y sea a = card(A) su cardinalidad. Al considerar
el estado uy = ﬁZSGA ec @ ey se tiene Us(uy) = %ZEEA e @epe) y asi en un
solo paso de cémputo se calcula a un promedio ponderado de la imagen de las
asignaciones con indice en A. El proceso final de medicién consiste en la seleccién

de una pareja e ® ey (), € € A, cada una con probabilidad %

7.5 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Deutsch-Josza [Deutsch and Jozsa(1992)] propusieron el primer algoritmo en el que
la Computacién Cudntica proporcioné un decremento sustancial en la complejidad
en tiempo. Sea V = {0, 1} el conjunto de valores de verdad clasicos. De las 2% = 4
funciones booleanas f : V — V dos son constantes y las otras dos son equilibradas.
Al nombrarlas

0—0 0—0 0—1 0—1
Jorpmo s P00 B
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se tiene que las funciones constantes son fy y f3, y las equilibradas son f1 y f>.

El propésito del algoritmo de Deutsch-Jozsa es decidir, para una f dada, si acaso
es constante o equilibrada “utilizando un solo paso de computo”.

Sea Uy una matriz permutacién de orden 2% x 2% tal que Us(e, @ e;) = (&, ®
€(24 £(x)) mod 2)- Uy es pues unitaria. De hecho es muy similar al funcionamiento de la
compuerta “negacién controlada”, salvo que en aquella, la funcién f es propiamente
la identidad. En la tabla 7.1 ilustramos la accion de Uy refiriéndonos solamente a los
indices de vectores basicos.

(x,2)| (x, (z+ f(x)) mod 2)
0,0) (0.£(0))

,1) (0.£(0))

(1,0) (Lf(1))
CRY) (Lf(1)

Table 7.1 Accién de la matriz unitaria Uy en el algoritmo de Deutsch-Jozsa.

Considerando el operador de Hadamard H, hagamos H, = H ® H. Primero se
tiene, H(ep) =xo = %(e(ﬂ—el) yH(e))=x; = %(eo—el) € H; y luego Hz (e ®

el) :H(e0)®H(e1) =X ®Xx;. Claramente, X ® X = %(000 —€p] +e10—e|1) € Hy.
Por tanto,

Up(xo®x1) =

N —

(€0,f(0) — €70y TeLs(1) el,m)
1

H)}

1 1
75 [t e |+ 508 [ Jptenn e
\(80®X1+\/761®X1 sif=fo
\(60®X1 fe1®X1 si f=h
\(80®X1+\[€1®X1 sif=r
— 50 ®X1 — ﬁ61®X1 sif=f3
Xo®X1 si f = fo
X ®X1 81 f=f
—X1®x1 81 f=fa
—Xo®X; si f=f3

En consecuencia,
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Hxo®QHX1 si f= fy
Hx; @ Hx; si f = fi
—-Hxi@Hx;sif=f>
—Hxo @ HX; si f=f3

e e sif=fo
e e sif=fi
—e e sif=/f
—eyResif=f3

H)UrH>(eg®ei) = HoUr(Xo ®X1) =

vale decir, al aplicar el algoritmo cudntico HUyH, (nétese que utilizamos notacion
algebraica: los operadores se aplican de derecha a izquierda), partiendo del vector
bdsico ep ® e se obtiene un vector de la forma eeg ® e; donde € € {—1,1} es un
signo y S es una sefial que indica si acaso f es o no equilibrada. En otras palabras,
la respuesta S coincide con f(0) @ f(1), donde @ es la disyuncion excluyente, XOR.
La auscultacion del valor S se realiza siguiendo el postulado de medicidn, y su valor
estd apareciendo leyendo sélo el primer qubit. Al efectuar la medicion se elige al
vector bésico e ® e con probabilidad €2 = 1.

7.6 Algoritmo para el calculo de la Transformada Discreta de
Fourier

Sea f :[[0,n— 1] — C una funcién. La transformada discreta de Fourier de
f es la funcién f : [[0,n — 1] — C tal que para cada j € [0,n—1]: f(j) =
# ZZ;& exp (2”ijk> f(k). Aqui i es la raiz cuadrada de -1.

n
En C" consideremos la base candnica formada por los vectores e; = (; j);‘;ol,
j=0,...,n— 1. Para cada vector f = Z;f;(l) f(j)e; € C", su transformada discreta
de Fourier es TDE(f) = f = Z;f;(l) F(j)e; € C". Es claro que TDF es una trans-

formacion lineal y, respecto a la base canénica de C", se representa por la matriz

vn n
tiana de TDF, TDF”, tiene la misma estructura que TDF salvo que los exponentes

en cada entrada tienen el signo .
En particular, se tiene

TDF = L (exp (2” i k)) " la cual es en efecto unitaria, de hecho la matriz hermi-
j

n—1 e
Vje[0,n—1]: TDF(e;) = % Zexp<2”:k> e (7.12)
k=0

Y, por supuesto,
n—1

TDF(f) = Y f(j) TDF(e;). (7.13)
j=0
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Ahora, supongamos que n = 2V es una potencia de 2. En este caso, la TDF puede
calcularse mediante el procedimiento de la llamada transformada rdpida de Fourier
TRF (o si se quiere, FFT por sus siglas en inglés: Fast Fourier Transform). Este
procedimiento es de complejidad en tiempo O(v2Y) = O(nlogn). Mas utilizando el
paralelismo inherente a la computacién cudntica, se le calculard aqui en un tiempo
o(v).

Observamos, por un lado, que H, = C”, y por otro lado, de la ecuacién (7.12),
que para los primeros valores de V se tiene:

v=1
TDF(ey) = ! (ep+ei)
0)="pleote
1
TDF(e;) = 2(e0—e1)
v=2
1 1
TDF(eqo) = 7(60 +e)® 7(60 +er)
1 1
TDF(ep;) = 7(60 —e)® 72(60 +iep)
1 1
TDF(ejp) = 7(60 +e)® 72(60 —ep)
TDF(ey;) ! (ep—e)® ! (eo —iep)
= — — —(eg—1
11 NG 0-e)® e e
De manera general, a cada indice j € [[0,2" — 1] lo identificaremos con la palabra
€= €jy—1---&;,1€j0 que lo representa en base 2. Asi, el vector basico eg; € Hy es

el producto tensorial de los vectores basicos e, € H,. Tendremos entonces, en H,,
que para cada j =0,...,2V —1:

res) - L (e () )

k=0
= dlovon(5)e)o s (o on(5F )5 v ) 119

La forma de los factores en este producto tensorial sugiere considerar los operadores
Oy : H; — H; con representacion, respecto a la base candénica, dada mediante la

10

-\ |. De hecho, como en (7.14) la potencia en la
0 exp (%) (7.14) la p
exponenciacién va cambiando, podemos considerar més bien un correspondiente
10

0 exp (m’z%)

matriz unitaria Q; = [

operador “controlado”: O i = . Asi, por ejemplo, si j = 1 entonces

0O} = O en tanto que si j = 0 entonces Qf, = I coincide con la identidad.
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Observamos ademds que para Xo = \%(eo +e1) = H(eo) se tiene Qf;(xXo) =

% (eo +exp (m‘zlk) e1)
Ahora, a cada j € [[0,2Y — 1] representémoslo en base-2 mediante la palabra
Ej‘[2é o £j‘

7. Por tanto, exp (m'z’—}() =

€. Se tiene que para cada £ € [0,v — 1], -5 = 3

exp <mW> — H}:l exp (m%) y en consecuencia, Qij = QZ*V+1,8,:V-1 o
.. 0 szl, £, © Qlae_,',o' Como k ha de variar entre 0 y v — 1 vemos que se ha de
disponer de 2(2v — 1) compuertas de la forma Q%,, k € [-(v—1),v—1], € €
{0,1}.

Observamos también que si j < 2¥1, con v; < v entonces todos los digitos, en
su representacion binaria, con indices entre vi — 1y v — 1 son 0, y por tanto las
correspondientes compuertas controladas actuardn como la identidad. Definamos
pues para cada (j,k) € [0,2" — 1] x [0,v — 1],

— 0OF C C
Pik - Qk*VH’l.E_,"vl_] 00 Qk*],e_m OQk,sj_o’ (715)

donde v; = [log, j| + 1. Tenemos pues: Pjx(Xo) = % (eo +exp (ﬂ:izj—}{) el).

Fijo j € [[0,2Y — 1] para k =0,...,v — 1 los términos Pj;(Xo) van dando los de
la derecha de la ec. (7.14) y éstos van apareciendo de izquierda a derecha segtin
se les muestra ahi. Sin embargo, para cada k € [[0,v — 1] observamos que en la
definicién (7.15) se estd utilizando una notacién algebraica, es decir, los operadores
O iy se aplican en orden inverso: de derecha a izquierda. De hecho, haciendo un

poco mads explicita la definicién (7.15) se tiene:

Q8,8j10 (XO) = PjO(XO)
Qle;° Qe , (X0) = Pji(X0)

Qg,é‘j?o o ch‘ﬁj,l o Qg,&‘j_z (XO) = PJZ (XO)

371,8_]"() 00 ch‘,sj_v_:; o ch‘,Sj’V_z o Q6,£_j‘v_| (XO) = Pj7\/,1 (XO)

es decir, para cada k € [[0, v — 1]] se han de aplicar consecutivamente las compuertas
chz‘,e,‘k,;’ con{=0,...,k,lacual selecciona a los digitos en la representacioén binaria
de j yendo del mas significativo hacia el menos significativo.

Asi pues, serd necesario utilizar los operadores reverso para intercambiar el orden
de los bits de cada indice j € [0,2" —1].

Ahora bien, cada bit € se representa por el vector basico e.. Asi que cada ope-
rador controlado Qli, ¢» cuyo dominio es H puede identificarse con el operador

x > 0°%(x, e) donde

0% =10 Q)oCo(I®Qf)oCo(Qr]). (7.16)
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El algoritmo para calcular la transformada de Fourier es entonces el siguiente:

Entrada. n=2",fecC"=H,.
Salida. f=TDF(f) € H,.
Procedimiento  TDF(n,f)

1. Seaxq:=H(ep).
2. Paracada j € [0,2" — 1], o equivalentemente, para cada (&;,y_1 -~ €;1€j0) €
{0,1}V, higase en paralelo:
a. Paracadak € [[0,v — 1] hdgase en paralelo:
i. Sead:=Ry (8 i ’ k) el reverso de la cadena formada por los (k+ 1) bits
menos significativos (véase la ec. (7.4)).
ii.  Seayj:=Xo.
iti. Para /=0 hasta k hdgase { y := QC2(yjk,e5jA£) (véase laec. (7.16)) }
b. Seay;:=yjo® - ®y,v-1 (véase laec. (7.14)).
3. Dése como resultado f = Z?Lal fiy;-

El célculo de la transformada inversa discreta de Fourier, TIDF (n,f) se hace de
manera similar cambiando la matriz Qy por su hermitiana QkH que s6lo involucra el
cambio de signo en la potencia de su elemento (2,2).

7.7 Algoritmo de Shor

Este algoritmo es de tipo cudntico y tiene el propdsito de factorizar a un nimero
entero dado n como el producto de dos enteros menores, si esto es posible, o bien
indicar que n es primo, en otro caso. Una presentacién muy detallada puede verse
en [Lavor et al(2003)]. Los articulos originales de Shor [Shor(1994), Shor(1997)]
son, evidentemente, fuentes sumamente importantes de informacién.

7.7.1 Pequeiio recordatorio de Teoria de Niimeros

Dados dos enteros n,m, su mdximo comiin divisor es d = med(n,m) tal que d divide
a ambos n y m, es decir es un divisor comin de n y m, y cualquier otro divisor
comun divide a d también. Se puede ver que d es el menor entero positivo que se
puede escribir como una combinacién lineal de n y m con coeficientes enteros. El
Algoritmo de Euclides calcula, para dos enteros n 'y m dados, d = med(n,m) y lo
expresa de la forma d = an+ bm, con a,b € Z.

Los enteros n 'y m son primos relativos si med(n,m) = 1, es decir, si no poseen
un divisor comin que no sea trivial. Sea @(n) = {m € [1,n]]|med(n,m) = 1} el
conjunto de enteros positivos primos relativos con n, menores que n. Se tiene que
el nimero de elementos en P(n) es el valor de la funcion de Euler ¢ en n. Con la
multiplicacién médulo n, € (n) es un grupo de orden ¢ (n). Asi pues, si m € ®(n)
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entonces m?") = 1 mod n. Por tanto, para cada entero m € ®(n) existe un minimo
elemento r, divisor de ¢ (n), tal que m” = 1 mod n. Tal r se dice ser el orden de m en
el grupo multiplicativo de residuos médulo 7.

Sea n un entero para el cual se ha de buscar un factor entero no trivial. Elijamos
un entero m tal que 1 < m < n. Si med(n,m) =d > 1, entonces d es un factor no-
trivial de n. En otro caso, med(n,m) = 1, y se tiene que m quedard en el grupo
multiplicativo de residuos de n, i.e. m € ®(n). Si acaso m tuviera ahi un orden par
r, entonces k = m? es tal que k> = 1 mod n. En consecuencia, (k —1)(k+1) =
0 mod n, es decir n divide al producto de dos nimeros menores que él. Por tanto,
los factores primos de n han de aparecer como factores de esos nimeros. Asi pues
al calcular med(n,k — 1) y med(n,k+ 1) obtendremos factores no-triviales de .

Un primer problema en este procedimiento de decision consiste entonces en en-
contrar un elemento de orden par en el grupo multiplicativo de residuos médulo 7.
Si se elige m al azar, la probabilidad de que m sea de orden par es 1 — % donde ¢
es el nimero de factores primos en n. Asi pues, la probabilidad de que al cabo de k
intentos no se haya localizado un tal m es 2~% y obviamente esto tiende a cero muy
rdpidamente al incrementar k. As{ pues, bien vale la pena repetir pruebas arbitrarias
de seleccion de un elemento (impar) menor que n para localizar uno de orden par en
el grupo multiplicativo de residuos médulo n.

Sin embargo, desde el punto de vista computacional, el mayor problema que
presenta el algoritmo descrito radica en el cédlculo del orden del elemento actual m
en ®(n): el ndmero de potencias de m a calcular es del orden de ¢(n) que a su vez
es de orden n.

Sea v = [log, n] el nimero de bits necesarios para escribir a n, es decir, sea v el
tamario de n. Resulta claro que O(n) = O(2") lo cual indica que el procedimiento
anterior es de complejidad exponencial respecto al tamafio de la entrada. El algo-
ritmo de Shor se fundamenta en un procedimiento polinomial en v para realizar la
tarea de calcular el orden de un elemento.

7.7.2 Algoritmo cudntico para el cdlculo de ordenes

Supongamos dado n € N. Sea v = [log, 1] su tamaiio. Sea k tal que n> < 2X < 22,
es decir, kK = [2log, n]|. Se considerard Kk + v qubits y se trabajard en el espacio
Hy v = Hy ® H,, de dimensién 2KV = 2%.2V,

Para cada m € ®(n) definimos un operador lineal unitario V, : Hgpy — Hipy
haciéndolo actuar en los vectores basicos como

Vi - e, Qe > eg; ® € (7.17)

i,j,m)

donde f(i, j,m) = (j+m') mod n.
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Elementos con orden potencia de 2

Supongamos dado m € ®(n) y que éste es tal que su orden r es una potencia de 2.

Sea Py = H®* ® I®V donde H,I : H; — H, son los operadores de Hadamard e
identidad respectivamente. Por la ec. (7.3) se tiene P; (e @ eg) = ﬁ Yecio1}x€e®
ey. Escribamos s; = P (eg ® ey). Ahora, aplicando el operador V,,,, resulta V,,(s;) =
\éK Zizzal e, Ve ), - Escribamos s = V,,,(s1).

Ya que f(i,0,m) = m' modn, f es una funcién periédica de periodo r respecto a
i.SeaJ; ={i|0 <i<2¥—1:i= jmodr} la clase de indices que dejan residuo j
al dividirseles entre 7. Claramente [[0,2% — 1] = ;;(1) Jj, y la cardinalidad de cada

. K , .
conjunto J; es s = 27, el cual nimero, para este caso, es entero. Por tanto, es posible

reescribir
1 r—1
$=—= Z Z e ®e8mj. (7.18)
V2 o \ia,
Si aqui se aplica el postulado de medicidn, entonces se elegird a un vector de la
forma e;; ® € i i € Jj,, para una potencia fija jo < r, con probabilidad 5z. El
estado correspondiente a esta situacion es de la forma

2K—1

s3= ) slie, @ec ;. (7.19)
i=0

—
) \/ax Sli€J;
donde g : i+ 28 2 g
0 siigJj,

La funcién g también es periddica, de periodo r. Ahora, se tiene que la trans-

formada de Fourier de g, ¢ serd también periddica pero de periodo proporcional a
1

Calculemos la transformada inversa discreta de Fourier de s3:
2K_1 .
2mil
H .
= TDF" (s3) 2" Z ( = & exp (— % (kr+]0)) eg> ®ee
y al intercambiar el orden de las sumatorias se obtiene:

S B S 2milk 2iljo
S4—S3—ﬁ<;6 <SkZz)exp(— P ))exp(— % >eg ®egmj0.

(7.20)
27rlik )

Ya que exp( ZL"/) es una rafz s-ésima de la unidad, se tiene 1 Y Oexp(
serd 1 o 0 en funcidn de que ¢ sea o no un multiplo entero de s, es decir un numero
de la forma ¢/ =ts,cont =0,...,r— 1. Aqui es esencial el hecho de que s es entero.

Asi pues, de (7.20),
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1 [ 2mit jo
s4:$ Zexp(— p )ezx, ®egmj0. (7.21)

t=0 "

Las relaciones (7.19) y (7.21), que expresan a s3 y S4 = 83, involucran ambas al orden
r. Pero hay una diferencia esencial entre ellas: En (7.19) los indices i, en el primer
qubit, correspondientes a coeficientes no-nulos dependen de la potencia “aleatoria”
Jo, en tanto que en (7.21) no dependen de ésa, e involucran sin embargo, a r.

Si ahora se aplica el postulado de medicion se obtendra un valor de la forma 2’%,
con ty € [[0,7 — 1], cada uno con probabilidad ~!. Si fy = 0, entonces no es posible
obtener ninguna informacién acerca de r y se ha de repetir el procedimiento otra
vez. En otro caso, al dividir entre 2% se tiene el valor racional % = t7° Se conoce
a ro y r; mas ain no se conoce fy ni r. Sin embargo, necesariamente r; divide a
r. Asi pues, se puede aplicar de nuevo el algoritmo cudntico a partir de m; = m'!.
Procediendo recursivamente se obtiene una factorizacion r = rr; - - - r,, conteniendo
a lo més log, r factores.

En resumen, el algoritmo para localizar divisores de 6rdenes de elementos es el
siguiente:

Entrada. n €N, m € ®(n) de orden potencia de 2.
Salida.  r tal que r|o(m).
Procedimiento DivisorOrdenPotencia2(n,m)

1. Seav:=[log,n], kK:=2v.

2. Definase V,,, : Hyyy — Hyyy como en la ec. (7.17).

3. Seas;:=(H**®I%)(eg®ey).

4. Seasy :=Vy(s)).

5. Seas3:= 1.2:'(5 ! g(i)egf ®eg o el estado equivalente a “tomar una medicién”
en sp. Entonces g queda determinada como en la ec. (7.19).

6. Seasy:= TIDF(2*, s3) la transformada inversa discreta de Fourier de s3.

7. Seaeg ®e; j, una medicion de sy4.
m

Si k == 0 repitase desde el paso 3. En otro caso sea :—‘1) = 2% y dése como
resultado ry.

El algoritmo para calcular 6érdenes de elementos es el siguiente:

Entrada. n €N, m € ®(n) de orden potencia de 2.
Salida. rtal que r = o(m).
Procedimiento OrdenPotencia2(n,m)

1. Sean inicialmente r := 1y mj :=m.
2. Repitase
a. sear;:=DivisorOrdenPotencial(n,m);
b. actualicese r :=r-ry;
c. actualicese m; :=m|' mod n.
hasta tener r; == 1.
3. Dése como resultado r.
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Elementos con orden arbitrario

Dejemos de suponer que el orden r de m sea una potencia de 2 en &(n). Siguiendo
la misma linea que en el caso anterior, sea V,, definido como en la ec. (7.17). Sea
s1=(H®*@I%V)(eg®@ey) y s2 = Viu(s1). Reagrupando los términos segin se hizo
en la ec. (7.18) se puede escribir

1 r—1
S) = —— e | ®e. . (7.22)
\/EK 1;() Z mJ

i€

donde los conjuntos J; son clases de equivalencia, congruentes con j, médulo r, pero
ahora no son de la misma cardinalidad. Si u =2¥ mod r y s = (2¥ — u)/r entonces
u clases tendran s+ 1 elementos y las restantes tendran s elementos. Definamos
sji=s+1paraj=1,...,uysj=sparaj=u+1,...,r—1,0. Entonces el estado
que representa el tomar una medicién, como en la ec. (7.19), es, para algin jj €
[0, — 1]:

2%
Sy = Z g(i)eg, ®e£mj0 ) (7.23)
i=0
1 ..
sii€J;
donde g:irs Vo
0 siigJ,

Calculando la transformada inversa discreta de Fourier y reagrupando términos,
como en la ec. (7.20), se obtiene

1

1 (2 1 g 2milkr 27ri£j0>
S4 =83 = exp| — exp| — e | ®eg . .
o= (B (s Don(55) )on (550 o
(7.24)

pero en este caso el coeficiente que involucra a la suma interior nunca se anula
(como r no necesariamente divide a 2%, aqui no se estd sumando un “juego com-
pleto” de raices s ,-€simas de la unidad). Al tomar una medicion del primer qubit,
la probabilidad de que se elijaa e/ ® e ;, esentonces

1 Sjofl

2
3 27ri€kr>

P) = 72’(7% k;) exp( T

y los maximos de esos valores corresponden a enteros = EnteroMdsPréximo (
k=0,...,r—1. Supongamos que tras una medicion se haya elegido e;, ® e¢ jo» con
m

k2%

l; = EnteroMasPrdximo (7) Entonces, al dividir ese indice entre 2 se ob-

. ¢ , . ..
tiene 5k ~ é, y de aqui se quiere conocer r. Para esto hay que recordar la nocién de
fracciones continuadas.

Si 5 es un nimero racional no-negativo, su fraccion continuada es

k2%
r

).
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P_ a+——g— = [ao,ai,. .. a) (7.25)
q a

donde ag,ay,...,a, son enteros no-negativos. Para cada w < v, la fraccién continu-
ada [ag,ay,...,ay] se dice ser el w-ésimo convergente de 5, y, en efecto, cada con-

vergente es una aproximacién racional a g. El algoritmo para calcular fracciones
continuadas es directo:

Entrada. g €Q.

Salida. [ag,a1,...,a,]: fraccién continuada que representa a g € Q.
Procedimiento FracciénContinuada(g)

1. Sean inicialmente Isz := [] (la lista vacia) y xact := g.
2. Mientras el denominador de xact sea mayor que 1 hagase

a. seal:=ParteEntera(xact);
b. escribase % = xact,
. It =
[¢ actualicese xact —igr
d

. actualicese Ist := st [i].
3. Actualicese Ist := Ist * [xact].
4. Dése como resultado Ist.

Asi pues, luego de haber realizado una medicién y haber obtenido el valor ;—{‘( <1,

se calcula su fraccién continuada [ag,ay,...,a,] (ap = 0) y los correspondientes
convergentes [co,c1,...,¢,] (también ¢y = 0), y entre éstos se selecciona a aquellos
cuyos denominadores r; sean menores que 7, los cuales han de ser divisores del
orden r de m.

En resumen, esta vez el algoritmo para localizar divisores de érdenes de elemen-
tos es el siguiente:

Entrada. neN,me ®(n).
Salida.  r tal que rlo(m).
Procedimiento DivisorOrden(n,m)

1. Seav:=[log,n]|, k= [2log,n].
2. Definase V,,, : Hyyy — Hiy como en la ec. (7.17).
3. Seas;:=(H**®1%)(eg®ep).
4. Seas;:=Vy(s1).
5. Seasz:= ):fzxa ! gli)eg; ®eg o el estado equivalente a “tomar una medicién”
en sy. Entonces g queda determinada como en la ec. (7.23).
6. Seass:= TIDF(2¥,s3) la transformada inversa discreta de Fourier de s3.
7. Sea e, & e ;, una medicion de s4.
8. Si ¢, == 0 repitase desde el paso 3. En otro caso
a. sealagp,ay,...,ay) :=FracciénContinuada (%),

. sea|[cp,c1,...,cy] lalista de convergentes; y
c. dése como resultado la lista de denominadores, de los convergentes, que
sean menores que 7.
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Habiendo obtenido divisores de 6rdenes, se puede proceder a obtener los 6rdenes de
manera similar a como se bosquejo en el procedimiento OrdenPotencia2, mas
en este caso hay que llevar un recuento de las varias posibilidades de divisores que
arroja el procedimiento DivisorOrden descrito arriba.

7.8 Esfera de Bloch

7.8.1 Construccion geométrica

Se define la esfera real S,_1(R), como el conjunto:

n—1
Sp1(R) = {(x0,...,%0—1) €R"| Y |5i|* =1},
i=0

cuando n =1, So(R) es el conjunto (disconexo) que consta de los dos puntos —1,+1,
para n = 2, S(R) es el circulo unitario en el espacio R?, cuando n = 3, S3(R) es la
esfera unitaria en el espacio R3 y para n = 4, S3(R) es la hiperesfera, la cual es un
subespacio topoldgico de R*.

Andlogamente, se define la esfera compleja S, (C), como el conjunto:

n—1
Snfl((C) = {(Zowo-»anl) S (Cn| Z |Zi|2 = 1}7
i=0

iz
paran = 1, So(C) es el circulo unitario en el plano complejo C =2 R? y cuando n = 2,
$1(C) = {(z0,21) € C*[Jz0* + |z [* = 13,

es la esfera unitaria del espacio de Hilbert H; = C?, vale escribir S;(C) = Sm, - la
esfera de los qubits.

Las esferas S,—1(R) y S,—1(C) son variedades diferenciables con las topologias
inducidas por los espacios reales y complejos R” y C" respectivamente.

S>(R) es la llamada esfera de Bloch 'y es la esfera unitaria en R>.

Naturalmente, existe una biyeccion entre las variedades S;(C) y S3(R),

1:81(C) — S3(R) CR*, (z0,21) > I(20,21) = (Re(20), Im(20), Re(z1),Im(z1)),

la cual es, de hecho, un homeomorfismo diferenciable.
Ahora, sea D el intervalo [0, 7] x [0,27] C R?, consideremos,

0

0

cos 5
J:D—S51(C), (6,0)—J(0,0)= [ , ] , (7.26)
e'?seny

J no es inyectiva,
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Yo €[0,2n]: J(0,9) = [(1)] =¢p € 5(0),
0 1
I(3.0) = | o | = er €51(0),

donde {eg,e; } es la base candnica de C?, y tampoco es suprayectiva, pues:

[Eﬂ €J(D) < zeR. (7.27)

Ahora, en el espacio real R3 de dimensién 3, denotemos por {fy,f;,f>} a su base
candnica, cuyos elementos son también puntos en la esfera de Bloch S>(R). De
manera convencional,

o f) es el polo norte,
o —f) esel polo sur,y
o [fo,f;,—fo, —f1] es una trayectoria antihoraria sobre el ecuador.

Sea K : D — S»(R), 1a funcién

sen 6 cos @
K:(0,0)— K(0,0)= | senfBsen¢ | . (7.28)
cos @

Paracada (0, ¢) € D, K(0, @) es el correspondiente vector de Bloch. En la Figura 7.1
mostramos el vector de Bloch correspondiente a una pareja de dngulos. Se tiene

Yo €[0,2n]: K(0,9) = f,: polo norte
K(m,¢) = —f, : polo sur

Para cada 6 € [0, 7], sea Vg = {0} x [0,27] C D la recta vertical de abscisa 6 en D.
Entonces al escribir u = sen0 y v = cos 0,

ucos @
K(Vy) = useng | [0< @ <27
v

es el paralelo de latitud g — 0, el cual es un circulo inscrito en la esfera de Bloch,
de radio |u|, paralelo al ecuador. Por tanto, para 6 € {0, w}, ese paralelo se colapsa
en el polo correspondiente, en tanto que K (V%) es el ecuador.

Para cada ¢ € [0,27], sea Hy = [0, 7] x {¢} C D la recta horizontal de ordenada
¢ en D. La imagen de cada recta horizontal Hy bajo K es el meridiano de longitud
@, recorrido de norte a sur al variar 8 de 0 a 7. Entonces al escribir u = sen@ y
v =co8 @,

vsen 0
K(Hp) =4 |usen® | [0<O6<m
cos 6
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Z

Figura 7.1 Tlustracion de la funcién K : D — S,(R). Dada una pareja de dngulos (6, ¢) € D, se
muestra el vector de Bloch correspondiente.

En particular,

K(Hp) = 0 |0 <6 <m > :meridiano en el plano ¥ =0,

: meridiano en el plano X = 0.

De aqui se sigue
—f,
—f

K(%ao):fo K(g»”)
K(%v%) :fl K(%a%+ﬂ)

Observamos también, de manera general, que para cada ¢ € [0, x|, los meridianos
K(Hp) y K(Hztp) son complementarios en el sentido de que juntos forman una
geodésica que pasa por los polos.

De manera similar, podriamos describir la accién geométrica de la aplicacion
J: D — §1(C) definida por (7.26). Consideremos, més bien [oJ : D — S3(R), o sea,
identifiquemos S;(C) con S3(R) C R* mediante la biyeccién 1.

R* = R? x R? es el producto cartesiano de dos planos euclidianos. De hecho, si
nombramos a los rayos generados por los vectores canénicos en R* como eje X, eje
Y, eje Z'y eje W respectivamente, entonces el espacio real de dimensidn 4, R*, es el
producto de los planos X-Y y Z-W. Asfi, una curva
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v= (% W. Yz, ) : [a,b] = R*,

vale decir, una funcién continua de un intervalo [a,b] con a,b € R, a < b, en R4,
determina dos trazas

N="), n=n1):lab—>R.

Pues bien, para cada 0 € [0, 7], la transformacién 7 o J restringida a la recta ver-
tical Vg determina una curva

Y’ :0,271] = S3(R) , @ 1°(9) = (1,0,vcos @, vsen ),

con u = cos % y v = sen g. Por tanto, su primera traza 709 es constante y se restringe
al punto (u,0), en tanto que la segunda, 7/19, es el circulo centrado en el origen, de
radio |v|, en el plano Z-W. La imagen de Vy bajo J es pues un circulo (o, si se quiere,
el producto de un punto por un circulo).

Anédlogamente, para cada @ € [0,27], la transformacion I o J restringida a la recta
horizontal Hy determina una curva

Vo) [0,7] = S3(R) , 0= Y0 = (cosg,O,ucosg,vseng),

conu =cos@ y v = sen@. Por tanto, su primera traza ), s una linea recta, en el
eje X del plano X-Y, que va del origen (0,0) al punto (1,0), en tanto que la segunda,
Y¢),- €s (la cuarta parte de) la elipse centrada en el origen, de semiejes ul, [v|, en
el plano Z-W. La imagen de Hy bajo J es pues una curva en el producto de un
segmento por una elipse (o, si se quiere, en un cilindro de base eliptica).

Ahora bien, definamos una funcién B : S;(R) — S;(C) mediante la relacién si-
guiente:

B(x)=1z <= 3(6,9)eD: K(6,¢0)=x&J(0,0)=1 (7.29)
B queda bien definido y hace conmutativo el diagrama siguiente:

D (7.30)

La aplicacién B se llama funcion de Bloch. De la relacién (7.29) se tiene que la
imagen de B es
B($2(R)) = J(D) & $1(C)

y estd caracterizada por la relacién (7.27). De las relaciones (7.26) y (7.28) se tiene
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B(fo) = %(604‘@1) , B(—fy) = \%(—e0+e1) (7.31)
B(f)) = %(QO‘FZ‘@]) , B(—f1) = \%(—eo—i—iel) (7.32)
B(f;)=ey , B(—f,) =¢ (7.33)

donde i = /—1. Se ve pues, de las relaciones (7.31)-(7.33), que parejas de puntos
antipodales en S» (R) se aplican en parejas de vectores ortogonales en S;(C), por lo
tanto, B no es una funcién conforme: no preserva ni dngulos ni distancias.

La esfera y la aplicacién de Bloch, (S, (R), B), proporcionan una visién geométrica
del subconjunto de qubits B(S2(R)) & S1(C). La imagen de la funcién de Bloch es,
de acuerdo con (7.27):

B(S2(R) = {z0e0 +z1€1 € S1(C)]| 20 € R},

el cual es un subconjunto propio de S (C). Se tiene que I(B(S2(R)) es la traza de la
esfera unitaria S3(R) con el hiperplano ¥ = 0 en R*.

Sea ¢ = ¢/’ € So(C) un nimero complejo unitario, y sea z = J(8,¢) € §;(C),
con (6, ¢) € D. Al mutiplicar z por el escalar ¢ se tiene

€' cos %
cz=| .
e1+9) sen g 7

COS Y cos g

senycos §
I(cz) = 0 € $3(R).
cos(y+ @) sen 5

sen(y+¢)sen

entonces

De esta manera, la transformacion
N:Dx[0,21] = S1(C) , (6,9,7) > N(6,9,7) =€7J(6,9),

es suprayectiva, es decir, N es una parametrizacion de la esfera de los qubits, S; (C),
con el conjunto D x [0, 27].

Sean x € $>(R) y z € §;(C) tales que B(x) = z. Entonces, x representa al qubit
z, el cual es un estado puro, con matriz de densidad 7, = 7z . Mediante la inclusion
B, cada punto en la esfera de Bloch es pues un estado puro.

Un estado mixto p (véase la seccién 3.3) es una combinacién convexa de matri-
ces de densidad, es decir, de estados puros. Dada una sucesion de estados puros, la
coleccién de combinaciones convexas de ellos es el poliedro que tiene como vértices
a esos estados puros. Naturalmente, un poliedro cuyos vértices estdn en la esfera de
Bloch estd incluido en el interior de la esfera. Por lo tanto, se conviene en que:

e los puntos sobre la esfera de Bloch representan estados puros, y
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e los puntos en el interior de la esfera de Bloch, al cual llamamos la bola de Bloch,
representan estados mixtos.

Otra manera de representar a los estados mixtos es la siguiente:
Seaz € S1(C) tal que existe (0, ¢) € D de manera que z=J(6, ¢). Entonces su
matriz de densidad es
p, = 2z
1 [1+cosB e?send

2| ¢®sen6 1—cos O

1
5(6{) +x01 +y0, +203), (7.34)

donde (x,y,z) = K(6,¢) son las coordenadas del vector de Bloch correspondiente
a la pareja (0,¢9) y 0p,01,02,03 son los operadores de Pauli definidos en la
relacion (7.5).

Los estados mixtos serdn entonces combinaciones convexas de expresiones de la
forma (7.34). De hecho, la expresion (7.34) caracteriza a los estados puros:

Observacion 7.8.1 Un estado p € C**? es puro si y sélo si existe x € Sy(R) tal que

1
p= 5(60 +x01 +yoy +203).

Puede verse que si xo = K(6p, @) y X1 = K(61,¢1) son dos vectores de Bloch
de los respectivos estados puros zg = J(6o,®o) y 21 = J(61, ¢1), cuyas matrices de
densidad son pg y p, entonces:

1
Tr(p1p2) = 7 (14 (xolx1)). (7.35)

En efecto, se tiene

e Vi€ {0,1,2,3}: o7 = oy,
o Vi,je{1,2,3}: [i#j = 0;0; =0 con {i,j,k} ={1,2,3}],
e Tr(op)=1&Vie{l,2,3}: Tr(o;) =0.

Si, de acuerdo con (7.34),

1
po = 5(60 +x001 + 002 +2003)

1
p1 = E(GO +x101+y102+2103)

al realizar el producto y tomar en cuenta las relaciones anteriores, asi como el hecho
de que el operador “traza” es lineal, resulta (7.35).
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7.8.2 Producto por complejos unitarios

Utilizaremos la notacién introducida en la seccion 7.8.1 anterior.
Al definir la operacién producto en S (C), x : §1(C) x §1(C) — §1(C), como

(z,w) = ([ZO] ; {WO]) s ZAW = ([ZUWo—ZIM}

21 wi Z1wWo +20w1

prafd])

es un grupo. Asi pues, la coleccién de qubits adquiere una estructura de grupo.
Para un nimero complejo unitario ¢ = €' = cos Y+ i seny € So(C) definamos

se tiene que

L(c) = (cosy)ey+ (seny)e; € §;(C) c C2.

Entonces L : Syp(C) — S1(C) es propiamente una inclusién del circulo (real) Sp(C) =
S1(R) en el circulo (complejo) S;(C).

Seaz =J(0,¢) € S;(C) un qubit, o sea, un estado puro, con (8,¢) € D. En-
tonces, se ha de tener

cosycos & —e?senysen d

[0}

4 (7.36)
senycos % +e'?cosysen 5

Lic)xz= [

| S

Definamos ahora

M(c) = {C"” _Se“q cu(2).
seny cosy
Entonces M : So(C) — U(2) es una inclusién del circulo (real) So(C) =2 S (R)
en el grupo de simetria U(2). Naturalmente, p : U(2) x S1(C) — S;(C), (A,z) —
W(A,z) = Az, es una accién del grupo U(2) sobre el circulo (complejo) S;(C). Pues
bien, se tiene
u(M(e),2) = L(e) 2.

Asf pues, el siguiente diagrama es conmutativo:

$o(C) x $1(C) L 5.(C) % 81 (C) (7.37)

(M,]dz) \L \L*

U(2) x8(C) Y S1(C)

Puesto de manera muy sintética, se podria decir que “S;(C) como grupo es una
extension de la accién de U(2) sobre é1”.
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7.8.3 Enfoque mediante cuaterniones

Los cuaterniones H, véase la observacion 6.3.3, también tienen una representacion,
llamada, forma polar, en donde, para cualquier cuaternién q = qo +q1i+ g2 j + g3k,
con g, € R, param =0, 1,2,3, siendo i, j, k los generadores de H, se tiene

q=¢g(cosa+usena), (7.38)
donde
q=laf* = \/G+a+ 5+,
1
u=+t————(qi1i+¢2j+q3k) esun cuaternion unitario,
VA +B+4
coso = q—o,
q

1
senQ = :I:g\/q%—i—q%—i—q%.

En el caso en que g = 1, se tiene un cuaternién unitario, al conjunto de éstos se
denotara por Sg. Los elementos en Sy estdn en correspondencia biyectiva con los
puntos de la esfera unitaria S3(R) mediante la identificacién natural

P:Su— S3(R), qo+qii+q2j+q3k — (90,91,92,93)

y, en consecuencia
Sg = S3(R) = 85(C).

Es bien sabido y puede verificarse directamente que la aplicacién R : H — GL (3,R)
tal que

1-2¢5 243 2(q192 — 43 90) 2(q193 + 42 90)
a=q0+q1i+qj+ak—R@Q)= | 2(q192+q390) 1-2¢3 245 2(q295—q190) | ,
2(q193 - 9290) 2(q1 3 +q190) 1247 —243

es un homomorfismo entre la estructura multiplicativa de H y la canénica de
GL (3,R) (a saber, la multiplicacién de matrices). En particular, su restriccién a
la esfera Sy es un homomorfismo R : Sy — SO (3,R). Se tiene que,

Vq € Su: R(q) =R(—q),

por lo que se dice que R proporciona un recubrimiento dos-a-uno (o doble recubri-
miento) de SO (3,R) con Sy.

También se tiene de la sucesién exacta (5.1), que SU(2) es un doble recubri-
miento de SO (3,R).
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Ahora bien, recordamos que un cuaternién q = qo + q1i + g2 j + q3k se dice ser
real siqy = q2 =q3 =0,y puro si gy = 0. Sea

Ty = {q0 +q1i+q2j +q3k € Su| g0 =0}

la coleccién de cuaterniones unitarios puros.

Para un tal cuaternién q = q1i+¢q» j + g3k € Ty, éste estd en su forma polar, segtin
la relacién (7.38), con a € {£,32}.

Mediante la aplicacién

Q:5(R) = Ta, (x,y,2) = Qx,y,2) =xi+yj+zk

la esfera de Bloch S, (IR) se identifica con la coleccion de cuaterniones puros unitar-
ios Ty. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

SH (R) —= 5 ((C) (7.39)
Ql l]
Ta n SH > S3 (R)

donde aparecen operadores definidos en el diagrama (7.30).

7.9 Observables e incertidumbre

Sea H un espacio de Hilbert sobre C y sea Sy su esfera unitaria. Una funcién lineal
U :H — H es auto-adjunta si Vx,y € H (x|Uy) = (Ux]y), o equivalentemente, si
estd representada por una matriz hermitiana: U = U. Una transformacién auto-
adjunta se dice ser también un observable.

Si U,V : H — H son observables, U +V es también un observable, pero el pro-
ducto UV lo es sblo si U y V conmutan. Sin embargo, UV +VU y i(UV —VU)
siempre son observables.

Para un observable U : H — H existe una base ortonormal de H que consiste de
eigenvectores de U. Por tanto, si Ay, ..., A;_1 son los eigenvalores de U y Ly, ..., L;
son los correspondientes eigenespacios rige la implicacién siguiente:

Xx€ L, = U(x) = Ax.
Consecuentemente, U estd representada como

k=1

U = Z A«KT[LK,
k=0
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donde para cada espacio L < H, 7wy : H — L es la proyeccion ortogonal sobre L.
Si {vo,...,Vu—1} es una base ortonormal de L y L es la matriz cuyas columnas
son estos vectores entonces 7z, queda representada por L - L#. Ya que 7, es una
proyeccion ortogonal, para cada x € H, (x — 7, (x)|7., (x)) = 0, por lo que

(x|, (%)) = (7L, (%) 72,0 (%)) = |72, (%)%

Principio extendido de medicion. Para cualquier observable U, al medir un n-registro
x € H, la respuesta es un eigenvalor A, y el estado actual serd la proyeccion normalizada

Ty (x)

Tl Para cada eigenvalor A, la probabilidad de que sea la respuesta es

Pr(A¢) = (x|, (x)) . (7.40)
Evidentemente, YX_} Pr(Ay) = YX2U || 72, (x)]12 = x> = 1.

Para cualquier observable U, sea (v j)j una base ortonormal de H que consista de

eigenvectores de U y sea A; el correspondiente eigenvalor v;. Entonces cualquier
vector unitario z € Sy puede ser escrito como zZ = Y ;a;v;, donde Y ; |a,»|2 =1Y

() = <zu <Z>>

= <ZaiViZaj/1jVj>
i j
=Y Milai* =E(%)

Por tanto, (z|Uz) es el valor observado esperado del registro cudntico z bajo el
observable U.
La desviacion estdndar de U es el operador

AUH SR, xm AUKX) = 1/ (Ux]x) — (Ux]x)2.
Sean U;,U, : H — H dos observables. Entonces Vx € H:
(Up o Urx|x) (x|Up 0 Urx) = |({Urx|Upx) > = (U 0 Upx|x) (x|U; 0 Usx),
y, de la desigualdad de Schwartz,

(Urx|Uxx) | < ||Uix||?||U2x||?, por lo que valen

Desigualdad de Robertson-Schrodinger.

1

Z|<(U1 e} U2 - U2 o U] )X|X>|2 S HU1X||2HU2X||2 (741)
El conmutador de los dos observables es [U;,Us] =Uj oUy — U, o Uj.

Los observables Uy, U, son compatibles si [U;,U,] = 0, es decir si ellos conmu-
tan: UyoUpy = Uy o Uj.
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Principio de Incertidumbre de Heisenberg. Para cualesquiera dos observables U;, U,
y cualquier vector unitario z € Sy,

|AUL (2) P| AU (2)? > = (2] [Ur, Us) 2) . (7.42)

1
7!
Asi, si los observables son incompatibles, toda vez que U; sea medido con una
mayor precision, U, serd medido con menor precision, y reciprocamente.

7.10 C*-algebra de observables

Para cualquier sistema cudntico X, que consista propiamente de una coleccién de
observables definidos sobre un espacio complejo de Hilbert H de dimensién finita,
sea Ay = £ (X) la C*-algebra generada por X. Un funcional lineal f: Ay — Ces
positivo si

YU € Ax : (flU'U) > 0.

La transformacién identidad 1 es una unidad en la C*-algebra Ay. Se tiene que cada
funcional lineal positivo f : Ay — C posee norma || f|| = (f|1). Un estado sobre
Ay es un funcional lineal positivo normalizado. El conjunto de estados es convexo

Jo,fi estados = Vre€[0,1]: (1—1)fo+1fi estado.
Cada punto x en la esfera unitaria Sy puede ser identificado como un estado
x: U — (x|UxX) : el valor esperado de x bajo U.

Recordamos el Teorema de Banach-Alaoglu: En la topologia-débil*, la bola uni-
taria es compacta. Por tanto, se tiene que el conjunto de estados es compacto en la
topologia-débil*.

Para cualquier observable U € Ay, el valor E;(U) = (z|U) es el valor es-
perado de U en el estado z € A}. El espectro de U es A(U) = {A € C|U —
1 no es invertible en Ay }. La incertidumbre es la variancia de U en z:

Var,(U) = E, (U — E,(U)1)* = E, (U?) — E,(U)* > 0.

El Principio de Incertidumbre de Heisenberg reza en este contexto:

1
Var,(A)Var,(B) > 3 |AB— BA]|.
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7.11 Légica cuantica

Un proposicion es cualquier observable con eigenvalores 0, 1, es decir, sus medi-
ciones solo dan respuestas “si” o “no”. Cada proposicion es pues un operador auto-
adjunto idempotente, A% = A. Las proposiciones son proyecciones, y por tanto cada
proposicién corresponde a un subespacio en el espacio de Hilbert H.

El valor “tautolégico” 1 corresponde a todo el espacio H, el valor “inconsistente”
al espacio nulo {0}, la “conjuncién” a interseccién, la “disyuncién” a la “suma
directa” o “unidn lineal”, y la “negacién” a la complementariedad ortogonal.

Si A|,A; € Ay son proposiciones entonces

A =1-A
AjNAy; = lim (AlAz)n
n—y—+oo

Al VA = ﬁ(ﬁAl /\ﬁAz) =1— lim ((1 —Al) (1 —Az))n
n—y+-oo

El Teorema Espectral (todo operador auto-adjunto puede ser expresado como la
suma directa de sus eigenespacios) entraia que todo observable es la union lineal
de proposiciones que son compatibles a pares y compatibles con el observable dado.

7.12 Teorema de Gleason

Sea H un espacio de Hilbert, sobre cualquiera de los campos real, complejo o de los
cuaterniones, ya sea de dimension finita o de dimensioén infinita, y sea

¥ (H) = {L < HJ L es un espacio lineal cerrado en H},

donde la nocién de “cerrado” se refiere al sentido topolégico (en consecuencia, en
dimensién finita es redundante). ¥ (H) es de hecho un reticulo ortomodular com-
pleto (complete orthomodular lattice).

Si {Li};ex € 7/ (H) es una coleccion de subespacios, @ycx Li €s su supremo.
Si {v,},; C H son vectores, £ {v,},.; € ¥ (H) es el espacio lineal generado por
ellos.

Una medida es una aplicacion m : #'(H) — R tal que

m(H) =1

{Lk} 1k ortogonales a pares = m @LK = Z m(Ly)
kek kek

Por ejemplo, para cualquier x € Sy, my : L — (x| X) es una medida.

Teorema 7.12.1 (Gleason, 1957) Sea H un espacio separable de Hilbert de di-
mension al menos 3.
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Para cada medida m existe un operador positivo hermitiano T,, tal que
VLe ¥ (H): m(L)=Tr(T,n),

donde Tr es el operador traza.
Ademds la aplicacion m <> T,, es una biyeccion entre medidas y operadores po-
sitivos hermitianos.

Ya que la esfera unitaria Sy es conexa y la aplicacién L — Tr(7,,7) es continua
(en la topologia bien definida en ¥'(H)) entonces del teorema de Gleason se sigue
que no hay medidas-(“si”’,*no”) en el espacio de proposiciones. La lgica cudntica
no puede ser booleana.

Ademds, por ser Sy compacto débil-*, existe una coleccion finita de subespacios
en ¥ (H) en la que no se puede definir una medida de dos valores. Un ejemplo de la

construccién la da el teorema de Kochen-Specker.

7.13 Teorema de Kochen-Specker

7.13.1 Enunciado del teorema

Sea H un espacio complejo de Hilbert separable y sea X una coleccién de ob-
servables. Sea (1 : ¥ — R una aplicacién que asocia a cada observable un valor
definido (por ejemplo, a cada estado, la esperanza del observable en ese estado). En
la coleccién de tales u, consideremos dos propiedades:

Proposicion 7.13.1 (Valores bien definidos (VD)) En cualquier tiempo, la apli-
cacion U es total: Los valores asumidos por observables estdn bien determinados
en todo momento.

Proposicion 7.13.2 La aplicacion 1 satisface las dos reglas siguientes:
Regla de la Suma  Si Uy,U;,U, € X son compatibles entonces:
(U2 =Up+ Ui = p(Uz) = u(Uo) + u(U1)].
Regla del Producto  Si Uy,U;,U, € X son compatibles entonces:
[U2 =UoUr = u(U2) = u(Uo)u(Ur)].

Asi, si u fuese una asignacion-(“si”,“no”) y (L;); un conjunto finito de proposi-
ciones (sus proyecciones ortogonales 7, poseen eigenvalores 0,1), la regla de la
suma implica:

I=u (n@iLi) = Z“(an)

Por tanto ha de valer la implicacién:
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VO [u(m,)=1 = p(m,)=0Vj#i.
Por otro lado, la regla del producto implica:

(VE) [L<Ly®Ly = p(m)p (myer,) =u(m)].

Aséciese el color rojo a las proposiciones tales que ( (z,) = 1y el color verde a las
proposiciones tales que  (7z,) = 0.

La regla de la suma y la condicién (VC) implican que en cualquier sistema
ortonormal finito de vectores exactamente un vector es rojo y los demas verdes.

La condicién (VE) por su lado implica que cualquier proposicién en el espacio
generado por dos proposiciones verdes ha de ser verde.

Teorema 7.13.1 (Kochen-Specker (KSThm, 1967)) Sea H un espacio de Hilbert
separable de dimension al menos 3. Entonces existe una coleccion de observables X
tal que no pueden valer simultdneamente la Propiedad 7.13.1 y la Propiedad 7.13.2.

Teorema 7.13.2 (Kochen-Specker: Caso geométrico tridimensional real) EnR>
existe una coleccion de rayos X tal que en ninguna coloracion rojiverde valen si-
multdneamente las condiciones siguientes:

1. En cualquier tripleta de rayos ortogonales exactamente uno es rojo.
2. Cualquier rayo en el plano generado por dos rayos verdes es verde.

Motivacién geométrica.

Sea x = (cos @ cos @, sen O cos @, sen @) un punto en la esfera unitaria de R3. El
angulo 0 es la longitud y ¢ es la latitud. Un punto en el equador ortogonal a x
es xg = (—sen6,cos0,0) (su longitud es la de x corrido por un dngulo de 7/2
radianes). Sea

xt =X XXz = (—cos@sen@,—senHsen,cos ).

La tripleta {X7XE7XL} es una base ortogonal de R> orientada en sentido positivo.
Supongamos que x estd en el hemisferio norte pero no es el Polo Norte. Cambiando
la direccién de xg si fuera necesario, se puede suponer que X también est en el
hemisferio norte. El circulo con centro en el origen que pasa sobre X y xg es el
circulo descendiente de x.

Una sucesion de descenso {x,-}f:(, se construye como sigue: Xp €s un punto en
el hemisferio norte pero no es el Polo Norte. Para cualquier i > 0, x;;; es un punto
elegido en el circulo descendiente de x; (hacia el sur de x;).

Lema 7.13.1 Dados dos puntos en el hemisferio norte con latitudes diferentes, hay
una sucesion de descenso que va del punto al norte al punto al sur.

La prueba es directa utilizando la proyeccién x — —-x que a cada punto en el
X3

hemisferio norte lo aplica en el cruce de su rayo con el plano paralelo al plano-x, y
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que pasa por el Polo Norte. Circulos paralelos corresponden a unas misma latitudes
y los circulos de descendientes son tangentes a éstos.

Bosquejo de la prueba del teorema 7.13.2. Sea inicialmente X = {ep,e,ex} la
coleccién de los tres vectores en la base canénica. Supongamos que el Polo Norte
e; = (0,0,1) esté pintado de rojo. Sea x un vector de latitud %n Entonces xg esta
en el ecuador, por tanto pintado de verde, y x*- tiene latitud %7‘[ Se sigue que x y x*
tienen colores opuestos.

Si x es verde entonces, por un lado, x*- es rojo, y, por otro lado, cualquier rayo en
el circulo de descendiente de x es verde. Asi, cualquier rayo al que se llega mediante
una sucesién de descenso a partir de x debe ser verde, en particular ha de serlo x*
lo cual es una contradiccién.

De otra manera, cualquier rayo a un dngulo de %71: del Polo Norte, debe ser rojo,
como el Polo. De hecho cualquier rayo en el cono de dngulo %n de un rayo rojo
debe ser rojo. Entonces hay es un arco de tres rayos rojos desde el Polo Norte al
Ecuador, otro arco de tres rayos rojos a lo largo del Ecuador, y otro arco de tres
rayos rojos desde el Ecuador al Polo Norte. Las tres esquinas en este circuito son
rojas, pero ellas forman un sistema ortogonal. Esto es una contradiccion.

7.13.2 Algunas implicaciones

Puesto de manera tosca, el teorema de Kochen-Specker (TeoKS) implica que la
Mecénica Cudntica (QM) no es consistent con las siguientes dos propiedades:

Valores bien definidos (VD)  Todos los observables poseen valores bien definidos
en todo momento.

No-Contextualidad (NC)  Si un observable adquiere un valor, lo hace indepen-
dientemente de cualquier contexto de medida.

En simbolos:
TeoKS: OM ~VD+ NC

Consecuentemente, la aceptacion de QM entrafia el rechazo de bien VD o bien de
NC.

VD es el origen de cualquier programa de variables ocultas.

NC es la motivacion de 1a nocién de realismo.

Es un problema importante desarrollar una version de QM que contenga VD pero
no NC.

7.14 Universalidad en las algebras de Clifford

Hacemos una presentacién basada en las monografias de Vlasov [Vlasov(1999),
Vlasov(2001)].
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Como se introdujo en la seccién 6.5, el dlgebra de Clifford Cl(2n,C) es isomorfa
al dlgebra de matrices C2"*2", y las matrices unitarias en esta tltima son precisa-
mente las compuertas cudnticas.

Una coleccién de matrices unitarias % = (Ux) g C Cl(2n,C) se dice ser uni-
versal si para cada operador unitario U € U (2") existe una lista (finita) de indices
Ko+ Kp— € K* tal que

U=Ug---Ug_,.

Sean 0y, 01, 02,03 € Cl(1,C) los operadores de Pauli definidos en la relacién (7.5).
Paracadak=0,...,n—1 sean

(n—k—1) (n—k—1)

Uk =0y 00106k | Upgpr1 =ioy ® 0, ® o,
con i = y/—1 € C. Entonces la coleccién % = (UK),%";OI C C1(2n,C) consta de 2n
operadores en U (2"), todos ellos antihermitianos: YU € %, U? = —U.

Se tiene la siguiente relacién de conmutatividad:
Vic,A: {Ux,Up} = UU), + Uy U = =28, Idpn.
Sea % * la coleccion de productos de operadores en 7/ . Puesto recursivamente,
U CU &UeUVeU” =UVeU™.

Sea
L (%) ={Y a;Vj| J es finito &Vj€J[V;€ %" &a; € K|}
J

el espacio de operadores generado por % * con coeficientes en el campo K, el cual
puede ser el de los reales R o el de los complejos C.

Se tiene que, tomando coeficientes complejos, £ (% ) = Cl(2n,C).

Por otra parte, tomando coeficientes reales, 2 (% ) U (2") es un subgrupo de
dimensién n(2n+ 1) de U(2"), el cual coincide con Spin(2n+1).

Asi pues, el conjunto % de operadores no es universal.

Sin embargo, al incorporarse a €l cualquiera de los siguientes dos operadores

iUOU1U2 (6] iUOU1U2U3

entonces el conjunto resultante si serd universal.
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