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Proélogo

Este libro corresponde a las notas de un curso del mismo nombre impartido en la
Universidad Nacional de La Pampa de Argentina durante el curso académico 2016.

La intencién de estas notas es introducir al lector en temas relacionados con
ordenes parciales definidos sobre el anillo de las matrices complejas o sobre alguna
subclase especial.

Para ello es necesario un primer capitulo en el que se presentan las nociones ba-
sicas de matrices inversas generalizadas. El concepto de matriz inversa generalizada
es un concepto basico para definir posteriormente las relaciones binarias que seran
relaciones de orden o preorden.

En el segundo capitulo se introducen y caracterizan el preorden espacio, el orden
parcial menos y el orden parcial estrella.

Finalmente, en el tercer capitulo se introduce la clase de matrices EP y se estudia
el orden parcial estrella sobre esta clase de matrices.

Cada capitulo finaliza con una serie de ejercicios mediante los cuales el lector
puede completar los detalles necesarios para entender completamente los resultados
expuestos previamente o bien para realizar practica numérica con ejemplos guiados.

Se trata de unas notas autocontenidas. De hecho, en un Anexo se demuestra un
teorema de Analisis Matricial necesario en el Capitulo 3 que no suele encontrarse
en los textos habituales. El nivel necesario requerido para poder seguir el temario
corresponde al de un alumno que haya estudiado algtn curso de Algebra Lineal o
Analisis Matricial.

Los autores agradecen cualquier sugerencia que el lector quiera realizar enviando
un correo electronico.

Los autores.



Tabla de simbolos

Crmxn espacio de matrices complejas de tamano m X n.

cm espacio de matrices complejas de tamano m x 1.

I, matriz identidad de tamano n x n.

O, matriz nula de tamano n x n.

Crxn conjunto de matrices de tamano m x n y de rango r.
N(A subespacio nucleo de A.

)
R(A) subespacio imagen de A.
rg(A)  rango de la matriz A.
ind(A) indice de A.

A* traspuesta conjugada de A.

At inversa de A.

A# inversa de grupo de A.

AT inversa de Moore-Penrose de A.

AP inversa de Drazin de A.

AT proyector correspondiente al valor propio nulo de A.
a(A) espectro o conjunto de valores propios de A.

Py proyector ortogonal sobre M paralelamente a V.

<* orden parcial estrella.

Atory) inversa de Moore-Penrose de A ponderada respecto a M y N.

A®orN) - traspuesta conjugada de A ponderada respecto a M y N.



Capitulo 1

Introduccion a matrices inversas

generalizadas

La utilidad de la inversa de una matriz para resolver infinidad de problemas
préacticos es indiscutible. Sin embargo, no siempre se puede asegurar que la matriz
del problema que se pretende resolver tenga inversa. Por ejemplo, al resolver sis-
temas de ecuaciones lineales, puede darse el caso de que no tenga soluciéon o bien
tener infinitas. Esto hace plantearse otras alternativas para obtener una solucién al
problema en algiin sentido que se debera establecer. En concreto, se trata de bus-
car otro tipo de inversas que proporcionen la respuesta o que aporten técnicas que
permitan resolver el problema inicial.

Se comenzara con las inversas laterales de una matriz que pueden definirse para
matrices rectangulares y constituyen un primer tipo de generalizacion de la inversa

ordinaria.

Definiciéon 1.1 Sea A € C™*™. Se llama inversa a izquierda (resp. derecha)

de A a cualquier matriz X € C"*™ tal que XA =1, (resp. AX = I,).

Ejemplo 1.1 Sean las matrices

11
) - s L[5 11 -8
= y = —
3515 4 13
-1 2

Entonces

BA =1, pero AB # I3.



Capitulo 1. 4

Es decir, que B es una inversa a izquierda pero no una inversa a derecha de A.

Se denotara por §;(A) y por Gp(A) al conjunto de todas las inversas a izquierda

y a derecha de A, respectivamente.

Puede ocurrir que para una matriz compleja rectangular dada A no exista ningu-
na matriz X que cumpla AX = I pero si cumpla la relacion mas relajada AXA = A
o bien XAX = X. Pensadas como aplicaciones lineales, AX = [ indica que AX se
comporta como la identidad sobre todo el espacio mientras que AX A = A indica que
AX se comporta como la identidad sobre R(A) (comprobarlo). Estas observaciones

dan origen a dos tipos de inversas generalizadas.

Definicion 1.2 Sea A € C™*" una matriz dada. Se dice que la matriz X € C™*™

es una {1}-inversa o inversa interior de A si satisface la ecuacion matricial:
(1) AXA=A.

Ejemplo 1.2 Sea la matriz

A= e Cc¥?
010
Entonces, su/s {1}-inversa/s
a
X=1c¢ ,
e
si existe/n, debe/n cumplir que
a b
1 01 1 01 1 01
c d =
010 010 010
e f
Luego, resolviendo el sistema de ecuaciones lineales que resulta se tiene que
a b
X = 0 11, a, beC.
l—a —b

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 5)

Se observa que en este caso existen infinitas {1}-inversas de A.

Definicion 1.3 Sea A € C™*" una matriz dada. Se dice que la matriz X € C™*™

es una {2}-inversa o inversa exterior de A si satisface la ecuacion matricial:
(2) XAX =X.

Ejemplo 1.3 Para la matriz A del ejemplo 1.2 se tiene que las mismas {1}-inversas

halladas también satisfacen la condicion de ser {2}-inversas de A.

Por lo tanto, una matriz puede tener infinitas inversas exteriores.
Se denotara por G1(A) y por G2(A) al conjunto de todas las {1}-inversas y {2}-

inversas de A, respectivamente.

Definicion 1.4 Sea A € C™ " una matriz dada. Se dice que la matriz X € C"*™ es

la inversa de Moore-Penrose de A si satisface las cuatro ecuaciones matriciales

stguientes:
(1) AXA=A,
(2) XAX =X,

(3) (AX)* = AX, es decir AX es hermitica,
(4) (XA)* = XA, es decir XA es hermitica.

Ejemplo 1.4 Para la matriz A del ejemplo 1.2 se tiene que

1/2 0
X=1 0 1
1/2 0

satisface las cuatro condiciones de la inversa de Moore-Penrose.

Definiciéon 1.5 Sea A € C™" una matriz cuadrada dada. Se dice que la matriz
X € C™™ es la inversa de grupo de A si satisface las tres ecuaciones matriciales

siquientes:

(1) AXA= A,

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 6

(2) XAX = X,
(5) AX = XA.

Para A € C™", se recuerda que se llama indice de A, se denota por ind(A), al

menor entero no negativo k tal que satisface alguna de las afirmaciones equivalentes:
L rg(AM1) = rg(A¥),
2. R(AF) = R(AF),
3. N(AF) = N(4F).

Definicion 1.6 Sea A € C™™ una matriz cuadrada dada. Se dice que la matriz

X € C™™ es la inversa de Drazin de A si satisface las tres ecuaciones matriciales

stguientes:
(2) XAX =X,
(5) AX = XA,

(6) A*1X = A% donde k = ind(A).

Nota 1.1 En caso de existir la inversa ordinaria A~' de una matriz cuadrada A,

todas las inversas generalizadas que cumplan la propiedad de las inversas interiores

0
coinciden con A=, Sin embargo, tomando A = I, y X = se observa que

00
A es invertible y X es una {2}-inversa de A con X # I.

1.1. La inversa generalizada de Moore-Penrose

Se cree que la nociéon de inversa generalizada de una matriz aparecié por prime-
ra vez cuando E. H. Moore defini6 una tnica inversa para una matriz cualquiera,
llamada por él general reciprocal. Aunque su primera publicacion fue en 1920 parece
ser que los resultados se obtuvieron antes. Varios anos mas tarde, recién en 1955, R.
Penrose publico otra definicion para esta misma inversa generalizada. Esta definicion

es la que hoy se conoce con el nombre de inversa de Moore-Penrose.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1.

Se probara que este tipo de inversa generalizada existe siempre y ademas es

tinica. Se comenzara demostrando la unicidad de dicha matriz.

Teorema 1.1 Sea A € C™*". Si existe una matriz X € C"™ que satisface las

cuatro propiedades de la inversa de Moore-Penrose dadas en la definicion 1.4 de

pagina 5 entonces dicha matriz es unica.

Demostracion. Sean X; y X, dos matrices de tamano n x m que satisfacen las

cuatro propiedades en la definicion 1.4. Es decir se tiene que:

1.

AX A=A

. XAX = X,
(AX))* = AX,
(X, A)* = X, A
AXpA = A
XoAX, = X,
(AX,)* = AX,
(XoA)* = XpA.

Es necesario probar que X; = X5. En efecto, usando las propiedades 2, 5, 4, 8 y

1 resulta que:

== XlAXl - XlAXQAXl

= (XA) (XLA)' X, = A XTA XX,

= (AX A XiX) = A X3X) = (X,4)° X,

== XQAXI.

Por otro lado, usando las propiedades 6, 7, 1, 3 y 5 resulta que:

Xy =

XoAXs = Xo(AXs)" = XoX3A® = Xo X3 (AX, A)*

XoXEA*XTA* = Xo(AXo) (AX1)* = X0 AX,AX,

X2 AX;.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 8

Por lo tanto, X; = Xs. [ |

En caso de existir la inversa de Moore-Penrose de la matriz A se denotara por
AT, Se estudia ahora la existencia de dicha inversa.

Se recuerda que una matriz A € C"*" es de rango completo por columnas
si r = n, se dice de rango completo por filas si r = m, y es de rango completo

sir =r1g(A) = min{m,n}.

Teorema 1.2 Sea A € C™" una matriz rectangular dada. Entonces existen dos

matrices M y N tales que M € C™" y N € CI*" que satisfacen:
A=DMN|

Esta expresion de la matriz A se conoce con el nombre de una factorizacion de

rango completo de A, y se denota por (M, N). En este caso,

Demostraciéon. Sea A € C*" una matriz tal que sus columnas son a;, a,, ..., a,,,
es decir

A=|dy dy - a ]
Como rg(A) = r podemos suponer que aq,as,...,a, son las r columnas lineal-
mente independientes de A. Luego, para cada ¢ = 1,2,...,n se tiene que

T

/

a; = E i aj,
j=1

y los escalares de esta combinacion lineal estan univocamente determinados. Es decir

que:
I ’ /
= Q1101 + -+ Q@ oo Qp1Qy s QG
Qrp  Qpl
- aq a, :|
L _— |
M Qqp o Qpy
A ~~ >
N

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 9

Como {ay, ..., a,} es linealmente independiente, entonces rg(M) = r y ademas como
r=rg(A) =rg(MN) <rg(N)<r

entonces rg(N) = r. Por altimo, R(A) = R(M) y N(A) = N(N) puesto que
R(A) CR(M) y N(N) € N(A) y cada par de subespacios tiene la misma dimension.
|

Dada una matriz rectangular A € C**", del teorema 1.2 se puede observar que
siempre existen dos matrices M € C"*" y N € C*" tales que A = M N y es claro
que existen (M*M)~!y (NN*)~L.

Teorema 1.3 Sea A € C"*" y sea A = MN wuna factorizacion de rango completo

de A. Entonces la inversa de Moore-Penrose de A existe y estd dada por:

Al = N*(NN*)"Y(M*M)~' M.

Demostracién. Llamando
X = N*(NN*)_I(M*M)_IM*,

si se prueba que X satisface las cuatro propiedades de la definicién 1.4 entonces
usando la unicidad de la inversa de Moore-Penrose, se deduce que A' = X y el

teorema queda probado. En efecto:
AXA = MNN*(NN*)"YM*M)*M*MN
= MN
= A

XAX = N*(NN*)"YM*M)'M*MNN*(NN*)"Y(M*M)"*M*
— N*(NN*)fl(M*M)flM*

= X.

(AX)* = [MNN*(NN*)"“(M*M)"M*)*

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 10

= [M(M*M)"'M*]*

= M(M*M)"'M*

= MNN*(NN*)""(M*M)"'M*
= AX.

(XA)* = [N*(NN*)"Y(M*M)"*M*MN]*
= [N*(NN")'N]
— N*(NN*)"'N
= N*(NN*)"YM*M)'M*MN
- XA

De esta manera el teorema queda demostrado. |

Ejemplo 1.5 Considerar la siguiente factorizacion de rango completo de A:

1 -1 0 1 -1
1 00
A=10 1 0|=1]0
010
1 00 1 0. ,
—_——— N
M
Luego se tiene que:
10
100 10 .
NN* = 01]|= yasi (NN*)" =1,
010 01
0 0
y
1 -1
1 01 2 -1
-1 10 -1 2
1 0
y por lo tanto
1121
(M*M)™ = =
311 2

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 11

Multiplicando segtn se indica en el teorema 1.3 resulta que:

10 - Do 11 2
1 1
At=-101 =<l -1 21
3 1 2 110 3
00 000

Nota 1.2 En el ejemplo 1.4 de la pagina 5 se indicé una matriz X que satisface las
cuatro condiciones de la definicion de inversa de Moore-Penrose. Ahora si es posible
asequrar que dicha matriz X es la inversa de Moore-Penrose AT de la matriz A alli

ndicada.

Nota 1.3 El teorema 1.3, ademds de probar que cualquier matriz rectangular A
admite una inversa de Moore-Penrose (que es tnica por el teorema 1.1), da un
método que permite calcularla. Se observa que la inversa de Moore-Penrose de la

factorizacion de rango A = M N también puede escribirse como
Al = NTMT.
(Comprobarlo.)

Proposicién 1.1 Sea A € C™*" y A\t € C definida por

st A#0

>

A =
0 siA=0

entonces la inversa de Moore-Penrose de A satisface las siguientes propiedades:
(a) (AT = A,

(b) (A7)F = (AT)".

(c) (NA)T = AT

(d) A* = A*AAT = ATAA*.

(¢) (AA)F = AT(A7)T.

(f) At = (A*A)TA* = A*(AA")T.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 12

(g) Si D € C™™ es una matriz diagonal siendo dy,ds, ..., d, los elementos de su

diagonal principal, entonces DV es una matriz diagonal siendo dy,d,, . .. ,d;l los
;1 / :

elementos de su diagonal principal, donde d; = T sid; #0 yd; =0 sid; = 0.

(h) (UAV)T = V*ATU*, siendo U y V' dos matrices unitarias.

(i) G2(O) = {O} (y por tanto Of = O,,).

() Si m =n y existe la inversa ordinaria A~" entonces AT = A~1,

Demostracion. Las demostraciones son técnicas y pueden demostrarse usando la

definiciéon de inversa de Moore-Penrose. [ |

Utilizando la descomposicion en valores singulares de la matriz A y las propieda-
des (g) y (h) de la proposicion anterior es posible hallar la inversa de Moore-Penrose

Al

Teorema 1.4 Sea A € C"*". Entonces existen dos matrices unitarias U € C™*™

y V € C™" y una matriz diagonal 2 = diag(oy, 09, ...,0,) tales que
> O .
A=U vV, (1.1)
O O
siendo o1 > 09 > ... > 0, > 0. Esta factorizacion se llama descomposicion en
valores singulares de A, siendo los nimeros 01,09, ...,0, los valores singulares

de A y donde r =rg(A).

Demostracion. Como A*A es una matriz hermitica, entonces A*A es diagonaliza-
ble mediante una matriz unitaria V', es decir existe una base B = {x1,29,...,2,}

formada por vectores propios de A*A de manera tal que

1, i=7
(i, ;) = xja; =05 = ’
0, ©# 7.
Luego, si A, Ao, ..., A, son los valores propios de A*A se tiene que

A*Al’l = )\il’i, 1= 1,2,...,71,.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 13

Es posible definir entonces la matriz:
V= [wl To ... Tp

Por otro lado, por ser A*A una matriz hermitica se tiene que todos sus valores
propios son reales, i.e.: \; € R, ¢ = 1,2,...,n. Por tanto, para cada+=1,2,....,n

resulta que:

Es posible suponer que

Mz 2> a=...=A,=0
Se define:
g; i= )\iy 1= 17 27 7l
e
1 .
Yy = —Ax;, i=1,2,...,1L
0
Entonces para cada ¢ = 1,2, ...,[ resulta que:

(Wi vi) = vy = —(An)" —(An;) = 07 A" Az, = 0__i2||Axi||2 =y Ah=1

JZ UZ 0-1 7

y para j # i se tiene que:

1 1 1 1
<yj Y > y]y O_j( ]) Ui( ) Ujai ]( ) O-jo-i J
Por lo tanto, {y1,¥2,..., ¥} es un conjunto ortogonal de vectores de C"™*1,
En particular, como el conjunto {yi, ya, ...,y } es linealmente independiente, por

el teorema de la base incompleta es posible extenderlos a una base de C™*!
B = {1, Y2 Y Yiats s Ym )
que ademés, por el procedimiento de Gram-Schmidt, pueden elegirse tales que:
1, 1=
0, i#J

paratodoi=1,2,...,m, y paratodo 7 =1,2,...,m.

<yz’ayj> = 5ij =

Con estos vectores es posible definir la matriz

U=y vy ... ym]’

Faltan comprobar dos hechos:

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 14

X 0
(a) UAV = o 0 donde ¥ = diag(oy,09,...,0,) y

(b) I =r(=1g(A)).

En efecto. Primero se prueba (a).

vy yiAz,  yiAze ... yiAx,
5 s Ax sAxy ... yyAx,
U*AV _ y.Q A T Ty ... T, _ Ya . 1 Ya ' 2 Yo ‘
| Y | |y ATy oy Aze oy Ay,
Si se llama X1 a esta ultima matriz, como Az; = o;y; para i = 1,2,...,[, se tiene
que:
y; Ax; = yjow; = oiyjyi = 00 = .
0 j#i
para todo 7 =1,2,...,m.
Ademaés, como se ha visto en (1.2) \; = ||Ax;||*> con lo que se tiene que \; = 0 si

y s6lo si Ax; = 0 y esto ocurre parat=1+1,...,n.
Se concluye que para ¢ = [+ 1,...,n y para todo j = 1,2,...,m es y; Az, =
y;0 = 0, y finalmente

X 0
21 = € men.
O O

Para demostrar la parte (b) se usara (a) y el hecho que el rango es invariante por

matrices invertibles. En efecto, si
A=UxV",
siendo U y V matrices unitarias (y por lo tanto invertibles) se tiene que
r=rg(A) =rg(UX, V") =rg(¥) =1,

como se queria demostrar. |

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 15

Ejemplo 1.6 Una descomposiciéon en valores singulares de la matriz

1 -1 0
A=]0 10
100
€es:
% 0| V3 00 5 -5 0
A= | —% & |-% 0 10| |5 H o
L&l sl Loojo] [ o o1]
U 1 %

El siguiente resultado muestra una manera de calcular la inversa de Moore-

Penrose de una matriz A a partir de su descomposicion en valores singulares.

Teorema 1.5 Para una descomposicion en valores singulares A = UX,V* de la

matriz A € C"*", se tiene que su inversa de Moore-Penrose estd dada por
At = vxivs,

stendo

NG, 11 1
EI: ,conZT:diag(—,—,...,—).
O O ) Or
Demostracion. Por la propiedad (h) de la proposicion 1.1 se tiene que A = UL, V'*
implica AT = (UX,V*)! = VEIU*. La forma de la matriz X! se obtiene de la pro-

piedad (g) de la misma proposicion. |

Ejemplo 1.7 Usando la descomposiciéon en valores singulares de la matriz A dada

en el ejemplo 1.6, el teorema 1.5 indica que la inversa de Moore-Penrose de A es:

- 9 .
0 LOO %_
V3

O .

0

Sl =5l

1 010 _i _
~ - v d N \/g )
1% =i e

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 16

11 2
_ ! 1 21
= 3| -

000

1.2. Inversa de Moore-Penrose ponderada

Para finalizar, se realizara una extension de la inversa de Moore-Penrose al caso
ponderado.

Para ello, a lo largo de esta seccion se asumird que M € C™*™ y N € C"*"
son dos matrices hermiticas definidas positivas donde M2 y N'/2 representan sus

respectivas raices cuadradas.

Definicion 1.7 Sean M € C™™ y N € C"" dos matrices hermiticas definidas
positivas y sea A € C™*™. Una matriz X € C™™ se llama la tnversa de Moore-

Penrose de A ponderada por las matrices M y N si cumple:
(1) AXA=A,

(2) XAX =X,

(3) (MAX)* = MAX, es decir MAX es hermitica,

(4) (NXA)*=NXA, es decir NXA es hermitica.

Dadas las matrices A, M y N y una soluciéon X, se construyen las matrices
A= MV2AN? y X =NV2xM2

A continuacién se demuestra que X es una soluciéon simultédnea para las cuatro
ecuaciones matriciales de la Definicion 1.7 si y sélo si X es una solucién simultdnea
para las cuatro ecuaciones matriciales de la Definiciéon de inversa de Moore-Penrose
de A. En efecto,

(1) AXA =A< (M'2ANTYV2)(NV2ZX M) (MV2AN—/?) =

MYV2ZAN=Y2 = AXA = A,

(2) XAX = X <= (NY2XM2)(MY2AN=2)(NV2XM~1/?) =

NYV2XM-1/? e XAX = X.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 1. 17

(3) (MAX)* = MAX <= [MY2(MY2AN=V2)(NY2X M~YV2) M2 =
M1/2(Ml/QAN*1/2)(N1/2XM*1/2)M1/2 — [M1/2;L§5M1/2]* _
MY2AXM'? = (AX)* = AX, pues M'/2 es hermitica.

(4) (NXA)* = NXA < [NYV2(NV2XMV2)(MV2ZANTV2) N2 =
N1/2(N1/2XM—1/2)(Ml/zAN—1/2>N1/2 — [N1/2)"5AVN1/2]* _
NY2X ANY? = (XA)* = XA, pues N¥/2 es hermitica.

Es sabido que existe una tnica X tal que X = ;ﬁ, es decir X coincide con
la inversa de Moore-Penrose de A !. Entonces la existencia y unicidad conocida
para la inversa de Moore-Penrose Xde A implica la existencia y unicidad para la
inversa de Moore-Penrose X de A ponderada por M y N. Se denotaré entonces, sin
ambigiiedad, X = Afawy),

Luego, ademas de haber probado que siempre existe una tnica matriz X en las

condiciones de la Definicién 1.7 se tiene la siguiente representacion para AT.v:

X =Al — NV2XM V2= (MVPANT?)f
= X =N'PMPANT)M

Asi se tiene que

Aty — N—l/Q(Ml/QAN—l/Q)TMI/Q '

Se sabe que cuando se resuelve de manera aproximada por minimos cuadrados

un sistema de ecuaciones lineales (inconsistente) del tipo
Ax =1 con AeCm™m y beC™,

el vector x € C™*! de norma 2 minima que minimiza la expresion ||Ax — bl|, esté

dado por x = A'b.

Teorema 1.6 (Penrose) Sean A € C™*" y X € C"™™. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) Para cada b € C™, de entre todas las soluciones en minimos cuadrados de

Az = b, el vector Xb es la inica solucion con minima norma.

'No debe confundirse la expresién At que podria escribirse como (A)Jr con Af.
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(b) X = Al.

Ahora, si en lugar de usar la norma 2, se consideran las normas inducidas por

las matrices M y N:
|z||3; = *Mz, para todo x € C™*!,

|z||3 = 2*Nwz, para todo x € C™*,

una generalizacion del problema anterior consiste en resolver de manera aproximada
por minimos cuadrados un sistema de ecuaciones lineales (inconsistente) del tipo
Ax =b, con A € C™" b c C™!, considerando que el residuo Az — b esta afectado
por distintos pesos dados por la matriz M y de modo que x tenga norma minima
ponderada de acuerdo a los pesos dados por la matriz N. Es decir, se debe minimizar
la expresion

|Az — b2, = (Az — b)*M(Az — b)

encontrando z tal que ||z]|% = =* Nz tome el valor méas pequetio posible.

Teorema 1.7 Sean A € C™*" y X € C"™. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(a) Para cada b € C™, de entre todas las soluciones en minimos cuadrados (con
respecto a la norma inducida por M) de Az = b, el vector Xb es la unica

solucion con norma inducida por N minima.
(b) X = Atau,ny
Demostracion. El cambio de variables
A= MPANT2 =M v  T=N"
permite reescribir

|Az — b2, = (Az —b)*M(Az —b)
= (Az — b)*(Ml/Q)*Ml/Q(Ax —b)
= [MY?(Az —b)]*MY?(Ax —b)
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= M — MR
= NMYANT) (N ) — MY

= [lAZ - b3
y
=]y = «"Nz
_ $*(N1/2>*N1/2ZE
_ [NI/QI']*Nl/2LU
= N3
= |1Z3-
Del Teorema 1.6 se tiene que para cada b € C™, de entre todas las solu-
ciones en minimos cuadrados de A7 = E, el vector 7 = Afh es la tnica solu-

cién con minima norma, con lo que N2z = (MY2AN=Y2)1M1/2b, es decir, z =

N=Y2(MYV2ANV2IMY2h = Alonm)p termina la demostracion. [

A continuacién se dan algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose pon-
derada. Se debe tener en cuenta que la ortogonalidad debe ser considerada en funcion
del producto escalar utilizado en cada caso (euclideo, inducido por M o inducido
por N) y que se define la matriz traspuesta conjugada de A ponderada con
respecto a M y N como

A®oen) = NTTA* M.

Lema 1.1 Sean A € C™" y S,,, S, subespacios de C™ y C", respectivamente.

Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(a) R(AATMN) = R(A) y N(AAT1M) = N(AP@n),
(b) R(ATarm A) = R(APn) ¢ N(ATorm A) = N(A).
(c) Stv = M=YV2(MYV2S, )¢ y Sy = N=V2(N1/28,)L.

(d) N(A®m) = (R(A))1w,
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(€) R(A®Um) = (N(A))-r.
(f) AATN) es un proyector M-ortogonal sobre el espacio R(A) a lo largo del
espacio N(A®GLN)),
(g) ATrM A es un proyector N-ortogonal sobre el espacio R(A*™™) q lo largo
del espacio N(A).
(h) C™ = MY2R(A) @t MY2N(A®0LN)
= M'72R(A) @+ M~1V2N(A").

i) C* = N2R(A%0em) @t N/2N(A)
= N7V2R(A*) @t NYV2N(A).

() R(ATom) = R(AT00 A) = RNTIAY) g
R((Al0)*) = R((AATow0)) = R(MA).

Demostracion. Las demostraciones siguen de las definiciones.
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1.3. Ejercicios

(1)

Calcular la inversa de Moore-Penrose de las matrices

11 -1
11

A= y B = 2 0 =2
0 0

-1 1 1

mediante

(a) una factorizaciéon de rango completo.

(b) una descomposicion en valores singulares.
Demostrar que si A € C"*" es hermitica e idempotente entonces A" = A.

Demostrar que si D = diag(dy, ..., d,) € C"" entonces DT = diag(di, o db)
donde
: 1/d; d; #0 ‘

Encontrar un ejemplo que muestre que, en general, no se cumple que
Si B = SAS~! entonces Bt = SATS™!.

Demostrar que si B = UAV con U,V € C™" unitarias y A € C™*" entonces
Bt = V*ATU*.

Dada la matriz A € C"*™ de rango r > 0, se considera una descomposicion de

Hartwig-Spindelbock de la forma

YK YL
A=W W=, (1.3)

O O
donde W € C"*™ es una matriz unitaria, ¥ = diag(oy, 09, ..., 0,) € R™*" es una
matriz diagonal con o7 > g9 > ... > 0, > 0 y las dos matrices K € C"™*" y

L € C*("=") son tales que KK* + LL* = I,. Se pide:

(a) Probar que
K>t O
Al =w w*.
L1t 0
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(b) Probar de dos formas diferentes que AA" y ATA son proyectores ortogonales

(es decir, son matrices hermiticas e idempotentes).

(c) Una matriz A € C™" derango r > 0 se llama E P si cumple que AAT = ATA.
Se denota por @+ la suma directa ortogonal.
Demostrar que:

(1) Aes EP siy solo si existe una matriz unitaria U € C"*" y una matriz

invertible C' € C™" tales que

(11) Si A es E'P entonces N(A) = N(A*).
(111) Si A es EP entonces R(A) = R(A").
(1v) Aes EP siy solosi C" = R(A) &+ N(A).
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Ordenes parciales matriciales

En la literatura se pueden encontrar varias relaciones de orden parcial o de preor-
den definidas a partir de alguna inversa generalizada. Se recuerda que un preorden
sobre un conjunto no vacio es una relaciéon binaria que es reflexiva y transitiva. Si
ademas esta relacion cumple la propiedad de antisimetria entonces se denomina rela-
cién de orden parcial. En este capitulo se trabajara con el pre-orden espacio definido
sobre el conjunto de matrices rectangulares y los 6rdenes parciales menos y estrella
definidos en el mismo conjunto.

En la primera seccion se presentaré el preorden espacio y se estudiaran algunas
propiedades del mismo que involucran inversas generalizadas. Esta relaciéon binaria
se considera la base de todas las relaciones de 6rdenes parciales siguientes, ya que
adicionando algunas condiciones a su definicién se puede transformar en una relacion
de orden parcial. El nombre de este preorden se debe a que en su definicién se
involucran los espacios imagen y niicleo de una matriz.

En las secciones siguientes se estudiara el orden parcial menos en el conjunto de
matrices rectangulares y luego, sobre el mismo conjunto, se trabajara con el orden

parcial estrella.

2.1. El preorden espacio

Se recuerda que R(A) denota el espacio imagen de la matriz A € C™*".

23
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Definicion 2.1 Sean A, B € C™*". Se define la relacion binaria

A<B =  RA)CRB) y RA")CRB).

Lema 2.1 =° define un preorden sobre C™*™.

Demostraciéon. Es inmediata de la definicion. [ ]

El preorden <* se llama preorden espacio puesto que involucra el espacio
imagen de matrices en la condicion R(A) C R(B) y el espacio nticleo en la condiciéon

R(A*) C R(B*) por ser equivalente a N(B) C N(A).

Ejemplo 2.1
1 2 11 10 10
i : pd :
0 0 0 0 0 1 0 0
10 10 10 10
=° Y =°
01 0 2 0 0 0 2

Ejemplo 2.2 Sean A = diag(ai,...,a,) y B = diag(by,...,b,) dos matrices a
coeficientes complejos. Entonces A =°* B si y solo si b; # 0 cuando a; # 0, i =

1,...,n.

Ejemplo 2.3 Sean A, B € C™*" dos matrices (hermiticas) definidas no negativas.
Entonces

A=*A+B y B <x* A+ B.

Recordar que G;(A) denota el conjunto de todas las {1}-inversas de A.

Proposicion 2.1 Sean A, B € C"™*". Entonces las siquientes condiciones son equi-

valentes.
(a) A=*B.
(b) A= BB~ A= AB™ B para toda B~ € G1(A).

(¢c) A= BB~ A= AB™ B para alguna B~ € G;(A).
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Demostracion. (a) = (b) Suponiendo que A =° B se tiene que R(A) C R(B) y
R(A*) C R(B*). De la primera inclusion se deduce que A = BX para alguna matriz

X (véase ejercicio 1). Multiplicando a izquierda por BB~ se tiene
BB™A=BB BX = BX = A, para toda B~ € G (A).

De manera semejante, de R(A*) C R(B*) se deduce que existe una matriz Y tal que

A* = B*Y, es decir A = Y*B. Multiplicando a derecha por B~ B se tiene
AB"B=Y*"BB " B=Y"B = A, para toda B~ € Gi(A),

con lo que se prueba (b).
(b) = (c) Es inmediata.
(¢c) = (a) Si existe una matriz B~ € Gy(A) tal que A = BB~A = AB™B

entonces
R(A) = R(BB~A) C R(B)
y
R(A") = R((AB™B)") = R((B*(B™)"A") € R(B").
Por lo tanto, A <° B. |

Nota 2.1 Si A, B € C"™*™ son tales que A <* B entonces rg(A) < rg(B) (véase

ejercicio 2).

Lema 2.2 Sean A,B € C™*". Si A <% B entonces PAQ =* PBQ para todo par
de matrices invertibles P € C™*™ y Q) € C™*™.

Demostracion. Se demuestra usando propiedades del espacio imagen de una ma-

triz (véase ejercicio 3). |

Es claro que:

= Si A=<°0 entonces A= 0.

s O =<° B para toda matriz B.
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Teorema 2.1 Sean A, B € C"™*" con rg(A) = a yrg(B) =b. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes.
(a) A =°B.

(b) Si (B1, Bs) es una factorizacion de rango completo de B entonces A = B1T By

para alguna matriz T € CP*P.
(c) Si (A1, As) es una factorizacion de rango completo de A se tiene que:

» Sia="0b entonces B = A;RA, para alguna matriz invertible R € C®*°.
» Sia < b entonces existen matrices E € C™*t=%) ¢ F ¢ Cl=9)*" 4 yng
matriz invertible R € C**? tales que

] v |

tienen rango completo y

para alguna matriz invertible R € CP*b.

Demostracion. Si B = O, por la observacion anterior, A = O y corresponde a un
caso irrelevante. Sea entonces B # O.

(a) = (b) El resultado es evidente para A = O (tomando 7' = O). Sea entonces
A # Oy sea (Ay, Ay) una factorizacion de rango completo de A, es decir, A = A; Ay
con A; € C™*4 Ay € C¥" y rg(A;) = rg(As) = a. Sea B = BBy con B; € C™*,
By € C™" y 1g(B;) = 1g(By) = 0.

Como A =* B entonces R(A) C R(B) y R(A*) C R(B*). Luego,

R(A) = R(A142) C R(Ay)

y por ser rg(A;) = a se tiene que R(A) = R(A;). Del mismo modo, R(B) = R(By).
Ademas, de
R(A)) = R(A) € R(B) = R(B,)

se tiene que existe una matriz 7 € C**¢ tal que A; = B Tj.
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También, por ser (A%, A}) una factorizacion de rango completo de A* y (B3, BY)

una factorizacion de rango completo de B*, se obtiene
R(A) =R(43) vy R(BY) =R(B)).
Asi, de
R(A3) = R(A") € R(B") = R(B3)

se tiene que existe una matriz Ty € C**® tal que A; = B3Ty. Por lo tanto, Ay = T B,

y
A= A1Ay = B(T'T) By,

lo que prueba (b) tomando T' = T} Ty € C*®,
(b) = (a) El resultado es evidente para A = O. Sea entonces A # O. Sea
(B1, B2) una factorizacion (fija) de rango completo de B. Por (b), A = BT B, para

alguna matriz T € C**?. Luego,
R(A) = R(B1TB;) C R(By) = R(B).
De forma anéaloga,
R(A*) = R(B;T*B}) C R(B3) = R(B").

Se tiene entonces que A <° B.

(a) = (c) La condicion (c) carece de sentido para el caso A = O. Sea entonces
A # O. Se supone que A <* By sean (A, As) una factorizacion (fija) de rango
completo de A y (Bj, Bs) una factorizacion de rango completo de B que se debera

determinar. Como antes,
R(A) = R(A1), R(A") = R(A3), R(B) =R(B1) y R(B") = R(B;).

De R(A) C R(B) se tiene R(A;) C R(By), de donde A; = BT para alguna
matriz 7 € C@. También, de R(A*) C R(B*) se tiene R(A3) C R(B3), de donde

Ay = Ty B, para alguna matriz T, € C***. Ahora se analizan dos situaciones:
» a =0b. En este caso, rg(A4;) = rg(As) =rg(By) =rg(Bs) y

a=rg(A) =rg(BT1) <rg(Ty) < a,
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de donde T3 es invertible. De forma similar, 75 es invertible. Por lo tanto,
B = BBy = A\T ' Ty Ay,
con lo que B = A;RA, para la matriz invertible R = T 'T, ' € C**°,
» g < b. En este caso, como A <* B, se tiene que R(A) C R(B) y existe alguna

columna de B que no es combinacion lineal de las columnas de A.

Como R(A) = R(A,), existe una matriz £ € C™ (=% (con rango columna

completo) tal que las columnas de [ A, E } forman una base de R(B).

Como R(A*) = R(A3), existe una matriz F* € C"*(*~% (con rango columna

completo) tal que las columnas de [ A F* } forman una base de R(B*), es

A
decir, F' tiene rango completo por filas y las filas de ? | forman una base
F

del espacio fila de B.

Por ser

R(B) =RB) =R ([ 4 E]).
se puede escribir By = [ A FE } Ry, para alguna matriz invertible R, € C"*?.

Anélogamente, de

R(| 45 F|) =R(B) =R(B))

se puede escribir By = Ry ° , para alguna matriz invertible R, € C**?.
F
Por lo tanto,

A
B:BlBgz[Al E}RlRQ I

y se obtiene la representacion buscada tomando la matriz invertible R =

RiR, € Cb*b,

(¢c) = (a) De nuevo, la condicion (c) carece de sentido para el caso A = O.
Sea entonces A # O y sea (Aj, Ay) una factorizacion (fija) de rango completo de A.

Entonces A = A1 Ay con A, Ay y Ay de rango a y R(A) = R(4,). Por (c),
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= si @ = b entonces B = A;RA, para alguna matriz invertible R € C**%. En
este caso, R(B) C R(A;) = R(A) y de a = b se tiene R(B) = R(A). También,
R(B*) = R(A;R*A}) C R(A%) = R(A*) y por tanto R(B*) = R(A*) dado que
a=">. Se llega a A <* B.

» si a < b entonces

B:[A1 E]R o

donde las matrices por bloques tienen rango completo. En este caso, R(A) =
R(A;)) CR ([ A, FE ]) = R(B) (;Por qué es vilida la ultima igualdad?). De
forma similar, R(A*) = R(A%) C R <[ A F* D = R(B*). De nuevo, se llega
a A= B.

Corolario 2.1 Sean A, B € C™*™ con rg(A) = a y rg(B) = b > 0. Las siguientes

condiciones son equivalentes.
(a) A=°B.
(b) Si existen matrices invertibles Pg € C™™ y Qp € C™" tales que

I, O

B = Pp QB
O O
entonces
Ty, O
A=Pgp QB
O O

para alguna matriz Ty € CP*P.

(c) Si

I, O O
A=Py| O Opy O | Qa
O O O
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para matrices invertibles Py € C™*™ y Q4 € C™™ entonces si b > a se tiene

que

Tz O
B =Py Qa
O O

para alguna matriz invertible Ty € CP¥°.

Demostracion. Es un ejercicio sencillo. |

2.2. El orden parcial menos

Sean A, B € C"™*". Puesto que B = A+ (B — A), se cumple que
rg(B) =rg(A+ (B — A)) <rg(A) +rg(B - A),
con lo que siempre es valida la desigualdad
rg(B — A) > rg(B) —1g(4).
La cuestion a estudiar en esta seccion es cuando se verifica la igualdad.

Nota 2.2 Si A € C™*™ tiene rango completo por columnas entonces admite inversa
a izquierda y si tiene rango completo por filas admite inversa a derecha. (Sirg(A) =
n, basta probar que A*A es invertible y usar (A*A)"*A* como candidata a inversa

a izquierda.)

Lema 2.3 Sean A, B € C™*" dos matrices no nulas. Las siguientes condiciones

son equivalentes.

(a) AC™ B es invariante bajo la eleccion de C~ € G1(C), es decir, de la {1}-inversa
C~ deC.

(b) R(B) € R(C) y R(A") C R(C").

Demostracion. (a) = (b) Por hipotesis se supone que el producto AC~B es
invariante bajo la eleccion de la {1}-inversa C'~ de C. Ahora se supone, por el

absurdo, que R(B) € R(C'). Entonces para cualquier {1}-inversa C~ de C, la matriz

D:=(I-CC7)B+O0,
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pues si fuese D = O seria R(B) C N(I — CC~) = R(CC~) C R(C), y esto es una
contradiccion.

Fijando una matriz C~, se tiene que D (que depende C'~) también esté fija. Sean
(A1, As) v (Dy, Dy) factorizaciones de rango completo de A y de D, respectivamente
y sea

= = O + (A) (D) D(I - CC")
donde (A3)P) es una inversa a derecha de Ay y (D;)?) es una inversa a izquierda

de D;. Entonces C= es una {1}-inversa de C' (verificarlo) y

AC™B = AC™B + A(Ay)P)(D) D (I —CC™)B = AC™ B + A, D,.
—
Como A; admite inversa a izquierda, se tiene que A; Dy # O (comprobarlo), lo que
lleva a una contradiccion (;por qué?). Por lo tanto, R(B) C R(C). De forma anéloga
se prueba que R(A*) C R(C*).
(b) = (a) De R(B) C R(C) se tiene que B = C'X para alguna matriz X y de

R(A*) C R(C*) que A =Y C para alguna matriz Y. Luego,
ACTB=YCC CX =YCX,

para cualquier eleccion de la {1}-inversa C~ de C. [

Antes de proceder con caracterizaciones del orden parcial menos, serdn de utili-

dad los siguientes resultados.

Proposicion 2.2 Sean A, B € C™*" y sea B~ € G1(B) una {1}-inversa fija de B
tal que BB~A = AB~B = AB~ A = A. Entonces existe una {1,2}-inversa B~ de
B tal que BB=A=AB=B=AB~A=A.

Demostracion. Por hipotesisy BB~A = AB~B = AB~A = A para B~ € G;(B).
Sea B~ := B~ BB~. Es facil probar que

BB~B =B y B~BB~ = B~,

y ademas que

BB™A=AB"B=AB A=A
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Proposicion 2.3 Sean A, B € C"™*" y sea A~ € G1(A) una {1}-inversa fija de A
tal que AA~B = BA~A = A. Entonces existe una {1,2}-inversa A~ de A tal que
AA=B = BA=A = A.

Demostracion. Es similar a la de la Proposicion 2.2. |

Teorema 2.2 Sean A, B € C™*" dos matrices distintas no nulas de rangos a y b,

respectivamente. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 1g(B) = rg(A) +1g(B - A).

(b) S1(B) € G1(A).

(¢) R(A)NR(B = A) = {0} y R(A") NR((B - A)7) = {0}.

(d) BB-A=AB B = AB~ A= A para toda B~ € G1(B).

(e) existe una matriz A~ € G1(A) tal que A—A=A"B y AA~ = BA™.
(f) existe una matriz A~ € G1(A) tal que AA-B=BA-A=A.

(9) Ezisten matrices invertibles P € C™*™ y ) € C**™ tales que

I, O O O
O O OY

para alguna matriz Y € Cm—a)x(n-a),

Demostracion. Al ser A, B € C"™*" dos matrices distintas no nulas se evitan los
casos triviales (pero en estos casos también es cierto el resultado).
Sean (Ay, As) v (D1, D2) dos factorizaciones de rango completo de A y de la

diferencia B — A, respectivamente. Es conocido que:
R(A) = R(A) y R(B—A) =R(Dy). (2.1)
Asi, si d denota el rango de B — A, se tiene que

A
B:A+(B—A):A1A2+D1D2:[A1 Dl} D2 (2.2)
2
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con

[ Al D, ] e me(a+d) y A2 c C(a-i—d)xn‘
D,

(a) = (b) y (d) Si se supone que rg(B) =rg(A) +rg(B — A) = a + d, se tiene

que (2.2) es una factorizacion de rango completo de B puesto que

A
a+d=rg(B)=r1g |:A1 Dl] i Srg([z‘h D1]>§a—|—d,
2
y de forma semejante
Ay
rg =a+d.
D

Por otro lado es conocido que BB~ B = B para cualquier B~ € G;(B). Luego,

Ay _ Ay Ay
|:A1 D1:| B|:A1 D1] :[A1 D1:|
D2 D2 D2
L o A L
Puesto que [ A, D } admite inversa a izquierda y b admite inversa a de-
2

recha, la igualdad anterior se puede simplificar, quedando

Ay

D, B_[Al Dl]: atd

y, multiplicando por bloques,

AQB_Al AQB_Dl 1, @]
DgBiAl DsB~ D, O Iy

e igualando se tiene
AsB™ Ay = 1, AsB™ Dy = O, DB~ A; = O, DyB™ Dy = 1.
Multiplicando la primera igualdad a izquierda por A; y a derecha por A, se llega a
AB A= A1AB  AjAy = A1Ay = A,

es decir B~ € G;(A), que es (b). Procediendo de la misma forma con las otras

igualdades se llega a:

AB (B—A)=0, (B-AB A=0, (B—AB (B—A) =DB-A.
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Operando se llega a las tres igualdades de (d).

(b) = (c) Por hipoétesis, para cada B~ € Gi(B) se tiene que AB~A = A, es
decir AB™ A es invariante para cualquier eleccion de B~ € G;(B). Del Lema 2.3
se deduce que R(A) C R(B) y R(A*) C R(B*). Se tiene entonces garantizada la

existencia de una matriz X tal que A = X B. Asi,
AB"B=XBB B=XB=A.

Se debe probar que R(A) NR(B — A) = {0}. Sea y € R(A) N R(B — A). Entonces

y = Az = (B — A)z para algunos vectores z y z. Entonces
y=Ar=AB (Az) = AB (B— A)z=AB Bz — AB Az = Az — Az =0.

De forma similar se prueba que R(A*) NR((B — A)*) = {0}.

(d) = (b) Es inmediato.

(d) = (e) Por hipotesis, para cada B~ € G1(B) se tiene que BB~ A = AB™B =
AB~A = A.

Como A~ := B~ AB~ también es una {l}-inversa de A (comprobarlo), de
AB~ (B — A) = O se cumple que

A~ (B—A) =B AB~(B - A) =0,

es decir, A—A = A" B con A~ € G1(A). Similarmente, de (B — A)B~A = O se llega
a

(B— A)A~ = (B— A)B"AB™ =0,

es decir, AA~ = BA~. Por lo tanto, se ha demostrado (e).

(e) = (f) Es inmediato.

(f) = (e) Sea A~ € G;(A) una matriz tal que AA"B = BAA = A. La
Proposicion 2.3 asegura que existe una {1,2}-inversa A= de A tal que AA=B =
BA=A = A. Luego, multiplicando AA=B = A a izquierda por A~ se tiene A=A =
A=B y multiplicando a derecha BA=A = A por A~ se llega a AA= = BA~=. Luego,
se cumple (e).

(f) = (c) Seay € R(A)NR(B— A). Entonces y = Az = (B — A)z para algunos
vectores x y z. Sea A~ € A{1} una matriz fija tal que AA~B = BA~A = A. Luego,

y=Ar=AA"(Ax) = AA " (B—A)z=AA Bz — AA Az =Az— Az =0,
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de donde se tiene que R(A) NR(B — A) = {0}. De forma semejante se demuestra
que R(A*)NR((B — A)*) = {0}.
(¢c) = (g) Siempre es posible (;jpor qué?) considerar una factorizacion de la
matriz A € C™*" de rango a > 0 dada por su forma normal de rango a partir de
I, O
A= PA QAv
0O O
donde P4 € C™™ v Q4 € C™ ™ son invertibles.
Sea B — A = PyZQ4, con Z a determinar. Es claro que las condiciones de la

hipotesis pueden reescribirse como (comprobarlo):

R(A)NR(B — A) = {0} < R é“ g NR(Z)=1{0}  (23)
y que
I, O
RAIOR(B=A) = {0} = | | * | JNRE) =} (24

Ahora se considera una factorizacion de rango completo de la matriz Z, de rango
z > 0, dada por
Zn

Z:ZlZgz |:Zgl ZQQi|7
Z12

donde las particiones se realizan de acuerdo a los tamanos de (2.3) y (2.4), es decir

con

le c Caxz’ 212 c C(m—a)xz, Z21 c Q7xe y Z22 c sz(n—a).

A
En esta situacion se tiene que R(Z) = R H
212
Ahora se probarda que rg(Zi2) = z. En efecto, si fuese rg(Z13) < 2z, como

dim(N(Z12)) + dim(R(Z12)) = z, se tendria que N(Z12) # {0}. Sea entonces x # 0
tal que Z5x = 0. Luego,
Zn Z1x Z1x I, O

x = — € R NR(Z) = {0}.
AP VALY 0 O O
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Por lo tanto, Z1x = 0 con lo que Zix = 0 para algin z # 0. Esto implica que
N(Zy) # {0} lo que contradice que rg(Z;) = z por el teorema de la dimension. Se

ha probado entonces que rg(Z2) = z.

: 11 .
Observando ahora que tanto la matriz € C™** como la submatriz 29

Z12
tienen rango z, las filas de Z;; deben ser combinacion lineal de las filas de Z5. Luego,

debe existir una matriz M tal que Z1; = M Zs.

De forma semejante se demuestra que Zy; = Zos N para alguna matriz N. Luego,

Z = leQ

B Zi [Z P }

= 21 22
Z12
MZy,

= [222]\7 Z22i|
Zi2

- MZy3Z99N M Z13Z5
AT ACYES

Para eliminar las dependencias lineales en los bloques fila y columna de Z y llegar
asi a la forma canodnica requerida es necesario utilizar matrices elementales por filas
y columnas. Considerando para ello

I, M I, O

P:= P, y Q= Qa
o 1 N I

es facil comprobar (hacerlo como ejercicio) que

I, O O O
A=P QO 'y B-A=P 0.
O O OY
(g) = (a) Si
I, O O O
O O OY

con P e C™™ y ) € C™" invertibles se tiene que

rg(A) =rg(l,) = a y rg(B — A) =1g(Y).
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Como
I, O
B=A+(B—-A)=P Q,
OY
entonces rg(B) = a +rg(Y) =rg(A) + rg(B — A). |

Definicién 2.2 Sean A, B € C™*". Se dice que A <~ B si existe una {1}-inversa
A~ de A tal que
ATA=AB Y AA” = BA™.

Es evidente que cualquiera de las condiciones del Teorema 2.2 sirve para realizar la

definicion anterior por ser todas ellas equivalentes.

Ejemplo 2.4 Es fdacil comprobar que A <~ B para las matrices

1 10 1 10
A=100 0 Yy B=10 00
0 00 0 01

utilizando todas las condiciones equivalentes del teorema que las caracteriza.

Se recuerda que un orden parcial sobre un conjunto (no vacio) es una relaciéon

binaria que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Teorema 2.3 La relacion binaria <~ define un orden parcial sobre C™*".

Demostracion. La reflexividad es una consecuencia directa de la condicion (a) del
Teorema 2.2 (que, como se ha indicado, es trivialmente valido para matrices A y B
iguales).

Para probar la antisimetria se supone que A <~ By que B <~ A para dos

matrices A, B € C™*". Por la condicion (a) del Teorema 2.2 se tiene que

rg(B) = 1g(A) +rg(B — A) > rg(A)

rg(A) = rg(B) +rg(A — B) > rg(B).

Luego, rg(A) = rg(B) con lo que rg(A — B) = 0, es decir, A = B.
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La transitividad es una consecuencia directa de la condicion (b) del Teorema 2.2.

El orden parcial definido por la relacién binaria <~ se denomina orden parcial

menos.

2.3. El orden parcial estrella

Si en la definicion de orden parcial menos, en lugar de utilizar una {1}-inversa
generalizada de A, se utiliza su inversa de Moore-Penrose, es posible considerar otra
relacion binaria. Sin embargo, por cuestiones de sencillez en las demostraciones, se

dara la siguiente definicion.
Definicion 2.3 Sean A, B € C™*". Se define la relacion binaria
A<*'B — A*A=A"B Yy AA* = BA*.

Ejemplo 2.5 FEs fdcil comprobar que A <* B para las matrices

1 10 1 10
A=100 0 Yy B=10 00
000 0 01

Lema 2.4 Sean A,B € C™*". Si A <* B entonces UAV <* UBV para todo par

de matrices unitarias U € C™™ y V e C**".

Demostracion. Comprobarlo. |

Lema 2.5 Sea A € C™ ", Entonces:
(a) R(AT) = R(A").
(b) N(AT) = N(A*).

Demostracion. Se deduce utilizando las propiedades (d) y (f) de la inversa de

Moore-Penrose demostradas en la Proposicion 1.1. |
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El siguiente resultado da caracterizaciones para la relacion binaria <*. En parte

de la demostracion se utiliza la siguiente propiedad:

AB=0 <«  R(B)CN(A),

para cualquier par de matrices A € C™*" y B € C™"*P,

Teorema 2.4 Sean A, B € C™*". Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

(a) A<*B.

(b) AtA = ATB y AAt = BAT.

(c) R(A) L R(B— A) y R(A*) L R((B — A)*).

(d) Ezisten matrices unitarias U € C™™ y V € C™" tales que

D, O O D, O O
A=U| O O 0|V Yy B=U| O Dy, OV,
O O O O O O

donde D, € C**® y D,_, € CO=9xt=9) 5o matrices diagonales definidas posi-

tivas.
Demostracion. (a) <= (b) Se cumple que A*A = A*B y AA* = BA* si y sblo si
A(B—A)=0 y (B—A)A*=0.
Aplicando el Lema 2.5 se tiene que

A*(B—A) =0 +=RB-A) CNA)=NAN <= AT (B-A4)=0

(B—A)A* =0 <= R(A") = R(A") CN(B - A) <= (B - A)A" = 0.

Por lo tanto, A*A = A*By AA* = BA* es equivalente a ATA = ATB y AAT = BAT.
(a) <= (c) Se deduce de la propiedad M*N = O <= R(M) L R(N) .
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(a) = (d) Si A*A = A*By AA* = BA* es claro que A*B y BA* son matrices
hermiticas y definidas no negativas. Por el teorema 3 del Apéndice, existen matrices

unitarias U; € C™*™ y V; € C™*" tales que
A= U1D1‘/1 y B = U1D2‘/1

donde D; y Dy son matrices diagonales con elementos no negativos en la diagonal
(es decir, Dy y Dy so6lo tienen elementos no nulos en algunas de sus posiciones (i, 7)
aunque no son necesariamente matrices cuadradas). Por el Lema 2.4, Dy <* D,. Es
posible demostrar (véanse ejercicios) que existen dos matrices unitarias U € C™*™

y V € C™*" tales que
A=UD3V y B=UDJV

donde D3 = diag(D,,0,0) y D, = diag(D,, Dy_,,O) donde D, € C***y D,_, €
Cl-9x®=a) 1o que demuestra (d).

(d) = (a) Es una sencilla comprobacion. |

El siguiente resultado muestra la relacion existente entre las tres relaciones bi-

narias definidas.

Teorema 2.5 Sean A, B € C™*". Entonces
A<*B — A< B — A=°B.

Demostracién. Si se cumple A <* B, por el Teorema 2.4 se tiene ATA = A'B
y AAT = BA'. Tomando A~ = A' se tiene A=A = A"By AA~ = BA~ con
A~ € Gi(A). Luego, A <™ B.

Si A <~ B entonces el Teorema 2.2 asegura que AB~A = A para toda B~ €
G1(B). Luego, AB~ A es invariante bajo la eleccion de B~ € G;(B). El Lema 2.3
permite afirmar que R(A) C R(B) y R(A*) C R(B*) (si bien en ese Lema se
descartan los casos triviales, también son validas estas inclusiones para esos casos).
Por lo tanto, A <° B. ]
Las reciprocas de las implicaciones anteriores no son ciertas. La primera se puede

comprobar con las matrices

A= y B =
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y la segunda con

Teorema 2.6 La relacion binaria <* define un orden parcial sobre C™*".

Demostracion. La reflexividad es evidente.

Si A, B € C™*™ son tales que A <* By B <* A, el Teorema 2.5 asegura que
A <™ By B <~ A. Puesto que <~ es un orden parcial, A = B, con lo que se prueba
la antisimetria.

Sean A, B € C™*" tales que A <* By B <* C. Por el Teorema 2.4 se tiene que

D, O O D, O O
A=U| O O 0|V y B=U| O Dy, O |V,
O O O O 0O O

con D, y Dy_, matrices diagonales definidas positivas. Sea

Cy1 Cia Oy
c=U Ca1 Cp Cys V,
U1 Cso O

particionada de modo que las multiplicaciones implicadas puedan realizarse. Usando

que B <* C, y realizando las multiplicaciones de la definicion, se llega a

D, O @)
C — U O Db,a O V
O 0O U

Ahora es facil comprobar que A <* C'. Por lo tanto, <* es transitiva.

|
El orden parcial definido por la relaciéon binaria <* se denomina orden parcial
estrella. Ahora queda clara la relacion entre el nombre del orden parcial en relacion

a la inversa generalizada utilizada (véase Teorema 2.4).
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2.4. Ejercicios

(1) Sean A, B € C™*". Si R(A) C R(B) demostrar que existe una matriz C' € C"*"

tal que A = BC. jEs cierta la reciproca?

(2) Demostrar que si A, B € C™*" son tales que A <* B entonces rg(A) < rg(B).
.Es posible encontrar un par de matrices distintas A, B € C™*" tales que A <*

By rg(A) =rg(B)? Justificar.

(3) Sean A, B € C™* ™. Demostrar que A <* B implica PAQ <* PB(Q para todo
par de matrices invertibles P € C™™ y @) € C™*™.

(4) Sea A € C™*" una matriz de rango a > 0. Demostrar que si (A;, Ay) es una
factorizacion de rango completo de A entonces (A5, A7) es una factorizacion de

rango completo de A*.

(5) Sea
1
0 0

A:

Encontrar todas las matrices B € C?*? tales que A <° B.

(6) Hallar by, by € C tales que

A: js :B

(7) Sea
i/V2 i/\?2 V2 0 W
Y NIRYNG) 0o 1]
con W € C?*? una matriz unitaria. Hallar todas las matrices B € C?*? tales

que A <° B.

(8) Sea A € C*™ a > 0. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (Aj, As) es una factorizacion de rango completo de A.
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(b) Existen matrices invertibles P € C™*™ y ) € C"*" tales que

I, O
A=P 0.
O 0

(9) (a) jCuales son todas las matrices B € C**? tales que

1 2
A= < B?
3 4

(b) Demostrar que si A, B € C"™*" son tales que rg(A) = rg(B) y cumplen la
desigualdad A <~ B entonces A = B.

(c) A partir de los apartados anteriores conjeturar qué otras matrices seran

elementos maximales en C**™,

(10) Sean A, B € C™*" dos proyectores. Demostrar que las siguientes condiciones son

equivalentes.

(c) rg(B — A) =rg(B) —rg(A), es decir A <~ B.

(11) Sean Dy, Dy € C™*™ dos matrices diagonales
D1 = diag(ozl, . ,Oén), D2 = diag(ﬁl, RN ,ﬂn)
tales que D; <* D,. Demostrar que:

(a) Si f; = 0 para algin i entonces «; = 0.

(b) Si a; # 0 para algtn ¢ entonces f5; = «;.

Concluir que si D; tiene todos sus elementos no nulos en las primeras posicio-
nes diagonales y D5 tiene todos sus elementos nulos en las dltimas posiciones

diagonales entonces Dy y Dy tienen la siguiente forma:
D, :dlag(D3>OaO) y D, :diag<D37D4aO)7

donde D3 y D, son matrices diagonales con elementos no nulos en su diagonal.
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(12)

(14)

Sean U; € C™™, Vi € C"™™ dos matrices unitarias y D; € R™*" una matriz

con elementos no negativos en la diagonal principal de forma que

A=UDV;.

(cme

Demostrar que existen dos matrices unitarias U € C"*" y V € y una

matriz diagonal por bloques D € C™*" tal que D = diag(3, O) con ¥ diagonal

con todos sus elementos positivos y

A=UDV.

Comprobar que A <* B para las matrices

110 110
A=10 0 0 y B=10 00
000 001

utilizando todas las condiciones equivalentes del teorema que las caracteriza.
Sean A, B € C™*". Demostrar que

(a) A<* B=s A* <* B*.

(b) A<* B=> B— A<*B.

. Son véalidas las implicaciones reciprocas?
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Orden parcial estrella y matrices £ P

3.1. Introducciéon

Uno de los resultados fundamentales del Algebra Lineal es el Teorema de Des-
composicion Ortogonal, el cual asegura que toda matriz A € C™*™ proporciona
una descomposicion para cada uno de los espacios C™ y C™ como suma directa de

subespacios complementarios y ortogonales:
C"=R(A)BN(A*) y C"=R(A") & N(A).

De aqui puede verse que dada una matriz A existe un dnico proyector ortogonal
Ppayneasy € C™™ que proyecta sobre R(A) a lo largo de N(A*), asi como también
existe un tnico proyector ortogonal Qr(a-)na) € C"*" que proyecta sobre R(A*) a
lo largo de N(A).

Las matrices cuadradas A € C™" cuyos proyectores Priaynax) ¥ @r(A+)N(A)
coinciden se denominan matrices F P, abreviacion de Equal Projectors. Recordando
que para A € C™" la matriz AAT es un proyector ortogonal sobre R(A) a lo largo
de N(A*), y ATA proyecta sobre R(A*) paralelamente a N(A), se tiene que A es EP
si AAT = ATA. Este tipo de matrices satisface que R(A) L N(A) y es por ello que

algunos autores también las llaman RPN, Range Perpendicular to Nullspace [12].

Definicion 3.1 Una matriz A € C"*" es EP si se satisface alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

(EP1) R(A)LN(A).

45
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(EP2) R(A) = R(A*).
(EP3) N(A) = N(A%).

(EP4) A = O o eziste una matriz unitaria Uy € C™" y una matriz no singular
Cy € C¥** tales que
A=UA(Cy®O)U}.

(EP5) AA = ATA.

Cabe aclarar que en (EP4) los bloques nulos que aparecen pueden estar ausentes.
Notar también que una matriz no nula A € C"" es EP si y solo si existe una
matriz unitaria V4 € C™" y una matriz no singular Cy € C*** tales que A =
Va(O ® Ca)Vy.

Estas son sélo algunas de las condiciones equivalentes que permiten caracterizar
las matrices £ P y pueden encontrarse en la literatura.

Con EP se denota el conjunto de todas las matrices cuadradas complejas EP
de tamafio n x n. Este conjunto extiende al conjunto de matrices normales (por lo

tanto al de hermiticas también) y al conjunto las matrices no singulares.

( 7

~No :
singulares  :

Normales

EP

En la figura anterior se puede ver que toda matriz normal es E'P pero la afirma-

cion reciproca no es verdadera como lo muestra la matriz

A:

(comprobarlo).
En la seccion que sigue se presentan algunas propiedades y descomposiciones de

matrices FP que seran utilizadas méas adelante.
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3.2. Propiedades de las matrices P

Como se mencioné en la seccion anterior, si A, B € C"*" son matrices EP no

nulas, de rangos a y b respectivamente, se puede asumir que ellas estan dadas como

A=Us(Cre O} (3.1)

B =Ug(Cp & O)U, (3.2)

donde Uy,Up € C"™ ™ son matrices unitarias y Cy € C**¢, Cp € C’*® son no
singulares. Cabe aclarar que si las matrices A o B son no singulares, esto es, a = n
o b = n, entonces el bloque nulo esta ausente. Generalmente estos casos no se
consideran en las demostraciones de este capitulo.

Los primeros resultados de esta secciéon muestran algunas propiedades que satis-
facen las matrices £ P. En particular, el primer teorema caracteriza a las matrices

que conmutan con una matriz £P dada.

Teorema 3.1 Sean A, B € C™*" tales que A es una matriz EP no nula represen-

tada como en (3.1). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) AB = BA.

(b) Ezisten matrices X € C*% y T € Cr=9x(=a) tgles que B = Ux(X ® T)U},
con Cy X = XC4.

Demostracion. Se considera la siguiente descomposicion de B:

XY
B=U, U
Z T

donde la particion ha sido realizada de acuerdo al tamano de los bloques de A. La

igualdad AB = BA es equivalente a

CaX CaY | [ XCa O
O O ZCy O
que a su vez equivale a Cx X = XCy, Y =0y Z =0. |

Cuando ambas matrices A y B son EP se obtiene el siguiente resultado sobre su

conmutatividad.
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Teorema 3.2 Sean A, B € C"" matrices EP no nulas expresadas como en (3.1) y

. . X Y
(3.2), respectivamente. Si U3Up = Lcon X € Cb Y e Cx(nb) | 7 ¢
Z T

Clr=a)xb o T e Clr=ax(n=b) " entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) AB = BA.
(b) (X*CaX)Cp =Cp(X*CuX), X*CnhY =0, Y*'CsX = 0.
(c) Ca(XCpX*) = (XCpX*)Cy, ZCpX* =0, XCpZ* = 0.

Demostracion. (a) < (b) Sustituyendo las respectivas descomposiciones de A

y B en (a) y reemplazando U Up por

XY
A

se obtiene Us(CaXCp & O)U}, = Ug(CpX*Cs & O)U}. Multiplicando a izquier-
da por Uj y a derecha por Up ambos miembros de la igualdad y reemplazando

nuevamente U3Up por su descomposiciéon en bloques se tiene

X*CyXCp O CpX*CaX CpX*CyY
Y*CuyXCp O O O

que es equivalente a
X*CpXCp=CpX'OyX, X*°ChY =0y Y CyX =0

por ser C'4 y Cg matrices no singulares.

X
(a) & (c) Sustituyendo Ug = Uy en la descomposicion de B se
T

obtiene
XCpX* XCpZz*
B=U, b b U
ZCgX* ZCgZ*
Reemplazando en AB = BA se obtiene
CaXCpX* CypXCgZ* XCpX*Cy O

0 O ZCpX*Cy O

que es claramente equivalente a la condicion (c). |
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Teorema 3.3 Sea A € C™" una matriz no nula. Las siquientes afirmaciones son

equivalentes:
(a) A es EP (expresada como en (3.1)).

TiSten una maitriz no sinqguilar < B - una matlriz aroiraria <
b) Erist tri ngular T € C=®)x(n=a) triz arbitraria Z

Clr=axa tales que A = A*Q, donde

C)'Ca O
o=u, [ Oy
zZ T

¢) Existen una matriz no singular T € CM=0*(=0) o yna matriz arbitraria 7 €
g Y

Clr=axa tales que A = ATQ, donde

Demostracion. (a) = (b) Como A es una matriz EP, por (EP2) existe una ma-

triz no singular () € C™*" tal que A = A*(Q. Se considera la siguiente descomposicion

de Q:

donde la particion se realiza de acuerdo al tamafio de los bloques de A. Reempla-

zando en A = A*() se obtiene

CiX LY Cy O
0O 0 O 0

9

es decir, X = (C4)7'Cx e Y = O. Luego

cCh)Cy O
0-U, (C3) o
Z T
La no singularidad de T se deriva de la no singularidad de Q.
(b) = (a) Si existe una matriz no singular @ tal que A = A*() entonces A y A*

son equivalentes por columnas, esto es, R(A) = R(A*), por lo tanto A es EP por

(EP2).
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(a) & (c) La demostracion es similar a la prueba de la equivalencia anterior

teniendo en cuenta que R(AT) = R(A*). [

El siguiente resultado es similar al del Teorema 3.3 y se puede demostrar en

forma anéloga al mismo.

Teorema 3.4 Sea A € C™"™ una matriz no nula. Entonces las siguientes afirma-

ctones son equivalentes:

(a) A es EP (expresada como en (3.1)).

(b) Ezisten una matriz no singular T € Cn=@)*(n—a)

Co* (=) tales que A = PA*, donde

y una matriz arbitraria Y €

CA(CH) ! Y
N U
o T

(c) Ezisten una matriz no singular T € Cm=®)x(n—a)

Co*("=9) tales que A = PAY, donde

y una matriz arbitraria Y €

%y
P=U,4 U
O T

Demostraciéon. La demostracion es similar a la del Teorema 3.3 considerando
que Ay B son equivalentes por filas si y solo si N(A) = N(B) y usando la propiedad
N(A*) = N(AT). |

3.3. Orden parcial estrella en el conjunto de matri-

ces EP

En la primera parte de esta seccién se muestran algunas caracterizaciones del
orden parcial estrella sobre el conjunto de matrices E'P. Recordar que dadas dos
matrices A, B € C™*" se tiene que A <* B si y s6lo si se satisface alguna de las

siguientes afirmaciones equivalentes:
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(OE1) A*A = A*By AA* = BA*,
(OE2) AtA = A'By AA' = BA.
(OE3) AtA = BtAy AA' = AB'.

(Demostrar la equivalencia con la tltima afirmacion). En este caso, las matrices
A*B, BA*, A'B y BA' son hermiticas. Ademas, si B = O entonces A = O.

En el resto de esta seccidon se caracterizan los predecesores y sucesores de una
matriz FP dada y se muestran descomposiciones de dichas matrices cuando ambas

son EP.

De los Teoremas 3.3 y 3.4 se deriva la siguiente observacion.

Observacion 3.1 Sean A, B € C™*" tales que A es una matriz £P no nula y
A <* B. Entonces existen matrices no singulares P, () € C™"*"™ tales que las siguientes

afirmaciones son validas:
(a) A*(A*Q — B) = O.
(b) (A*Q — B)A* = O.
(c) A*(PA* - B) = O.
(d) (PA* — B)A* = O.

Notar que bajo las mismas hipotesis los apartados (a)-(d) también se satisfacen si

se reemplaza * por 7.

En el siguiente resultado se caracterizan los predecesores de una matriz FEP

considerando el orden parcial estrella.

Teorema 3.5 Sean A, B € C"*" tales que B es una matriz EP no nula. St B se

representa como en (3.2) entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A<*B.

(b) Eziste X € C™? tal que
A=Up(X®0)Ug, (3.3)

con X <*Cp .
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Demostracion. (a) = (b) Sea B = Ugp(Cp @ O)Uj, donde U € C™ " es

unitaria, Cz € C*® es no singular y se considera la siguiente descomposicion de A:

XY
Z T

A=Up

donde la particion se ha realizado conforme al tamano de los bloques de B. Entonces

X*X +2°Z XY +Z2°T
A*A=Ug Us,
Y*X +T°Z Y*Y +T°T

XCg O
A*B =Up Ug.
Y*Cg O
Laigualdad A*A = A*B es equivalente a la validez de las siguientes cuatro condicio-
nes X*X+2°7 = X*Cp, XY+ 2T =0, Y*'X+T*Z =Y*Cge Y'Y +T*T = O.
La tltima igualdad puede expresarse como

*

Y
T T

=0

que es equivalente a ( Y T ) = 0, es decir, Y = O y T = O. Realizando un
calculo similar, de AA* = BA* se obtiene XX* = CgX* y Z = O. Por lo tanto,
A=Up(X & 0O)Uj con X <* Cp.

(b) = (a) Se puede demostrar facilmente realizando los productos correspon-

dientes. ]

En general, si B es una matriz FP y A <* B, entonces A no es necesariamente
una matriz EP (ver los ejercicios).

El siguiente resultado caracteriza los predecesores E'P de una matriz £'P dada.

Teorema 3.6 Sean A, B € C"*" tales que B es una matriz EP no nula y A <* B.
Bajo las descomposiciones de A y B dadas en (3.3) y (3.2), respectivamente, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es una matriz EP.
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(b) XCp = CpX.

(¢) X1Cp = CpXT,

(d) X(X* = Cp) = Cp(X* — X).
(e) (X*—Cp)X = (X* — X)Ch.
(f) X es una matriz EP.

Demostracion. Considerando B expresada como en (3.2), por el Teorema 3.5,
existe X € C**? tal que A = Up(X & O)U}, con X <* Cp.

(a) < (b) Como A <* B, por (OE3) y (EP5) se tiene que A es EP siy solo
si Ay BT conmutan. Asi, reemplazando las respectivas descomposiciones de A y
B en AB' = BTA, usando que Up es unitaria y que C’; = C3', se obtiene que
XCp =CpX.

De forma similar, las equivalencias (a) < (c), (b) < (d), (b) < (e) y (¢) < (f)
se pueden demostrar usando (OE1) y (OE2). |

Observacion 3.2 Si se satisface alguna de las afirmaciones equivalentes (a)-(f) del

Teorema 3.6, entonces:
X=XC0pX" vy X'=X'COpX'=CpXX'=CpXCp=CpCpX".

Corolario 3.1 Sean A, B € C"*" tales que B es una matriz EP y A <* B. Enton-

ces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A es una matriz EP.
(b) AB = BA.
(c) A(A* — B) = B(A* — A).
(d) (A*—B)A=(A*— A)B.

El siguiente teorema muestra un resultado similar al del Teorema 3.5, pero ahora

cuando el predecesor es una matriz EP.
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Teorema 3.7 Sean A, B € C"*" tales que A es una matriz EP no nula expresada

como en (3.1). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A<*B.
(b) Eziste T € C=9*("=a) ¢q] que
B=Ua(Ca®T)Uj}. (3.4)

Demostracion. (a) = (b) Se considera A = Ua(Cs @ O)U?% como en (3.1) y la

siguiente descomposicion de B:

B=U,4 U

donde la particion se realiza de acuerdo al tamafio de los bloques de A.
Reemplazando las respectivas descomposiciones de Ay B en AA* = BA*y A*A =
A*B se obtiene que X =Cy, Y =0y Z = 0. Es decir, B=Us(Cs & T)U}.

(b) = (a) Utilizando las descomposiciones mencionadas para A y B y realizando

los céalculos correspondientes se puede comprobar que AA* = BA*y A*A=A*B.

De forma similar a lo expresado anteriormente, si A es una matriz EPy A <* B,
entonces B no necesariamente es EP (ver los ejercicios).

En el siguiente teorema se caracterizan los sucesores F P de una matriz £ P dada.

Teorema 3.8 Sean A, B € C™" no nulas tales que A <* B, A es una matriz
EP representada como en (3.1) y se considera a B expresada como en (3.4). Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) B es una matriz EP.
(b) T es una matriz EP.
(c) B(A" — B") = (A" — B")B.

(d) BY(A— B) = (A - B)B'.
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Demostraciéon. Recordar que si W € C™™, T € C** y U,V € Cts)x(nts)

con U y V matrices unitarias, entonces
W e TV =v<wheTHu*. (3.5)

Sean A =Up(Ca @ O)Us y B=U4s(C4 @ T)U} como en (3.1) y (3.4), respecti-
vamente.

(a) < (b) Utilizando la propiedad 3.5 se tiene que Bf = U,(C;* @ T)U}. Por
(EP5), B es una matriz EP siy solo si T' también es EP.

(a) = (c¢) Usando (OE2) y (EP5) se obtiene B(A" — BT) = BA' — BB =
A'B — BiB = (A' — BYB.

(c) = (a) Como A <* By A es una matriz EP, por (OE2) resulta que A"y B
conmutan, entonces de (c) se obtiene BB = BT B, esto es, B es una matriz EP.

(a) < (d) Como A <* By A es una matriz EP, por (OE3) resulta que A y BT
conmutan. Luego, usando (EP5) se obtiene que el apartado (d) es equivalente a la

condicion BBT = BB. [ |

Observacion 3.3 Sean A, B € C™*" tales que AB = BA. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
(a) A<*B.
(b) A(A*—B)=B(A*—A)y (A*— B)A=(A*"— A)B.

Observacion 3.4 Sean A, B € C™*" tales que A <* B y A es una matriz EP. Por
el Teorema 3.1 se obtiene que A y B conmutan (verificarlo). De esta manera, se

satisfacen las siguientes propiedades:
(a) A(A* — B) = B(A* — A).
(b) (A* — B)A = (A* — A)B.
(c) BA! = AT A,
(d) A(AT — Bf) = (AT — B A.

(e) AT(A— B) = (A — B)AL.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales



Capitulo 3. 56

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.1 de Merikoski y Liu dado en [13].

Teorema 3.9 Sean A, B € C™" matrices EP no nulas. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) A<*B.

(b) Eziste una matriz unitaria V-€ C"™™ tal que
A=V({C®O®OW*, B=V(IC®T®O)W,

donde C € C**® es no singular y T € CO=9*=9) ¢s no singular o no estd

presente.

Demostracion. (a)=(b) Sea B = Ug(Cp®O)Uj}, como en (3.2). Por el Teorema
3.5, existe X € C*** tal que A = Up(X @ O)Uj, con X <* Cp. Como A es no nula
es claro que X también lo es. Por el Teorema 3.6, X es una matriz £/P, entonces se
puede considerar X = Ux (Cx ®@O)U%, donde Uy € C?*® es unitariay Cx € C**® es
una matriz no singular. Como X <* Cp, por el Teorema 3.7 existe T € Cb-a)x(b=a)
tal que Cp = Ux(Cx @ T)U%. Por lo tanto, T' es una matriz no singular cuando
b > a. Tomando C' = Cyx, se obtiene B =V(C T ®O)V*, donde V = Up(Ux & I)

es una matriz unitaria. Mediante un calculo similar se obtiene A = V(C @O @ O)V*.

(b) = (a) Se puede demostrar facilmente que se satisface (OE2). [

Observacion 3.5 Cuando el Teorema 3.9 se restringe a matrices normales (respec-
tivamente, hermiticas), los bloques C' y T' son matrices normales (respectivamente,

hermiticas), obteniéndose de esta manera los resultados de Merikoski y Liu de [13].
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3.4. Proyector espectral asociado al valor propio nu-

lo de matrices £ P

Se recuerda que el indice de una matriz A € C™", denotado por ind(A), es el
menor entero no negativo k tal que satisface alguna de las afirmaciones equivalen-
tes: rg(AF) = rg(AF), R(A*Y) = R(A4%), o N(A*1) = N(A*). Las matrices no
singulares tienen indice igual a cero y la matriz nula tiene indice igual a uno.

Se sabe que para toda matriz cuadrada A € C" de indice k, los subespacios R(A*)
y N(A*) son complementarios. El proyector espectral correspondiente al valor propio

nulo, A™, es la tinica matriz idempotente que verifica
R(AT) = N(A%) 'y N(A™) = R(A").

Como AAP es un proyector tal que R(AAP) = R(A*) y N(AAP) = N(A*) entonces
se tiene que I — AAP = A™. En particular, si la matriz A es EP entonces A™ se puede
calcular reemplazando la inversa de Drazin por la inversa de grupo o la inversa de
Moore-Penrose: A™ = I — AA% = — AAT.

Recordar que para toda matriz A € C" de indice k, la inversa de Drazin, A",
es la tnica matriz que satisface las condiciones APAAP = AP AAP = APAy
AFFIAD — Ak En particular, si A tiene indice a lo sumo 1, la inversa de Drazin

coincide con la inversa de grupo de A, denotada por A, que es la tnica matriz que

satisface AA"A = A, AT AA" = A% y AA? = AT A.

El proposito de esta seccion es comenzar a estudiar el proyector espectral corres-
pondiente al valor propio nulo de una matriz EP y su relacion con el orden parcial

estrella.

En el siguiente lema se listan algunos resultados conocidos en la literatura nece-

sarios para lo que sigue.

Lema 3.1 [5, 4] Sea A € C*, ind(A) < 1. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

(a) A™ es idempotente.

(b) AA™ = ATA = A#A™ = ATA# = O.
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(c) A™ =0 siy solo si A es no singular.

(d) Siind(A) =1 yrg(A) = a > 0 entonces existen matrices no singulares C' €
Co** ¢y P e C™"™ tales que

A=P(CoO)P (3.6)
En este caso, A* = P(C1 @ O)Pt y A" =PO®I, )P .

(e) Si A™ es no singular entonces A = O. Reciprocamente, si A = O entonces

A™=1,.
(f) A™ tiene indice a lo sumo 1.
(g) (AM)™ =0 siy sdlo si A= 0.

(h) rg(A™) =n —rg(A4).

Sea EP el conjunto de todas las matrices cuadradas complejas £P de tamano

n X n. Se sabe que si A € EP entonces ind(A) < 1.

Lema 3.2 Sea A € C", ind(A) < 1.

(a) Si A€ EP entonces AT es hermitica.

(b) Si A™ € EP entonces A € EP.

Demostracioén. (a) Sigue directamente de la propiedad (AAT)* = AAT.

(b) Por el apartado (c) del Lema 3.1, si A™ = O entonces A es no singular,
por lo tanto, A € EP. Si A™ es una matriz EP no nula, por (EP4) existe una
matriz unitaria U € C™" y una matriz no singular C' € C~®*("=a) tales que
A™ = U(C ® O)U*. Como A™ es idempotente, se obtiene C? = C, esto es C' = I,,_,.
De A#A = AA# = [, — A" se tiene que AA* = U(O @ I,)U*. Considerando la

siguiente descomposicion de A:

XY
A=U U*,
Z T

donde las particiones se han realizado conforme al tamano de los bloques de A™, de

A = (AA#)A se obtiene X = O, Y = O. De forma similar, de A = A(A#A) se
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obtiene Z = O. Por lo tanto A = U(O & T\U* y asi AA* = U(O @ TT#)U*, de
donde resulta TT# = I,. Luego, T es no singular y A es EP. |

Notar que si A™ es E'P entonces A puede no ser hermitica (es suficiente considerar

una matriz A, no singular y no hermitica).

Sea f la funcién matricial en el conjunto de matrices cuadradas de indice a lo
sumo 1 definida por f(A) = A™ para cada A € C", ind(A) < 1. Por el Lema
3.1, f esta bien definida y f(f(O)) = O. Sin embargo, en general, f(f(A)) # A.
Por ejemplo, si se considera la matriz A = diag(2,0), entonces A* = diag(1/2,0),
AT = diag(0,1) = (A")* y f(f(A)) = diag(1,0).

Por el Lema 3.1, se tiene que f(f(A)) = Osiysolosi A= 0. Ademas, f(f(A)) =

I, siy solo si A es no singular.

Lema 3.3 Sea f la funcion previamente definida y A € C", ind(A) = 1, una matriz
no nula representada como en (3.6). Entonces f(f(A)) = A si y solo si C = I,.

Demostracion. Por el Lema 3.1 (d), se tiene que AA* = P(I, ® O)P~ 'y f(A) =
P(O® I, _,)P7'. Como f(A)# = f(A) entonces f(f(A)) = P(I, ® O)P~'. Luego,
se satisface que f(f(A)) = A siy solo si C = [,. [

Recordar que una matriz cuadrada P € C™™ es un proyector si y sélo si es
idempotente, es decir, P2 = P; y es un proyector ortogonal si también satisface
P* = P. Ademas, una caracterizacion que se utiliza en este trabajo es la siguiente:

P es un proyector ortogonal si y so6lo si existe una matriz unitaria U € C"*™ tal que
P=U(I.&0)U",

con r = rg(P). Con PO, se denota el conjunto de todos los proyectores ortogonales

de tamano n X n.

Observacion 3.6 Sea A € EP. Entonces f(f(A)) = A siy solosi A es un proyector

ortogonal.
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Por el Lema 3.2 (a), es claro que f(EP) C EP, pero en general no se cumple
la igualdad como se puede mostrar mediante la matriz A = diag(2,0). Se supone
que existe M € C**2 N &P tal que A = f(M). Por el Lema 3.1 (h), rg(M) = 1. Si
M = Udiag(c,0)U*, con U € C?*? una matriz unitaria y ¢ un niimero complejo no
nulo, es facil ver que f(M) = Udiag(0,1)U*, lo cual es una contradicciéon porque

2€0(A)y2¢a(f(M)). Porlo tanto, EP € f(EP).

Sea g : EP — EP la restriccion de la funcion f al conjunto EP. Por el Lema
3.2 (a), g esta bien definida. Es claro que g no es sobreyectiva; ademas, g no es

inyectiva como lo muestran las matrices A, B € C"*" tales que A = diag(2,0,...,0)
y B = diag(3,0,...,0)).

El siguiente lema caracteriza el intervalo
[0,9(A)] ={BeC",ind(B)<1:0<*B<"g(A)},
donde A € C"*" es una matriz EP.
Lema 3.4 Sea A € C"" una matriz EP. Entonces
[0,9(A)] ={UO @ T)U":U es unitaria y T € PO,_,} C PO,,.

Demostracion. Sea A = O. Por el Lema 3.1 (e) se tiene que g(A) = I,,. Si B € C"*"
es tal que B <* g(A), entonces tomando U = I, y T = B se tiene que B € PO,
pues B = B* = B2

Sea A # O. Por ser A una matriz EP se puede expresar como en (3.1), A =
Ua(Ca® O)UL, con Uy € C*™ unitaria y Cy € C*** no singular, entonces f(A) =
Ua(O & I,,_,)Uj;. Sea B € C™™ tal que B <* g(A). Luego, B = Ua(O @ T)U3,
donde T <* I,,_,, estoes, T = T* = T?. [ |

Teorema 3.10 La funcion g definida arriba es mondtona decreciente.

Demostracion. Sean A, B € C"*™ matrices EP tales que A <* B. Entonces se

tiene que

AA'BBY = ABA'B" = BAA'B' = BATAB" = BB'AB" = BBTAA'
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BBTAAY = BATAAT = BAT = AAT

Estas ultimas igualdades son equivalentes a g(B) = g(B)g(A) y g(B) = g(A)g(B).
Por lo tanto, g(B) <* g(A). |

Las matrices A = diag(1,0,...,0) y B = diag(2,0,...,0) son matrices EP que
satisfacen g(A) <* g(B) pero B £* A. Se puede establecer el siguiente resultado

para una subclase importante de matrices.

Teorema 3.11 Sean A, B € PO,,. Si g(B) <* g(A) entonces A <* B.

Demostracion. El teorema se puede demostrar aplicando el Teorema 3.10 y la Ob-

servacion 3.6. [ ]
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3.5. Ejercicios

(1) Demostrar que toda matriz normal es EP. Comprobar que la matriz
A=

es E'P pero no es normal.

(2) Hallar todas las matrices A € C**3 que sean EP y tales que A <* B para

1 2 0
B=14i 00
0 00
(3) Dada la matriz
1 4 0
A=14 0 0|,
0 00

hallar todas las matrices B € C3*3 tales que A <* B.
(4) Sean A, B € C™*™ tales que A <* B. Probar que A" <* BT.

(5) Sean A, B € C"*" tales que A <* B. Demostrar que las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) Aes EP.
(b) A"y B conmutan.

(c) Ay BT conmutan.

(6) Sean A, B € C™*™ tales que A <* B. Demostrar que las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) A es normal.
(b) A* y B conmutan.

(¢) Ay B* conmutan.
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(7) Mostrar que las siguientes matrices satisfacen que A <* By B es EP pero que

Anoes EP.

(8) Mostrar que las siguientes matrices satisfacen que A <* B y A es una matriz

EP pero B no lo es.

1 00 100

A=1000 y B=1011

000 000
1 2 0
(9) SeaC=1]4i 0 0
0 00

(a) Encontrar todas las matrices A que sean EP y satisfagan A <* C'

(b) Encontrar todas las matrices B tales que C' <* B.
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El siguiente resultado proporciona la condicién necesaria y suficiente para que

dos matrices hermiticas sean unitariamente diagonalizables de forma simultanea.

Teorema 1 Sean A, B € C"*" matrices hermiticas. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) Existen una matriz unitaria U € C*™ y dos matrices diagonales D, D € R™"

tales que

A=UD,U* y  B=UDgU"
(b) AB = BA.

Demostracion. (a) = (b) Reemplazando A y B por las expresiones de la hipotesis

se tiene que:
AB = (UD,U*)UDgU*) = UD4DU* = UDpD,U* = (UDRU*)(UD4U*) = BA.
(b) = (a) Como A* = A, existe una matriz unitaria U; € C"*" tal que

Ml O
A=U, Uy,
O D
con \; € 0(A) — (D) y D € R"=9X("=5) yna matriz diagonal.

Se particiona

WX
B=T, U:,
Y Z

con W e C** y Z € C»=)x(»=9)_SQuponiendo que AB = BA se tiene

Ml O W X W X Ml O
O D Y 7 Y Z O D
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lo que equivale a
MV X MW XD
DY DZ NY  ZD

es decir
() MX =XD, (2) DY = \Y y (3) DZ = ZD.

De (2) y teniendo en cuenta que A\; ¢ (D) debe ser Y = O. De manera similar, de
(1) y puesto que \; ¢ o(D) debe ser X = O. Luego,

W O
B=U, Uy,
O 7
con DZ =7ZD.
Como B es hermitica, se tiene que
W O
Bl = UfBUl ==

A

también lo es. En consecuencia, W* = W y Z* = Z. Por lo tanto, W y Z son
unitariamente diagonalizables, es decir existen matrices unitarias Q € C**° y T €

C=)x("=9) v matrices diagonales Dy, € C*** y D, € C"=9X("=9) tales que

Entonces
D * O O D O O
5oy, | @Dwe o w Q0|
O TD,T* O T O Dy O T
Denotando
O
R - U1 Q
O T
se tiene que
D O
B= v R
O Dy,
y
M, O
A = U Uy

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales
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Q@ O Q" (ML)Q O Q@ O

- U Uy
O T 10 T*DT O T
ML O

- R R*.
O T*DT

De este modo, el problema se ha deflaccionado, es decir se ha reducido a uno similar
de tamano menor. Ahora Ay := T*DT y By := Dy son matrices hermiiticas de ta-
mafio (n—1) x (n—1) que conmutan pues DZ = ZD. Tras realizar un razonamiento

similar para todos los valores propios de A se obtiene el resultado. |

El siguiente resultado es semejante al anterior, extendido ahora al caso de matri-
ces rectangulares, es decir, permite realizar una transformacion de ejes principales

para matrices no hermiticas.

Teorema 2 Sean A, B € C"™*". Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Ezisten dos matrices unitarias U € C™*™ y V € C™™ tales que
A=UDjV* Y B=UDgV".

con D, Dg € R™ ™ matrices (rectangulares) diagonales y D4 con elementos no

negativos en la diagonal.
(b) AB* y B*A son hermiticas.

Demostracion. (a) = (b) Reemplazando las expresiones de A y B por las de la

hipotesis se tiene que:
AB* = (UDAV*)(UDV*)" = (UDsV*)(VDRU*) =UDADRU"

que es hermitica puesto (AB*)* = U(DaD%)*U* y DaD73 lo es (Comprobarlo como
ejercicio). De forma semejante se demuestra que B*A es hermitica. Se observa que
AB* € C™*™ B*A € C™", DaD3 € C™™ y DDy € C,

(b) = (a) Se considera una descomposiciéon en valores singulares de A, es decir,

@)

Ur AV, =
O O

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales
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con Uy € C™*™ y Vi € C™" unitarias y D € R"™" una matriz diagonal definida
positiva.

Sea
G K

UrBV, =
H

una particion acorde a los tamanos de los bloques de U; AV;. Ahora, de

DG* DL
AB* =1}, U;
O 0

y del hecho que AB* es hermitica se tiene que DG* es hermitica y L = O pues D
es invertible. Analogamente, usando que B*A es hermitica se llega a que G*D es
hermitica y K = O.
Sean G' = [g;;];;=y y D = diag(dy,...,d,). Usando que DG* es hermitica se
obtiene
digji = d;gij.

Del hecho que G*D es hermitica se llega a
d;Gji = digij-
(Comprobar los calculos anteriores como ejercicio). Operando se consigue

Sid; = dj, sellega ag;; = g;;. Sid; # dj, sellega a g;; = 0. En ambos casos, g;; = g,
para todo 7, j, con lo cual G es hermitica.
Por lo tanto, como Gy D son dos matrices hermiticas que conmutan, se tiene

que existe una matriz unitaria P € C™*" tal que
P*DP = D, y PGP =M,

con D; y M matrices diagonales con elementos reales en la diagonal.

Realizando una descomposiciéon en valores singulares a H se llega a
Q*HR=N

con N diagonal con elementos diagonales reales y () y R unitarias.

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales
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Definiendo ahora,

P O P O
Uy = ) Vo= ) U :=UU, y V="l
0 Q O R
se obtiene
D, O M O
U*AV = y U'BV =
O O O N
(Comprobarlo como ejercicio). |

Por tltimo, el resultado que sigue caracteriza el hecho de que dos matrices del
mismo tamano tengan una descomposicion en valores singulares de forma simulta-

nea.

Teorema 3 Sean A, B € C™*". Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Ezisten dos matrices unitarias U € C™*™ y V' € C™™ tales que
A=UD,V* Yy B =UD,V*

con Dy, Dy € R™*™ matrices (rectangulares) diagonales con elementos no nega-

tivos en la diagonal.

(b) AB* y B*A son hermiticas y al menos una de ellas definida no negativa.

Demostracion. (a) = (b) Esta implicaciéon se prueba con un razonamiento pa-
recido al utilizado en la demostracion de (a) = (b) del Teorema 2. En realidad,
se puede probar no sélo que AB* y B*A son hermiticas y al menos una de ellas es
definida no negativa sino que las dos lo son.

(b) = (a) Como AB* y A*B son hermiticas, del Teorema 2 se tiene que existen

dos matrices unitarias W € C™*™ y V' € C™"*" tales que
A=WDyV* y B=WDgV*.

con Dy, Dp € R™ ™ matrices (rectangulares) diagonales y D4 con elementos no
negativos en la diagonal. Por ser, por ejemplo, AB* definida no negativa, se tiene
que

AB* =WDANV*(WDgV*)" = WDsDyW*

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales
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y por tanto D, D% es hermitica y definida no negativa. Por ser D, y Dp matrices
diagonales, claramente también se cumple que D5D 4 es hermitica y definida no ne-
gativa. Luego, un elemento diagonal de D4 es negativo si y sélo si el corresponidente
elemento de la diagonal de Dpg es negativo. Si el i-ésimo elemento de la diagonal
de D, fuese no negativo, reemplazar la i-ésima columna de W denotada por w; por
el vector —w; y los elementos diagonales de D4 y Dp por sus respectivos opuestos.
Se repite este razonamiento para todos los elementos diagonales negativos de Dy y
se llaman U, Dy y D, a las matrices obtenidas de W, D4 y Dpg, rrespectivamente.
Entonces

A=UD,V* y B =UD,V"™,

con U y V unitarias y Dy y Dy diagonales no negativas. |

Introduccién a 6rdenes parciales matriciales
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