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1. Introduccion

La dualidad de espacios normados es central para el abordaje de cues-
tiones geométricas y topoldgicas de los mismos. En el contexto de espacios
de Banach la completitud permite avanzar mucho mas, siendo especialmente
rico este escenario si se tratare con algebras de Banach. El analisis funcional
moderno es dificil de abordar por la diversidad de enfoques y la complejidad
de las construcciones, no obstante ser las mismas en general concurrentes
y guiadas por una suerte de derrotero intrinseco. Pareciera haber capitulos,
cada uno con valia e interés propios, con limites a veces difusos. Hay también
especialistas que tienen el mérito y la capacidad de integrarlos, complemen-
tarlos y enriquecerlos a veces de manera magistral.

En este trabajo, que procuramos en lo posible sea autocontenido, nos
hemos de concentrar en cuestiones ligadas a la regularidad de algebras de
Banach. Se trata de un aspecto tedrico de caracter algebraico, con fuertes
implicancias que permiten una mejor comprension de la estructura de las
correspondientes dlgebras. En forma suscinta, es conocido que toda algebra
de Banach U esté naturalmente inmersa en el correspondiente espacio bidual
U**. Es posible extender el producto de U a U** de dos maneras distintas,
de modo que se dird que el algebra subyacente sera reqular cuando dichas



extensiones coincidan. La condicién de regularidad tiene consecuencias diver-
sas, siendo la misma objeto de intensa investigacién desde que R. F. Arens
la introdujera en 1951 (cf. [3], [4]). No obstante, hasta donde disponemos de
informacion es escasa la literatura sobre un tratamiento sistematico del tema,
particularmente en castellano. Para mayores referencias y especificaciones re-
comendamos consultar [24], [61] y [102]. En [28] se considera el estudio de
espacios biduales de dlgebras de medidas, en especial las asociadas a grupos
localmente compactos.

Nuestro interés en la materia se ha dado en base a trabajos relacionados
directa o indirectamente con la problemadtica sobre derivaciones en algebras
de Banach (cf. [1], [16], [15], [105]). Precisamente, aqui sobreviene la llamada
teoria de amenabilidad, iniciada en el contexto de algebras de Banach prin-
cipalmente en base al trabajo [77]. Si U es un algebra de Banach y X es
un U-bimddulo de Banach, fijado © € X el operador ad, (a) = az — za
de U en X es no solo lineal y acotado, siné que es una derivacion, i.e.
ad, (ab) = aad, (b) + ad, (a)b si a,b € U. Se dice que ad, es la derivacion
interna tmplementada por v € X. El algebra de Banach U se dira a su vez
amenable si cada derivacion 0 : U — X*, cualquiera sea el U-bimddulo de
Banach X, es interna. Las conexiones entre la teoria de amenabilidad y de
regularidad de algebras de Banach se dan en forma permanente (v. [53],
[26], [109]). De todos modos, nos apartamos de este incentivo inicial para fo-
calizarnos en la cuestion misma de la regularidad, la que tiene interés propio.
Sin duda, quedan vastos aspectos no considerados en este trabajo, a veces
ni siquiera mencionados. Nos limita no solo el espacio siné también nuestro
grado de conocimiento o acceso a la informacion. El objetivo es modesto, se
trata de una introduccién, un inicio, unos primeros pasos en una empresa
que promete resultados profundos y relevantes. Ahi esté probablemente el
acierto en la investigacién inicial de Arens, el descubrimiento de una suerte
de cantera matematica cuya explotacion todavia ha de dar duro y valioso
trabajo por muchos anos.

Los autores agradecen al Dr. Emilio Lluis Puebla, y a las autoridades del
Comité Editorial de las Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matematica
Mexicana, por la consideracion de este trabajo y las atenciones dispensadas
durante el proceso de arbitraje.



2. Productos de Arens

2.1. Algebras intrinsecas en el espacio bidual

Proposicién 2.1 (¢f. [3], [4])'*Sea U un dlgebra de Banach. Entonces U*
admite una estructura natural de U-modulo de Banach.

Demostracién 2.2 Si v € U y u € U* indicaremos i (x) = (x, ). En-
tonces, si a € U, X € U*, definimos aX € U* (resp. A\a € U*) haciendo
(z,a)) = (xa,\) (resp. (x,\a) = (az,\)) para cada v € U. Es fdcil ver en-
tonces que dichas definiciones son correctas, obteniéndose asi sendas acciones
de U sobre U* con las que U* deviene en un U-bimddulo de Banach.

n+1)*

Observacién 2.3 Sin € N indicaremos U' (L{(”)*)* Y, en particular,

A
UD* & 1y Inductivamente es facil ver que U™* admite una estructura
natural de U-bimddulo de Banach para cada n € N.

Proposicién 2.4 Sia € U, A\ € U* y ® € U™ sean (a, \®) = (a), ®) y
{a,®)\) £ (\a, ®). Entonces:

(1) Ay @A e U™y max{|[AR[, [[PA[} < | [[A]l.
(ii) Las aplicaciones (A, ®) — A® y (A, &) — P\ son C-bilineales.
Demostracién 2.5 Inmediata.

Definicién 2.6 Sean &,V € U**. Definimos el primer y sequndo productos
de Arens de ® y ¥, ®LIV y O respectivamente, haciendo

(A, @O0 2 (UA, ®) y (A, DOT) 2 (A, 1)

st A € U*. Se dice que un dlgebra de Banach U es Arens-regular si los pro-
ductos de Arens son coincidentes.

Proposicién 2.7 (i) El espacio de Banach U**, munido de los productos de
Arens, deviene dlgebra de Banach.

L Palabras clave: Algebras y moédulos de Banach. Aplicaciones débilmente compactas.
Teorema de Banach-Alaoglu. Productos semidirectos. Elementos cuasi-inversibles y/o
cuasi-singulares. Radical de Jacobson. Algebras semisimples. Estados de una C*-algebra.
Representaciones ciclicas, involutivas, fieles. Vectores ciclicos.

2Por informacién relacionada v. [71], [69], [139], [55], . Por aspectos geométricos y
regularidad de 4lgebras de Banach v. [56]. Respecto de invariancia de la regularidad por
extensiones v. [100]. Por regularidad de dlgebras de Banach limite inductivas v. [107].



(ii) En ambos casos, uy - U — U™ es un homomorfismo algebraico.
(iii) Si @, ¥ € U** hay sendas redes
{aa}aea C [u]\|q>|| y {bﬁ}geg c [u]||\1/||
tales que ® = w*-limpea ty (aq), ¥ = w*-limgep uy (bg) y ademds

OOV = w*-1im i OOV = w*-1lim i :
w*- lim lim (anbg) y ©O w ﬁlergalglqm(aabg)

(iv) (@)™, 0) = (U™)*,0).
(v) SiaelU, ® € U™ entonces

w(a)OP = 17y (a) OP = a® y 0y (a) = POuy (a) = Da.

(vi) SilU es abeliana, U es Arens regular si y solo si U** es abeliana.

(viil) Sil es unitaria también lo es U**.

(1)

(2)

Demostracién 2.8 (i) Haremos la prueba solo para el primer producto,
siendo andloga en el otro caso. Sean &,V € U™, \,u € U*, s € C.

Entonces

(sA+ p, ®OW) = (U (sA + u) , D)
= (sUA+ Up, ®)
=5 (VA Q) + (VUp, ®)
= s(\, Q00V) + (u, POV) ,

1.e. POV : Y —C es C-lineal. Ademds
[(A, @OW)| < (A [|@f < [[A[] (@] [[¥]],
0 sea POV € U y POV < ||P| || V] .

(ii) Sean a,be U, N € U*. Entonces
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Andlogamente,

A (@) Ouy (b)) =

(iii) Por el Teo. 153.37 hay redes como en (1) tales que

o =w" -1 U =w"—1 bs) .
w algLu(aa), w BIEI%LU(B)

S1 A € U* tenemos entonces

(A, ®OT) = (DA, D)

- (l)iérj (U, 1y (ay))

— gél,} (Go, UN)

— lim (Aaq, )

= (11124 éler% (Ao, t4(bg))

= lim lim (bg, A\ay)
a€A BeB

{
= 2 Jp (et Y
{

= (1)1314 lm (A, 1s(anbp) -

Asimismo,
(A, POU) = (\D, ¥)
=1 )
I (A, 1 (1))
= lim (bg, A®)
= h’m (bgA, @)

= gg;ggg A, i (aa))
= %161% Eem (Ao, bgA)
= 113161% }llerg (anbg, \)
= lim lim (\, uy(aabg) -

BEBacA



(iv) Con la notacion anterior, por (2) tenemos

PO ory= ¥ = w* — gé% }}ier% i (aaTopbg) (3)

=w"* — lim lim ¢, (bga
a€A BeB Z/I( A a)

— WO
= 30, 0.

(v) SeanacU, N €U, ® € U™. Entonces

i.e. iy (a) = Aa. En consecuencia,

(N 1y (a) OP) = (A (a) , D)

El resto sigue en forma andloga.

(vi) SilU es abeliana y Arens-reqular por (3) tenemos
POV = OL¥ = OLyyopy+¥ = YOO = WP,
Reciprocamente, si U y U™ son abelianas usando (3) nuevamente es

POV = VOD = O yyon)+ ¥ = OV

(vii) Es inmediato.>*

3Dado n € N, C™ ([0, 1]) es regular (cf. [24], Th. 4.4.8).

4Hay variantes més débiles que la Arens regularidad. La propiedad de semiregulari-
dad permite caracterizar las dlgebras de Banach no regulares munidas de aproximaciones
acotadas bilaterales de la unidad para las cuales, atin siendo distintos los productos de
Arens, guardan entre s{ una serie de condicionmes razonables [62]. Toda dlgebra regular
serd semiregular. Para un grupo localmente compacto G el algebra L!(G) serd semiregular
si y solo si G es discreto o conmutativo [93].



2.2. Con relacién a formas bilineales

Observacion 2.9 Sean X,Y, 7 espacios de Banach, B : X XY — Z una
forma bilineal acotada. Para v € X, ye€Y, 2z € Z*, 2™ € X ey™ € Y™
definimos
B*:Z*x X - Y*, (y, B*(z*,z)) = (B(z,y), z%) ,
B** : Y** X Z* — X*, <.I',B** <y**’z*)> — <B>)< (Z*,ZL') 7y>0<>s<> ,
B*** . X** X Y** N Z**, <Z*, B*** (x**7y**)> — <B** <y**’ Z*) ,.73**> .

Entonces B*, B** y B** devienen formas bilineales bien definidas, acotadas
y puede verse fdcilmente que

1B = 1Bl = Bl = || B]| < oc.

Dados x** € X** yy** € Y** sean {xa},cs € {Ub}pep Sendas redes acotadas
en X yY tales que

e = o (X X*) -lim ey (z,) yy™ =0 (Y, V) -lljl'fgw (W) -
S

acA

St z* € Z* tenemos entonces

a€A

derg(B (2%, 2a) , y™")

= lfm I B* (2,2,
lim lim (yy, B" (2", )

= lim lim (B *
alergbgg( (xmyb?Z )>7

1.e.

B (z™,y™) =0 (Z ,Z)—}Llerg})lergcz(B(xa,yb))-

En acuerdo con la notacion de la Prop. 2.7(iii) indicaremos
“Oy™ =0 (27, 27) -lim i B .
T By U( ) ) alenAl bIEHB} Lz ( (xa7yb))

Asimismo, sea BT :Y x X — Z, B™(y,x) 2 B(x,y) siz € X ey €Y. Para
e X yy™ e Y™ escribiremos

y**ox** — BT***(y**,x**)
B

o (Z*,Z") -limlim 1z(B™ (yy, o)

beB acA

o (Z*,Z") -limlim t7(B (x4, yp) -

beB acA

Claramente, B puede decirse reqular si B** = B™**7 y podemos inferir el
stguiente



Corolario 2.10 (i) Si X es un U-mddulo de Banach X** admite sendas
estructuras de (U**,0) y (U™, ) mddulos de Banach.

(i) O define la tinica forma bilineal sobre U** x U** que extiende al producto
deU de modo que la aplicacion x*™* — x™*Oy** es (w*, w*) continua para
cada y** € U™ fijo mientras que cada aplicacion y** — 1y (x) Oy** es
(w*, w*) continua si x € U.

(iii) ¢ define la unica forma bilineal sobre U™ x U™ que extiende al producto
deU de modo que la aplicacion y*™* — x**Qy** es (w*, w*) continua para
cada x** € U™ fijo mientras que cada aplicacion =™ — x**Oyy(y) es
(w*, w*) continua siy € U.

Proposiciéon 2.11 Una forma bilineal acotada B : X XY — Z entre es-
pacios de Banach es regular si y solo si By : X xY — C lo es para todo
A€ Z* donde By = Ao B.

Demostracién 2.12 Indicaremos B,(y) = B(z,y), x € X ey € Y, de
modo que {B.},.x € B(Y,Z). Fijado X € Z* sea 3 € B(X,Y™) tal que
B (x) = (By), . Entonces

Bf:C*x X - Y~ B (¢*, ) = B (\* ()
B;* : Y** X (C* N X*, B;* (y**’ C*) — C*ﬁ* (y**

)
)

(4)

k3%

Sea x** = w*-lim,er vx (z;), y™ = w*-lim;e;s vy (y;) para ciertas redes aco-
tadas {xi},cr, {yj};c; de X e Y respectivamente. Por (4), si z* € C* obte-
nemos

= limlim (y;, 273 (1))
= lzlergl?ergl (B (4, 95) . 2")
= 121€I§1£16I§1 (B (4,9;), A"(2%))
i.e. B = X" o B**. Andlogamente, B{** = \** o B™**. Ademds

THKkKT ) kk TH*%T
B™" =X"oB ,

10



de modo que st B es reqular By serd reqular para cada N € Z*. Reciproca-
mente, si cada By es regular dado (x**,y**) € X™*x Y™ serd \** (2**) = Oc»,
donde z** = (B** — B™**T) (z**,y**) en Z**. En consecuencia, dado z* € Z*
tenemos

e. (N\,z**) =0. Como X\ € Z* es arbitrario z** = 0z y B resulta regular.

Ejemplo 2.13 Sea U = ¢y (N), considerada U con la estructura usual de
dlgebra de Banach. En consecuencia, U* ~ I* (N) y U** ~ [ (N). Indicare-
mos a,b, ... a los elementos de U, A\, i, ... a los deU* y ¢, ... a los de U™.
Seam :U xU — U tal que m (a,b) = ab. Fijado X haremos my : U x U —C,
my (a,b) = (ab, \) . Es facil evaluar que

T,
UM x CF — U, my* (¢, z) = zAng
My U X U C, i (6,) = (M 6w,
siendo m** extension de m. Haciendom™ (a,b) = m(b,a) para a,b € U, como
U es abelzana esm” =m y my™" es extension de m”. Pero m\"™ = m}™*7,

de donde sigue la reqularidad de U aplicando la Prop. 2.11.

Teorema 2.14 (cf. [7], Th. 2) Sean X, Y, Z, W espacios normados y con-
sideremos my € B(X,Y;Z), mg € B(X,W;Z) tales que my factoriza por
ma, i.e. existe h € B(Y; W) tal que mqy = mgo (Idx x h). Si h([Y],) es
o (h(Y),W*) compacto entonces my es regular.

Demostracién 2.15 Sean ™ € X, y** € Y**, 2* € Z*. Sean {x;},, e
{y;}.., redes acotadas en X eY tales que
jeJ

kK — * _ 1’ i ok — * _ 1/ . .
x w' —limex (x;)) ey w” — lim 1y (v5)
Por hipdtesis podemos suponer, considerando eventualmente alguna subred,
que eziste y € Y tal que h(y) = w-lim;c; h (y;). Para i € I fijo tenemos

(hly), 2" 0 ma (2, 0)) =l (A(y;), 2" 0 ma (21, 0))

= lim (my (73, b (y5)) , 2") ,

jed

11



ie. w*-limje gtz (mo (24, h (y;))) = tz (ma(zi, h(y)) . Asi

**I:’ **: *_1’ 1’ Z,h i
2 Cy™ = w-limlim oz (ma (i, h(y;)))

= w*—lil’er? Ly (m2 (371'7 h(l/)))

=" Oy (y)

mi
%
= w*-lUma™ O 1y (y;) (pues Ly € (w*,w*))
JjeJ mi

— *_1/ 1/ . .
w'-1imlim vx () T?lby(ya)
= w -?En}lilenll Lz (ma (25, h(y;)))

mi

Proposicién 2.16 (cf. [7]) Sean X,Y, Z espacios normados, h € B(Y*;Y)
monomorfismo tal que A (h(p)) = w(h(X)) si A\, u € Y*. Simg € B(X,Y;2)
la forma bilineal acotada mi(x, \) = mg (x,h (X)) en B(X,Y™*; Z) es regular.

Demostracién 2.17 Por el teorema de Alaoglu [Y*], es w*-compacta y por
la hipdtesis sigue que h € (w*,w). Luego h([Y*],) resulta débilmente com-
pacta y basta aplicar el Teorema 2.14.

Ejemplos 2.18 (i) Si X, Z son espacios normados, todo forma bilineal aco-
tada de X x I* (N) en Z que factoriza a través de otra de X x ¢y (N)
en Z es reqular. En efecto, haciendo Y = co (N) y h : ' (N) — Y, se
estd en las condiciones de la Prop. 2.16.

(ii) Sim(z, f) =z f, z € L'[0,1], f € L>®0,1], m es forma bilineal aco-
tada con valores en L'[0,1]. Si Y = L'[0,1], h : L*>[0,1] — L]0, 1],
m factoriza a través del producto de convolucién de L' [0,1], se estd en
las condiciones de la Prop. 2.16 y m resulta regular. Mas general-
mente, si G grupo de Hausdorff compacto el producto de convolucion

L' (G) x L*(G) — L' (G) es regular.

(i) Sim(z, f) = xzx f, x € C[0,1], f € L*[0,1], m es forma bilineal
acotada con valores en C'[0,1]. Como en (ii) sigue que m es regular.

Mas generalmente, si G grupo de Hausdorff compacto el producto de
convolucion C (G) x L™ (G) — C (G) es regular.

(iv) (C[0,1],*) es reqular. Mds generalmente, sean X,Y, Z, W espacios de
Banach, W CY. Sim € B(X,Y; Z) reqular entonces m; = moldy X j
es reqular, donde j : W — Y. En efecto, basta notar que

kokk

m} — m*** o (Idx** % J**) — mT***’T o ([dX** % ]**> — mI***T'

12



(v) (L>]0,1], %) es reqular, pues factoriza mediante el producto de convolu-
cion a través de L' [0,1] x L>[0,1] — L>[0,1] .

(vi) Sea H espacio de Hilbert separable , C' (H) la clase de operadores com-
pactos y T (H) la de operadores traza. Si {e,} -, es base ortonormal
de HyT € B(H)" el valor de la serie Y00 (Ten, e,), al que denota-
mos tr (T), es independiente de la base que se considere. Precisamente
T(H) consiste de los operadores T € B(H) tales que |T| tiene traza
finita, en cuyo caso se escribe | T||, = tr (|T']). Asi (T'(H), |[o]|,) es un
espacio de Banach, |T|| < ||T||, ss T € T(H), T(H) C C(H) y hay un
isomorfismo isométrico suryectivo

n:T(H)— CH)*, n(T)(C)=1tr(CT).

(V. [111], Ch. VI, §6). Sea h : C(H)* — C(H), h = jon!, con
j:T(H)— C(H). Si S, Te€T(H),n(S)=syn(T) t

s(h(t)) = s(T)
7(8) (T)
tr (70 S)
SoT)
(T) (S)
(5)
(h(s))-
Asim (T,s) =Ton 1 (s), (T,s) € T(H)x C(H)*, define una forma bi-

lineal reqular como consecuencia del Teorema 2.14, y podemos concluir
que (T'(H),o) es reqular.

T

o~~~

tr

n
t
t

2.3. Sobre la no abelianidad de ((I'(Z),*)" ,0)

Ejemplo 2.19 (cf. [144])° Sea U = (I*(Z),*), donde * indica el producto
de convolucion usual. Entonces U no es Arens-regular. En efecto, sea

Coo (Z) = {)\EZOO(Z):EI lim A, y 3 h’rJrrl )\m}.
Consideremos las formas lineales 17, I~ sobre co (Z) definidas como

F(\) 2 lim A\,

m—+too

5V, [66].
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Por el teorema de Banach-Hahn ezisten extensiones LT, L~ € 1*° (Z)* de I*
y I~ respectivamente. En consecuencia, L* € 1® (Z)* y U** ~ I®(Z)*. Sea
Ao € Coo (Z) tal que Aog(m) = —1 sim € Z~, X(0) = 0 y Ag(m) =1 si
m € L. Seana € U y ey = {0pm}, ey €nU. Se sabe que {em},,c; €5 base
deU y como U es abeliana si m € Z tenemos

(€m, Ao@) = (€, aNg)
= (a * ey, \o)

= < Z a(r—m)eT,/\0>

r=—00

= < Z a(s) em+s,)\0>

0 sea

Aot = aXg = {— _2_: a(s) + Z a(s)} :

s§=—00 s=1—-m

Ademds Aoa € coo (Z) porque

Jim (aa) (m) = = 3 a(e) v lim(ga) (m) = 3 afs).

Por lo tanto, para cada a € I*(Z) tenemos

(a, L7 o) = (Moa, L7) = (Noa, ") = = > a(s)
{a,L* X)) = (Noa, L*) = (Xoa, 1) = Z a(s),

y deducimos que L™ XNy = (...,—1,—1,—1,...) y Lt X = (...,1,1,1,...) en
[°(C). Asi (Mg, LYTOL™) # (Mo, L"OL™) pues

(Ao, LYOL™) = (L™ X, L) = —1,
(Ao, L7OLYY = (L* X, L7) = 1.
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2.4. Unidades laterales
Proposicion 2.20 Sea U un dlgebra de Banach, E € U**.

(i) (a) E €Uy (U™,0) siysolosi(b) (fa,E) ={a,f)siacUy f el si
ysolosi(c) Ef = fsifeU”.

(i) (a) E € U;(U*,Q) siysolosi (b) (af, E) ={a,f)siacUy felU"si
ysolosi (c) fE = fsifelU*.

(iii) E e U; (U, O)siysolosi (Ff,E)=(f,F)si feU*y FelU*.
(iv) FeU; U™, O)siysolosi (fEVE)=(f,F)si feUy FelUd™.
(v) U, (U**,0) CU; (U™, Q).
(vi) Ug(U™,0) C U, (U™, 0).
(vii) Si U; (U**,0) UU; (U™, ) # & el anulador a derecha de U es trivial.®
(viii) Si Uy (U™, 0)uU, (U™, O) # @ el anulador a izquierda de U es trivial.
Demostracién 2.21 (ia =ib) Si E € Uy (U™*,0),aclU y f €U es
(fa, B) = (f,aE) = {f,u () UE) = (f,u (a)) = (a, f) -
(tb=ic) acU y f € U* tenemos
(a, Ef) = (fa,E) = (a, f).
(ic=1ia) Si feU" yF elU™ resulta
(f, FOE) =(Ef, F) = ([, F).
(ii) Es andlogo a (i).
(iii) Trivial.

(iv) Trivial.

5Indicamos
anizqg (U) ={z €U :ald = {0}}, anger (U) ={z €U : Uz = {0}}

a los anuladores a izquierda y derecha de U respectivamente. También escribiremos an ()
a la interseccion de ambos anuladores.
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(v) Dados E € U; (U*,0), F € U™, f €U* ya € U vemos que
(a, fE) = (af, E) = (w (a) f, E) = (f, EQw (a)) = (f, i (a)) = (a, f),
i.e. fE = f. Entonces
([,EQF) = (fE,F) = ([,F)
y concluimos que EOF = F.
(vi) Es andlogo a (v).

(vii) Sean E una unidad a izquierda para alguno de los productos de Arens,
a € anger (U). Por (v) podemos suponer E € U, (U™, Q) y por (ii)(b)
si f €U es {a, f) = (af,E). Como af = 0 obtenemos (a, f) =0 y

siendo [ arbitraria a = 0.

(viii) Es andlogo a (vii).

2.5. Representaciones de U™ en U*

Teorema 2.22 Sea U un dlgebra normada compleja.

Proposicién 2.23 (i) Hay representaciones naturales de (U™, 0) y (U, Q)
en U*, i.e. homomorfismos de dlgebras

L:U™0)—BU) yR: U™ 0)— BU),
de modo que L4, = L% o I¥ y R4,y = R% o RY{ s ®, ¥ e U™.
(i) T(@) < [ )",
(iii) L (U™) = [LM U)"]" siy solo si Uy (U™, 0) # 2.
(iv) R(u™) C [R*W)"]".
(v) R(U™) = [RYU)"]" siy solo si U; (U™, Q) # 2.

(vi) L definird un homeomorfismo entre (U**,0) y [LY (U)*] si y solo si
(U**,0) es unitaria.

(vii) R definird un homeomorfismo entre (U™, 0) y [RY (U)*]" si y solo si
(U, Q) es unitaria.

(viii) L serd un isomorfismo isométrico de (U**,0) sobre [LY (U)*]" si y
solo si la unidad de (U™, 0) tiene norma uno.
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(ix) R serd un isomorfismo isométrico de (U**, () sobre [RY (U)*]" si y solo
si la unidad de (U**, ) tiene norma uno.

(x) Dados ®, ¥ € U**, L (¥) — R(®) (i.e. ambos operadores conmutan en
B (U*)) siy solo si (Pa) OV = & (aV) para todo a € U. En particular,
esta condicion se verifica st U fuere regular.

Demostracién 2.24 (i) Si ® € U* hagamos L(®) = L{" y R(®) = RY’.
Fvidentemente L es lineal. Sean a € U, f e U*, &,V € U*™*. Entonces

Loy (f) (a) = {a, (209) f)

fa, ®00W)

{a,

= {

= (¥ (fa),®)
(Wf)a,®)
= (a,
= (I3

( ))
Ly') (f) (a),

de modo que L es homomorfismo. La otra afirmacion sigue andloga-
mente.

(ii) Es inmediato.

(iii) Si [LY (U)*]° C L(U*™) existe E € U™ tal que Idy~ = LY . Dados
a €U, f €U se tiene

(fa,E) = (a,Ef) = (a, f)
y E € Uy (U**,0) por la Prop. 2.20(i). Por otra parte sean dados
EeU,u=0) y Te[l"U.

Haciendo ® = E o T tenemos ® € U** y T = L (®). Precisamente, si
geU* ybel tenemos

T (g) (b) = (T'(g)b, E) (por la Prop. 2.20(i))
(T (gb),E) (pues T € [L U)"]")



(iv) FEs andlogo a (ii).
(v) Es andlogo a (iii).

(vi) La necesidad es evidente. Por otra parte, si E es unidad de (U™,00) y
st L (®) = Oy» dado h € U* se tiene

(h, ®) = (h, EO®) = (®h, E) = 0

pues Ph = Oy«. Como L es lineal y continua y por (iii) es ademds una
suryeccion entre espacios de Banach la afirmacion sigue del teorema de
la funcion abierta.

(vii) Es andlogo a (vi).

(viii) Es claro que la condicion es necesaria. Supongamos que (U**, ) tiene
unidad E de norma uno y dado T € [L* (U)"]" sea & = zfl(T).
Entonces

T @) = ey
o )
AeUx];=1

= sup |(PA E)| (por la Prop. 2.20(iii))
AeUx];=1

= sup [(L(®)(N),E)|

AeU*] =1

= sup [(T'(A), E)|

AeU*] =1

< sup (TN
AeU]=1

=T
Luego L y T son ambas contractivas y por ello L es isométrica.
(ix) Sigue andlogamente a (viii).

(x) Supongamos L (¥) — R(®) para ciertos ®, ¥ € U*™*. Dados a € U y
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A € U* tenemos

(A, (Pa) OT) = (TN, DOy (a)) (5)
(\Il)\)i) 1wy (a))
(R(®)oL(D)) (V)

(¥
(
(a.
(a, (L(¥) o R (D)) (A)
= (v
=
=

(A®) , 1y (a))
AP , Ly ( ) D\If>
A\, 0 (al)) .

La afirmacién reciproca sigue andlogamente como sigue observando (5).

3. Algebras de Banach Arens regulares

3.1. Teorema de caracterizacion

Teorema 3.1 (Cf. [106]; [38]; [143]) Sea U wun dlgebra de Banach. Son
equivalentes:

(i) U es Arens-regular.

(ii) Si ® € U** la aplicacién Ly (A) = ®UA definida para A € U™ es
(w*, w*)-continua.

(iii) S(i v E)Z/{** la aplicacién R§ (A) = AOQU definida para A € U™ es
w*, w*)-continua.

(iv) Si\ € U* laaplicacién RYY (a) = a) definida para a € U es débilmente
compacta.

(v) Si A € U* laaplicacion LYY (a) = Aa definida para a € U es débilmente
compacta.

(vi) (cf. [65]) Para cada par de sucesiones acotadas {a,} ., ¥ {bm}._, de
U se tiene

lim  lim (a,bm, A) = lim  lim (a,by,, A)
n—-+o0o0 m—-+o0o m—-+00 n—-+00

toda vez que los limites iterados estan definidos para cada \ € U*.
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Demostracién 3.2 (i = ii) Sean ® € U™, {A;},.;, una red en U** que
o (U™, U*)-converge a cero, X € U*. Entonces

0 = lim (A®, A;)
il
= lim (A, POA;)
il
— lim (), BOIA,)
iel
_ O(A.
= 11161111 (X Lg (A)).
(i = i) Idem a la anterior.
(it = iv) Fijemos A € U* y veamos que [U], X es débilmente compacta.
Sea {pn},— | una sucesion de elementos de U], X y sea {a,}.—; C U], tal

que ||ptn — apN|] < 1/n sin € N. Por el teorema de Banach-Alaoglu sean
{ni}re; € Nnfinita y U € U** tales que

U =o U U)- hm w (Gpy,) -

k—o0

St & € U™ tenemos

(an A, @) = (w (an,) A, @)
= (X, POy (ay,))
= <)‘7 L ( (ank)» — <)\, L5 (\IJ)> stk — o00.

Deducimos que Y\ = o (U*,U™) —limy_, o0 an, A. Como para ® € U™ yk € N
es

[, = WA, @) < [(pmy, — an A, R)| A+ [{an, A — WA, D)
< 12l /nx + [{an A = TA, )],

haciendo k — oo sigue que WA = o (U*,U**)-1img 00 fin, -

(iii = v) Idem a la anterior.

(v = i1) Sean ® € U™, {¥;},.; una red en U™ que o (U™, U")-converge
a cero. Veremos que o (U™, U*)-lim;c; LY (U;) = Oys. Para ello, fijados
AelU* yjeJ tenemos

(N Lg (F;)) = (A, @0¥;) (6)
= (I;\, D)

= () ().2)
<

), (R”“") (<I>)>.
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Como R{M es débilmente compacto, (Rf\”a*y* (U™) C s (U*) (cf. 15.33).
Sea pn € U* tal que (R%\{’wy* (®) = 1ty (1) . En obtenemos

(N La (95)) = (g, e (1) = (. 05)

y entonces lim;ec; (X, L (¥;)) = 0.
(i = vi) Sean {a,}, 1, {bm}o_, sucesiones acotadas de U de modo que
existen
¢ =w- lim ¢y (a,) y ¥ =w"- lim iy (by).

n—-+o00 m—-+00

La conclusion es inmediata ahora por la hipotesis de Arens reqularidad.

(vi = 1) Sigue de la Prop. 2.7(iii).

(v = i) Dadas ©, ¥ € U™ sean {aat,ca Y {bs}sep redes acotadas en U
tales que ® = w*-limea ty (o) y ¥ = w*-limpep 1y (bg) . Si A € U* podemos
suponer que hay una subred {bﬁ}BeBl yn €U tales que n = w-limgep, bg.
En consecuencia

A, ®OW) = 1im lfm (a,bg, A
(N, ) alglﬂler11<a 5y A\)
= lim lim

aIGA 5%31 <aa’ bﬁ)\>

= lim {4, 7)

= (n,®)
=i (0]
5?]?1 <bﬁ)\7 )

— lfm lim {a,bs, A
ﬂlggalg(a 5, A)

= (A, BT .
(v = i) Idem a la anterior.

Observacién 3.3 Por el Teorema 3.1 una forma lineal X\ € U* se dice débil-
mente casi periodica si el operador LZ){’M es débilmente compacto en cuyo caso

Rg’w, también lo serd. Indicaremos WAP (U) al conjunto de formas lineales

débilmente casi periédicas.”

3.2. Subalgebras y cocientes de algebras regulares

Corolario 3.4 Sea U un dlgebra de Banach Arens regular.

V. [40].
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(i) Toda subélgebra de Banach U de U es Arens regular.

(ii) Todo cociente de U por un ideal bildtero cerrado es Arens regular.

Demostracién 3.5 (i) Sea A € U* y veamos que R?’m* es débilmente com-

pacta. Para ello, sea j : U —U tal que j(x) = x para x € UV. Por
el teorema de Banach-Hahn existe A € U* tal que j*(A) = X. Si

a,x € B vemos que j*(aA) = aX. Luego U], A C j* ([U]1A>. Por
el Teo. 13.61(i) y el Teorema 3.1, como [U]; A es convezo yU es Arens

reqular entonces [U],; A es débilmente compacto. Como j* es (w*,w*)-

continua j* ([Z/{}1 A) deviene débilmente compacto. Como la topologia

w* es se-parada obtenemos V], A ) C j* ([Z/{}IA>, i.e. [U]; A es rela-
tivamente débilmente compacto.

(i) Sean I un ideal bildtero cerrado de U, my : U — U/I la proyeccion al

4.

cociente. Sean {s,} -, {tn} -, sucesiones acotadas de U/I tal que
existen los limites iterados

lim lim (s,t,, A) y lim lm (s,t,, \),

n—o0 Mm—00 m—00 N—00

con A € (U/I)*. Hay entonces sucesiones acotadas {an} >~ y {bm}r_,
tales que 7y (an) = Sp y 71 (b)) = tm para cada n,m € N. En conse-
cuencia, existen los limites iterados

lim Um (apbn, (77)"(N)) vy Hm Um (apbn, (77)" (\)),

n—o0 Mm—00

los que deben ser iguales porque U es Arens regular. La conclusion sigue
ahora por el Teorema 3.1(vi).

Productos de Arens y aproximaciones de
la identidad

Proposicién 4.1 Sea {e;},.; una aprozimacion acotada de la unidad a derecha
(resp. a izquierda) de un dlgebra de Banach U. Entonces (U**,0) admite
unidad a derecha (resp. (U**, ) admite unidad a izquierda).

Demostracion 4.2 Por el teorema de Banach-Alaoglu, pasando eventual-
mente a una subred eziste &g € U™ tal que 9 = w*-limcryy (e;). Sea
U e U™, digamos ¥ = w*-lim;c;b;. Si A € U* tenemos

(A, UOdg) = £1€H} llléIIl (bjei, \) = Elen} (bj, A) = (A, ).

La otra afirmacion se da andlogamente.
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Corolario 4.3 Sea U un dlgebra de Banach munida de una aproximacion

acotada de la unidad {e;},., . Entonces U™ tiene una unidad mizta, i.e. existe
E e U** tal que POFE = EQ® = ® para todo € U**.

Lema 4.4 (cf. [2]) Sea U un dlgebra de Banach munido de un abierto aco-
tado U con la siguiente propiedad: Dados a € U y ¢ > 0 existe u € U tal
que |la — ual| < e (resp. ||a — au|| < €). Entonces U posee una aprorimacion
acotada de la unidad a izquierda (resp. a derecha).

Demostracion 4.5 Sia,b € U indicaremos aob = a+b—ab. Dadose > 0 y
F e Py (U) con al menos dos elementos probaremos que existe w € UoU tal
que |la —wal| < € para cada a € F. Para ello, supongamos U C B [0, M| para
cierto M > 0 y sean ai,as € U elementos distintos. Sean u,v € U tales que
lar —uar|| < e/(14+M) y |lag — uas — v (az — uas)|| < €. Haciendo w = vou
tenemos

|lar — way|| = ||la1 — (v + u — vu) aq]|
< [lar — war ]| + [Jv (a1 — uad)|
< flar — war || (1 + [|o]])
< oy — wan | (1 + M)
<e,
laz — was| = [laz — (v + u — vu) as
<e.

Sin es un entero mayor que dos supongamos cierta la afirmacion para sub-
conjuntos finitos de U con al menos dos pero no mas de n elementos. Dados
ay,...,ane1 € U distintos y e > 0 sea z € U o U tal que

la; — za;|| < 2_1(1+M)725 sil1<j<n.

Sim = max {1/2, méx;<j<, ||a;||} seat € UoU tal que ||z —tz|| < e/ (2m)
Y ||ans1 — tans|] <e/(2m). Si 1 < j <n tenemos

la; — taj|| < |la; — 2a;]| + ||2a; — tza;]| + |[tza; — ta;]
S ——
2(1+M)* 2 2(1 4 M)?

g
< —— (14 2M + M?
_2(1+M)2(+ + M?) +

:é‘,

€
2
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Y ||ans1 — tans1|| < e pues 2m > 1, i.e. vale el paso inductivo y sigue la afir-
macidn. Sea Py (U), la clase de partes finitas de U con al menos dos elemen-
tos. Para (n, F) € NxP; (N), sea ug,r) € UoU tal que ||a — aup,p)|| <n™?
para cada a € F. Ciertamente {u(mp)}(n’F)eprf(N)* define una aproximacion
acotada a izquierda de la unidad si para (ny, F1) , (ng, Fy) € NxPy (N), hace-
mos (ny, F1) > (ne, F3) si y solo si ny > ny y Fy C Fy. La otra afirmacion

sigue en forma andloga.

Proposicién 4.6 (cf. [37]) Un dlgebra de Banach U munida de una unidad
mizta tiene aprorimacion acotada de la identidad.

Demostracién 4.7 Sea E unidad mizta delU, digamos E = w*-limge, 174(ay)
para cierta red acotada {as},., deU. Sib €U tenemos

(b)) = 1y () OF = 134(b) = w*-1im (bay) .

seo
seg) es acotado y b € Ub"”. Por el Teo.
13.61(i) sigue que b € Ub y por el Lema 4.4 U posee una aprorimacion
acotada {e;};,., de la unidad a izquierda. Asimismo U posee también una
aproximacion acotada {fj}jeJ de la unidad a derecha. Finalmente, es fdcil

ver que la red {— (f; o ei)}(i i)erxs €S una aprozimacion acotada de la unidad
de U.

Luego el conjunto U = co ({as}

5. Productos de Arens en algebras duales

Teorema 5.1 39 (Cf. [49]) Sea U un dlgebra de Banach dual con predual U,
i.e. Uy, es unU-submodulo cerrado U, de U* tal que (Z/l*)* ~ U, donde ~ indica
isomorfismo de espacios de Banach. Entonces U** ~ UK (U)°, donde U™ se
considera con cualquiera de los productos de Arens, i.e. U** se realiza como el
producto semidirecto de la subdlgebra de Banach U y del ideal cerrado (U,)° .
Ademds, si wy, : Uy — (U)™ es la inmersion isoméltrica natural entonces
()" : U™ — U es un epimorfismo.

Demostracion 5.2 Si ® € U™ podemos escribir

® = [® —uy (1) (P))] + () (P))-

8 Palabras clave: /flgebms de Banach duales. Preduales. Productos semidirectos. Radical
de Jacobson.

oV, [35].
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Notemos que (14,)" 0 1y = Idy. En efecto, sia € U y X € U, tenemos

(A ()" 0 ) (a)) = ((ua) () s (@)
= {a, () (V)
=(\a).

Es inmediato entonces que (1,)" es suryectivo y U™ = ker (14, )"] @Lu U).

Mds ain, notar que ker [(1,)"] = (i, Us))° . En consecuencia, todo elemento
O € U** determina inicas componentes ag € U y Py € (1, (Us))° de modo
que ® = 1y (ag) + Po. Si ademas ¥ € U** habrd de ser entonces

oW = Ly (aq;.aq;) + [CI)OD\IIO + <I>0aq, + CL@‘I’O] . (7)
Ahora,
()" (tu (ap) Oy (aw)) = ()" (wi (asay)) (8)

= (Lu*)* (u (as)) (Lu*)* (u (ay)) .

Notando que 1y, es un homomorfismo de U-mddulos también lo es (uy,)". En
consecuencia,

(t24.)" (@00t (aw)) = (ur.)” (Poaw) (9)
= (t,)" (®o) ay =0

y andlogamente
()" (i (ap) OWo) = as (ur,)” (Yo) = 0. (10)
Ademas, si ®g = o (U, U*) — limuea iy (an) y X € U, entonces

(A (12.)" (D0W0)) = (s, (A), 2oOT) (11)
= <‘I/0Lu* (>\) 7@0>
= lim (Wotzs, (A) s 4 (aa))

= lim (A, (1) (s (@) OTg)) = 0.

De (7), (8), (9), (10) y (11) deducimos que (1,,)" es un homomorfismo al-

gebraico y sigue la tesis.

Corolario 5.3 (i) (i) [rad (U**,0)] C rad (U).
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(i) SiU es semisimple entonces rad (U**,0) C (1, (Us))°.

Demostracién 5.4 (i) Si ® € rad (U**,0) veremos que U-a C ¢ — Inv (U)
donde a = (110,)" (®). Sean b € U y ¥ € U** tal que b = (1g,)" (V).
Como U*P C ¢ — Inv (U**) existe A € U™ tal que

A (WOP) = (POP) TA = A + WO, (12)
Sic= (4,)" (N), como ()" es un homomorfismo de (12) obtenemos
¢ (ba) = (ba) c = ¢ + ba,

i.e. ba es cuasi-inversible y c es el correspondiente elemento cuasi-
inverso. En consecuencia, a € rad (U) .

(ii) FEs inmediato.

Ejemplo 5.5 Si X es un conjunto infinito las dlgebras de Banach U=ZIP (X),
1 < p < o0, con el producto coordenada a coordenada son Arens-requlares.
Esto es inmediato si 1 < p < oo ya que entonces se trata de dlgebras refie-
zivas. Por otra parte, con la notacion del Teorema 5.1, U, = co (X). Cier-
tamente U, es un U-submddulo cerrado de U* ~ 1*° (X). Bastard ver que en
toda expresion como en (7) se tiene ®oLWo+ Poay +aeWo = 0, y puesto que
U es abeliana serd en consecuencia Arens-reqular. Precisamente, tenemos
Dy € 1™ (X)" tal que g |eox)=0 y ay € I* (X). Si A € [® (X) tenemos

<)\, CIDan,> = <CL\1;)\, q)o> =0

pues agX € 11 (X) y ' (X) — ¢ (X). Andlogamente, agVy = 0. Ademds,
para cierta red {bg},. p de 1 (X) podemos representar ®q en la forma

Do = o (I (X)" 1% (X)) ~ lim sy (bs).

de modo que

(N, Do) = (WA, Do)
= EEI?B (bg, UA)

= lim (A, bgW¥y) = 0.
,3161%< y UB 0>
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6. Cuando (y(U) es ideal en el espacio bidual

6.1. Teorema de Watanabe

Teorema 6.1 (cf. [135])!°'Y Sea U un dlgebra de Banach. Entonces iy (U)

es ideal a izquierda de (U**,0) si y solo si R, es débilmente compacta para
cada a € U.

Demostracién 6.2 (=) Fijado a € U sea {y,}.., € R, [U], . Por el Teo.
13.61(i) para cada n € N sea z,, € [U], tal que ||y, — zpa| < 1/n.
Por el teorema de Banach-Alaoglu, existen ® € U™ y una subsucesion
{ni}re, de manera que ® = w*-limy_,o 1y (xn, ). Por hipdtesis, existe
beU tal que 0y (a) = 1y (b) . Por lo tanto si X € U* tenemos

(b, \) = (A, @0y (a))

= (a\, D)
= kh'm (T, aN)
= kh'm (T, a,\)

= lim (Yn,, \),
k—oo
o bien b = w-limy_. Y, vy la condicion es necesaria.

(<) Sean © € U™, ¢ € U. Eziste una red acotada {z},., en U tal que
O = w*-lim,e, 1y (25) - Por hipdtesis hay una subred {z, c}, ., v algin
elemento d € U tales que d = w-lim, ¢,, (25,¢). Si A € U* tenemos
entonces

(X, 000y (c)) = (cA, ©)

= lim (z,,,c\)
S$1€01

= lim (z5,¢,\)
S1€01

= <d’ )‘>
= <)‘7 tu (d)> )
i.e. O0uy (¢) = w (d) y sigue la tesis.
Observacion 6.3 Con el mismo razonamiento, se deduce que U es ideal

bilatero de U** si y solo si U es débilmente compacta, i.e. si y solo si Ly, Ry,
son débilmente compactas cualesquiera sean a,b € U.

10 Pglabras clave: Formas lineales casi periddicas. Operadores débilmente compactos.
1y, [47], [60].
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Corolario 6.4 Sean U un dlgebra de Banach, W una subdlgebra cerrada e I
un ideal cerrado. Si u (U) es ideal a izquierda en (U**,0) entonces 1y (W)
e wyr (U/I) son ideales a izquierda en (W**,0) y en (U/I)™ ,0) respecti-
vamente.

Demostracién 6.5 Fijemos a € W yn € U/I. Veremos que RV y R%{/I
son débilmente compactos. Por el Teorema de Eberlein-Smulian bastard ver
que st {x, )02y {ftm}_, son sucesiones acotadas en W y U/I las suce-
siones {xna}" y {mn}oe_, tienen algin punto de débil acumulacion. En
efecto, {x,}>7 | es acotada en U y como B es débilmente compacta hay una
subsucesion {ny},., tal que existe b = w-limy_, (z,,a) en U. Como W es
débilmente cerrado, b € W. Ahora, sip : U — U/I es la proyeccion al co-
ciente podemos hallar una sucesion acotada {yn}_, tal que p(Ym) = fm
para todo m € N. Sean también z € U tal que p(z) = 1 € {Ym, },-, una
subsucesion de {ym}-_, de manera que existe t = w-limy_ o0 (Ym,, 2) . Final-
mente, dada A € (U/I)" se tiene p* (A) € I° (V. Prop. 12.38(viii)), como
I° CU* yp es un homomrfismo escribimos

(p(t), A) = lim (y, 2, p* (A)) = Hm (g, A)

0 sea p(t) = w-limyp_, o0 (ftm,N) -

6.2. Aplicaciéon a formas lineales casi peridédicas

Teorema 6.6 (V. [131], Th. 3.1) Sea U un dlgebra de Banach con aprozi-
macion acotada {e;},.; de la identidad e indiquemos

LU ={feu: feleaflici},
Entonces:
() LU = Uuu*.
(i) WAP (U) C 1(U*) 2.
(iii) Si ¢(U) es ideal a izquierda de (U**,J) entonces WAP (U) = [ (U*).

Demostracién 6.7 (i) Por el teorema de Cohen UU™ es cerrado en U*.
Luego por el teorema de Mazur sigue la inclusion C . Ademds sia € U,
feu* ei el resulta

lei (af) —afll = ll(eia) f — afll = [[(eia — a) fI| < [leia —all | £1
y sigue ensequida que af € [(U*).

12V, la Observacién 3.3.
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(ii) Si f € WAP (U) hay alguna subred {e;},_; de {e;},.; tal que para cierto
g € U es g = w-limjey(e;f). Luego g = w*-lim;c; (e;f) y por ello
g=f, de donde f €1 (U*).

(iii) Sean dadosa € U y f € U*. Si 1y (U) es ideal a izquierda de (U**,0) por
el Teorema 6.1 R, es w-compacto. Ademas la aplicacion R?’u () =xf
de U en U* es de tipo (w,w), de modo que

U], (af)" = (U] a)
=R, (U, f
C R, (U],) f
= B (RU)")
= B (R(U)")

y deducimos que [U], (af) es débilmente relativamente compacto, i.e.

af € WAP ().

Corolario 6.8 Si U es dlgebra de Banach con aproximacion acotada de la
unidad tal que s (U) es ideal bildtero de (U**,0) resulta UU* = U'U. Si
ademds U fuere reqular sera U* = UU* = UU.

w

w

w

6.3. Respecto al algebra de operadores aproximables

Teorema 6.9 (cf. [185], Th. 4)Sea A(X) el dlgebra de operadores lineales
acotados uniformemente aproximables por operadores de rango finito sobre
un espacio de Banach X. Son equivalentes:

(i) X es reflexivo.

(ii) tacx) (A (X)) es ideal bildtero de (A (X)™,0).
(iii) s4x) (A (X)) es ideal a izquierda de (A (X)™,0).
(iv) rax) (A(X)) es ideal a derecha de (A (X)™,0).

Demostracién 6.10 (i = ii) Seanz € X, z* € X*, ® € A(X)™. Hay en-
tonces una red acotada {T;},.; en A(X) tal que ® = w*-lim,er Lax) (17) -
Entonces

(I)DLA(X) (1‘ ® x*) = w*_liierlll LA(X) (Tz) DLA(X) (37 ® :C*) (13)
= w-lm o yx) (Ti o (¢ © 27))
1€

= w'-lim o (L) © 2).
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Como {T;(x)},.; es acotado en X y X es reflexivo hay una subred
{T;, (z) }jEJ tal que
—w—1imT},
Yy =w jlg}l i, (1)

para ciertoy € X (V. [21], Th. 4.2). Dado A € A(X)* consideremos
la forma lineal continua z — A ((z © 2*)) en X*. Por (13) tenemos

</\,<I>DLA(X)(x®x*)>—hm<( i) ©@x"),\)

—11m>\( 3 () © %)
=A(yoz7)
= (M tax) (y @ %)),

ie. P0eacx) (2 © 2%) = 1ax) (Y © &%) e tax) (A(X)) es ideal a izquier-
da. Ademds

tax) (z ©2™) 0P = w*-liier? tax) (x © ™) Ouaxy (13) (14)

=w _liler?LA(X) ((I (O ) OTi)

= w-lim g (2 © T7(27))
Puesto que X* resulta reflexivo y {1} (2*)},.; es acotado en X* hay
alguna sebred {T;; (x }keK débilmente convergente a algun y* € X*

(V. [21], Th. 4.2). Si X € A(X)" consideramos ahora la forma lineal
continua z* — X (x @ z*) en X** y por (14) escribimos

(A tagx) (2 ©27) 0@) = lim (2 © T (27), A)
- i (5 0 T3 o)
= Az oy
- </\7 LA(X) (ZL’ ®© y*>> )

B.e.tax) (T @) 0P = 14x) (2 © y*) etax) (A(X)) es ideal a derecha.
(11 = 1ii) Ewvidente.
(i1 = iv) Evidente.

(tii = i) Sea G € X** y fijemos vy € X, xf§ € X* tales que (vo,z) = 1.
Side A(X)" yx e X escribiremos N (z) = (z ® x5, \), con lo cual
M e X+, Asi si G*(N) = (M, G) vemos que G* € A(X)™ y por
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hipdtesis existe T € A (X) tal que GFOuax) (0 © 25) = tax) (T) . Es
facil ver que Z = {x ©® xf : x € X} es subespacio cerrado de A(X). Si
fuere T & Z por el teorema de Banach-Hahn habria algin p € A(X)*

tal que p(Z) = {0} y

7# (T, ) (15)
= (u, G#DLA(X (z0 ® )

= (Lax) (2o © §) 1, G7)

= ((o @ xh) 1, G7) .

Pero si S € A(X) vemos que
(5, (w0 © 25) p) = (S (w0 © w5) , ) = (S (w0) © x5, 1) = 0,

i.e. (w0 © x5) pb = 040x)*, por lo que (15) no es posible. Eriste entonces
Yo € X tal que T = yo © x§}, de modo que

(yo ® x5, 1) = (0, G*Dracx) (x0 © 7)) (16)
= (Lax) (zo © 25) n, G¥)
= G¥ ((zo © 23) m)

= ([wo @ w5)n]* &)

para todo n € A(X)". Dado xz* € X* el funcional A\« : Z — C tal
que A+ (x © x5) = (z,2*) puede extenderse, por el teorema de Banach-
Hahn, a un funcional Ay € A(X)". Ademds si x € X es

(20 © a) A ] (2) =

ie. [(z0 ® x%) Ape]” = 2*. Por (16) resulta

(", G) = ([(w0 © w5) A TF . G)
= (Yo © g, Ayx)
= (Yo © 75, Ay+)
= (Yo, 2"),
0 bien G = 1x (yo) y X es reflexivo.
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(iv = i) Fijemos o € X, xf € X* tales que (xg,x§) = 1. St M € X** y
A€ A(X) sea N € X, N (2%) = (vo ©®2*,\). Hagamos también
M’ € A(X)™ de modo que M’ (X) = (N, M). Por hipétesis existe
S € A(X) tal que tax) (xo ® x5) OM" = 14x) (S). En analogia a la
demostracion anterior, serda S = xo © y3 para cierto y5 € X* y se
concluird luego que X* es reflexivo.

6.4. Respecto al dlgebra L! (G)

Proposicién 6.11 (Cf. [134], Prop. 4.1) Sea G un grupo localmente com-
pacto. Si vpiqy (L' (G)) es ideal bildtero en (L' (G)™,0), G es compacto.

Demostracién 6.12 Si G fuere no compacto mg (G) = +oo, donde mg es
la medida de Haar de G (cf. [73], §15, Th. 15.9). Por la regularidad de la
medida de Haar existe C; C G compacto tal que mg (Cy) > 1. Sin € Ny
y suponemos hallados conjuntos compactos disjuntos C,,,,,C,_1 de medida
mayor que uno, como G — U!_'C; es abierto de medida infinita nuevamente
por la regularidad de la medida existira un compacto C,, contenido en este
conjunto con medida mayor que uno. Queda definida asi una sucesion dis-
junta infinita {C;};2, de compactos de medida mayor que uno. Sin € N
indicaremos Cy = UL Cy, y sea C' = U2, C;. Entonces cada Cp,y es com-
pacto y C' es a-compacto. Por hipdtesis, si ® € L' (G)™ existe y € L'(G) tal
que P01y (Xoy) = trye) (y) - Sin € N tenemos

<y7 XC(n)‘Cl> = <Xc(n)'c17 q)DLLl(G) (X01)> - <XCIXC(n)'Cl7 (I)> : (17)

Ademas YXCiny-Cr — YXc.cy €n todo punto y ‘ch(n).Cl‘ < |y| en casi todo

punto. Por el teorema de convergencia mayorada de Lebesque de (17) resulta

lim <X01 * XClnyCrs q>> = (Y, xc-cn)

= (xc.cy, 0y (Xar))
= <XC1 * Xc-Cr) q)> )

i.e. Xoy * X0y = w-lm, oo Xey * Xoy,y-cr- Bn general, dados x, z € LYG) y
f € L™ (G) podemos aplicar el teorema de Fubini y asi

(z,2f) = (2, [)

= [ ([ =62 (7 ama(s)) samo
= [ ([ 2670 smats)) dima ()
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Luego en casi todo punto s € G resulta
(@f)(s) = [ 2 (s74) Flt)dmal® (18)
G
= / x (u) f(su)dmeg (u) .
G

Mds aun, vemos que
@) 6 = @l =| [ () ~2 () fana)] (9
< |1 fll o /G |z (v) — @ (u'sv) | dv

= [lz —uwrs 2y 1 fll oo -

Por la continuidad de la aplicacién v —, x de G en L*(G) por (19) deducimos
que f € Cy (GQ). Ademds por (18) dado s € C resulta

(xerxea) (9) = [ xee (su) dme(u) =me (Cr) > 1
C1

En consecuencia xc,Xc.c, ¢ Co(G) pues C, teniendo medida infinita, no

estd contenido en compacto alguno. Por otra parte, si n € N por (18) clara-

mente

(XCI * XC(7L)'CI> (S) = L Xc(n)'cl (SU) de (U) = 0

sis ¢ Cry-Ch- Crt e xo * XCpyC1 € Co (G) . Pero xo, * xXc.c; € Co(G)
y por el teorema de Mazur, siendo Co(G) cerrado, xc, * xc.c;, € Co(G) en
contradiccion con lo anterior.

7. Respecto a algebras de operadores

Teorema 7.1 3 (cf. [78], Lemma 2) Sean E, F espacios de Banach. Si F
tiene una aprorimacion m-acotada de la identidad hay un isomorfismo de
B(E,F) en K(E,F)™, el que serd isométrico si m = 1, que extiende a
UK(B,F)-

13 Palabras clave: Aproximaciones m-acotadas de la identidad.

HMRespecto a semiregularidad de dlgebras de operadores compactos v. [63]. Por condi-
ciones de regularidad de dlgebras de operadores v. [32]; respecto a bidualidad y regularidad
de cocientes del algebra de Fourier v. [57], [59]. Respecto a regularidad de dlgebras de o-
peradores recomendamos consultar [34] y [33].
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Demostracién 7.2 Sea {a;},., una aprozimacion m-acotada de la identi-
dad de F. Pasando eventualmente a una sebred, por el teorema de Alaoglu
existe U € K (F)™ tal que

U =w* — lilen? ey (aq) -

Dadost € B(E,F) y¢ € K(E,F)" sea f4(c) = ¢(ct), c € K(F). Entonces
fte € K(F)" y escribiremos

A(t)(0) = (frp, V) = 1116151 (ai, frg) = liier?qzﬁ(ait). (20)

Claramente (20) define una aplicacion lineal A(t) : K(E,F) — C. Como
para 1 € I se tiene

|6 (ait)| < |9l llaitl < o]l [la:ll Ll < m (o]l ]2l
es |A(t) (@) < mlol It i-e. A(t) € K(E, F)™ y
A @] < m ]l (21)

Asimismo, A es C-lineal y deviene acotada. Ahora, si v € [E],, y* € [F*], y
ke K(E,F) sea(k)=y"(k(x)). AsiT € [C(E,F)], y

ly* (t(x))] =

lim y* ((a;t) (x))’ (22)

lil’ér?T(ait)
= [A @) (7)]
<A@

Por (22) obtenemos

[t = sup [[t(z)[| = sup sup [y*(t(z))| < [[A@)] . (23)
z€[F], z€[E], y*€[F*],

De (21) y (23), t es isométrica si m = 1. Finalmente, sit € K(E,F) es
inmediato que ||a;t —t|| — 0 en K (E,F) y por (20) si 9 € K(E,F)" es

A(t) (@) = (t) = (b, ter) (1)),

o sea A(t) = tee,r) (t)-
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Observacién 7.3 Si E = F la aplicacion A : B(E) — K (E)™ no es,
en general, un homomorfismo de dlgebras. P. ej., con la notacion usual, si
E=1"(N)seab=e; ®u conu=(1,1,...) en [®(N) y si n € N hagamos

n
Ay = E e;©ej, ¢, =610 ey,
j=1

Como dist <b, @nel\o > 1 por el teorema de Banach-Hahn existe f € K (E)”

tal que f(b) =1y f(c,) =0 sin € N. Como Idg = s-lim,,_., a,, por el teo-
rema de acotacion uniforme {a,}. -, es acotada en K (E). Por el teorema de
Alaoglu hay una subsucesion {ny}r., de forma que I = w*-limy_.o0 tic(p)(an, )
para cierto [ € K (E)™ . Entonces [ = A (Idg) y ademds

(f; A(b) OA (Idp)) = (f, A (b) DA (Idp))
= (Lf,A(D))
= ]glirg; <ankb? If)
~ lim (7 (0n ). )
= <fb7 [>
= kliIg) <ank7 fb>

= lim (bay,, f)

k—o00

= kli[go <Z (61 © U) (ej © ej) , f>

j=1

n
= Jim, <Z€1 @ej’f>

j=1
=0.
Por otra parte,
(FA@®) = Jm {a,b,f) = (0. ) = 1
de donde sigue la afirmacion.

Teorema 7.4 (cf. [72], Th. 4.1, 4.2, 4.3) Sea E espacio de Banach de modo
que IC(E) tiene aprozimacion débil m-acotada de la unidad {a;} y w*-
conver-gente en K (E)™, digamos A = w*-lim;er tcp) (a;) -

el

(i) Hay una inmersién A : B(E) — K (E)™, que extiende a tx(g), la que es
isométrica si hay alguna subred {aij }je , tal que ||aij H — 1.
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(i) Sis€ B(E),t € K(E), {l;},.; es unared de K (E) tal que
t = wot- £1€n} ti vy A(s) =w" glg} () (L)) (24)
entonces s = .
(iii) A : B(F) — (K (E)™,0) es un homomorfismo.
(iv) Dado F € K (E)™, F € ran () si y solo si
ANIdg)OF = F y Uier {a;F, Fa;} C ey (K (E)). (25)

Demostracién 7.5 (i) Sit€ B(E) y f € K(E)" sea

fi(c)=f(ct) sice K(F). (26)
Como f, € K (E)" existe
MO () 2 (i A) =lim f (a). (27)

A es C-lineal y [A(2) ()] < m[t][ [1f]], i.e.
A eR(E)T y A <mlt].

Como {a;},., es aprozimacion débil y acotada de la unidad de KC(E) ,
de (27) sigue ensequida que X extiende a k). Six € [E],, «* € [E*],
sea c € [K(E)], tal que c(x) = z. Sii € I tenemos

" (ai (2)) = 2" ((aic) () = a2 (ai€),
donde g, .~ (k) = 2* (k(x)) sik € K(E). Como gy .+ € K (E)" deduci-

mos que
2” (2) = 27 (¢(2)) = goar (¢) = U gy (a5¢) = lma™ (a; (2)), (28)
0 sea
r=w-lima; () en FE. (29)

i€l
Reemplazando x por t (z) en (28) resulta
2* (t(x)) = lima* (a; ( (2)))
1€
= lima* ((ast) (@)
= liler? Gz (Qit)

= A1) (9a00)

Y como g, .~ € [K(E)], entonces |z* (t (z))| < ||A(¢)||. Inferimos asi que
It < [|A ()| v sigue enseguida la afirmacion.

36



(ii) Con la notacion anterior, sean x € E, x* € E*. Entonces

= limgeo- (t5) (por (24))

= %iEIT]l <gac,ar*7 LK(E) (t])>

= A(8) (gua+) (por (24))
= lierllqu7$* (a;s) (por (27) cont =35y f = Gua)

= lim " (a (s (1))
=" (s (x)) (por (29),
de donde sigue la afirmacion ya que x y x* son cualesquiera.
(iii) Sean s,t € B(E), f € K(E)", b€ K(E). Entonces

(b, A1) f) = {fbo, A (1)) (30)
= hm (a;t, fb)

(b(ait), f)
= hm ((ba;) t, f)
= hmf (ba;) (por (26))

= 1 (0)
= f(0t).
Finalmente, usando (30) es

(A () DX (@) = (A (2) f, A (s))
= lim (a;s, A (t) f)

el (
s)1t)
)

= hm

—hmf((
—hmf(al( t)

el

= ([, A(st)) .

(iv) Por (iii), puesto que A extiende a i) y K (E) es ideal bildtero de
B (E) la condicion es necesaria. Reczpmcamente sea F € K(E)" y
asumamos (25). Si f € K(E)", como X (Idg) = w*-lim;er tcm) (a;) y
los productos de Arens son w*-lateralmente continuos tendremos

(f.F) = (£, A (Idg) OF) = lim (£, 0,F). (31)
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Si fuere ' = X\ (t) para cierto t € B(E) seria también

De (31) y (82) bastaria que a;F = i) (ait) para todo i € I. Por
hipdtesis, fijado i € I existen b;,c; € K (E) tales que txg) (b;) = a;F e
k(e (¢;) = Fa;. Deberia ser entonces b; = a;t, y por (29) obtendriamos

T (a; (x)) = w-limb; (a; (x)), j€I, v € E. (33)

icl

El limite en (33) efectivamente existe: Parai,j € I, © € E y x* € E*
es

z* (bz (aj (.73))) = ga]-(;t),a:* (bz) = <gaj(a:),;v*7 LK(E) (bz)> = <ga]-(ac),ac*7aiF> .
(34)
De (31) y (34) obtenemos
i (s (0 (2)) = 4 (010 05F) = (010, F)-

el

Por (29) el subespacio V' = (a; (¢)),c; ,cp €5 w-denso en E. Extende-
mos T linealmente para v € V- mediante T (v) = w-lim;e; b; (v) . Como
parai €l yv eV es

16z (I < il o]l < flaall |E[H[oll < m[[E[ o]l

T es acotado sobre V.. Como por el Teorema 13.61 V es denso en E
entonces T' se extiende naturalmente a un elemento T € B (E). Ahora
sitel,
w1 1 ) (bja;) = w*-lim [(a; F) a;

= w’-lim [a; (Fa;)]

= Fai

= lK(E) (ci)

=\ (Cz) 3

y por (33) ta; = wot-limjer (bja;). Por (i) deducimos que ¢; = ta;
para cada i@ € I. Mds aiun, sii,j € I tenemos bja; = ajc; pues L1 es
asociativo e gy es un homomorfismo. Luego st x € I resulta

(a;1) (@i (z)) = (a;¢:) (2) = (bja:) () = bj (@i (x)) .
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Asi ajt y b; coinciden sobre V' y podemos concluir que a;t = b;.*>'0

8. Relaciones con dobles centralizadores

Sil™® 1f es un algebra asociativa compleja indicaremos D (U) al dlgebra de
centralizadores dobles, i.e. D (U) consiste de los pares de aplicaciones lineales
(L, R) de U en U tales que zL(y) = R(z)y,

L(zy) = L(x)y y R(xy) = vR(y) (35)

para todo x,y € U. En particular, L y R se dicen centralizadores a izquierda
y derecha de U si satisfacen las condiciones de (35) respectivamente. P. ej.,
(Ly,R;) € D(U) donde L, (y) = 2y y R.(y) = yx si 2,y € U. Con la
estructura natural, D (i) es un espacio vectorial complejo. Més atin, D () es
un algebra compleja si para (Ly, Ry), (L2, R2) € D (U) definimos su producto
en D (U) como

(Ll, Rl) (L27 Rz) = (Ll o Ly, Ryo R1) .

SiU es un algebra normada escribiremos Dg () a la clase de centralizadores
dobles (L, R) € B(U) x B(U), munida de la norma

I(L, R)|| = maéx {[[Z]], || RI[} -

Si ambos anuladores!® de U fueren nulos todo par (L, R) de funciones de
U en U tales que zL(y) = R(x)y si x,y € U serd un centralizador doble
(V. [102], Th. 1.2.4(a)). Si ademdas U fuere un &lgebra de Banach por el

15Si X es espacio de Banach tal que B (X) es regular, X ha de ser reflexivo (v. [143], p.
107). Si G fuere un grupo localmente compacto hay un espacio de Banach reflexivo X tal
que L' (G) es isométricamente isomorfo a una subalgebra de B (X) (v. [143], Th. 4). Luego
B (X) podria no ser regular atin cuando X no sea reflexivo y el bidual de dlgebras regulares
podria no ser regular (v. [143], Corollaries 1-2). La determinacién de qué espacios reflexivos
X son los que B (X) es regular es un problema delicado (v. [34], [33]), la respuesta requiere
de la nocién de super-reflexividad (cf. [76]). En [143] se ve asimismo que si X es reflexivo
toda subdlgebra cerrada de K (X) es regular y, si U es un dlgebra de Banach regular existe
X espacio de Banach reflexivo tal que U es isométricamente isomorfa a una subalgebra de
K(X).

16Gi X es espacio de Banach reflexivo lds dlgebras de Banach X®X*, N (X), K(X) y
A (X)) son regulares (cf. [143], [132], [101]).

17 Palabras clave: Centralizadores dobles. Anuladores a izquierda y derecha de un &lge-
bra. Unidades mixtas. Idealizadores.

18V, [88], [137], [138], [29], [95], [96], [128], [127], [35], [136].

YRespecto a anuladores ver la nota en el Teorema 2.20(viii).
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teorema de gréfico cerrado tendremos Dy (U) = D (U), y D (U) es algebra
de Banach unitaria (V. [102], Th. 1.2.4(b)). En particular, queda definido
un homomorfismo natural de dlgebras b : Y — D (U), b (z) = (L., R,) para
cada x € U. Notar que ker (h) = an (U). Si U fuere una *-dlgebra también
lo serd D (U) si hacemos

(L,R)" = (R%,L°) si (L,R) €D U),
donde en general T<(x) =T (z*)" para T € L(U) y v € U2

Teorema 8.1 Si U es x-dlgebra de Banach Dg(U) es isométricamente x-
isomorfa a sendas subdlgebras cerradas de D (U**,0)) y de D (U™, D)) .

Demostracién 8.2 Sea D : D(U) —D ((U*,0)), D((L,R)) = (L**, R*).
Dadas ®,V € U™, X € U* y o € U es fdcil ver que \R(z) = L* (\x)
en U*. Luego R* (WA) = L™ (V) X y por lo tanto R*™ (®) W = ¢OIL** (V).
Asimismo es facil ver que L™ y R** son centralizadores a izquierda y derecha
de (U**,0) respectivamente. Inferimos que (L**, R**) € D ((U**,0)) y D
estd bien definido. Es inmediato que D es homomorfismo isométrico de dlge-
bras y es *-homomorfismo, lo que sequird si probamos que (T<)" = (T**)"
cuando T € B(U) . En efecto, con la notacion anterior tenemos

A (T)7 (@) = (A [T (27)]7) (36)
= (v, [T (@9))
</\< T ((I)<1)>
= (T*(39), &%)
= ([T"(\9)]7, @)

Ademds

= (1" (z), A
= (z,(T7)" ().

20También si A € U* y ® € U** y M € B(U*™) quedan definidos A< € U*, ®< € U** y
M< e B(U*™), donde

(2, X%) £ (2%, X), (A, @) 2 (N7, @) y M= (@) = M (&7)”
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i.e. [T*(A)]™ = (T<)"()\) y por (36) obtenemos
A (T)7 (@) = (T7)" (V) @) = (A (T7)7 ()
y sigue la afirmacion en el primer caso. El resto es andlogo.

Corolario 8.3 (i) Si U** tuviere alguna unidad mizta E y (L, R) € D(U)
resulta

O O *x _ pl _ pO

(i) Si (U™, ®) tuviere unidad E dado (L,R) € DU), L™ (E) = R*(E) y
D ((L,R)) =h® (L™ (E)), donde ® denota cualquiera de los productos
de Arens.

(iii) Si (U™, ®) tuviere unidad E queda definido Dg : DU) — (U™, ®)
homeomorfismo, el que serd isométrico si y solo si | E|| = 1.

Demostracién 8.4 (i) Si ® € U** tenemos
R*™ (®) = R* (P0E) = ®OR™ (E) = (RRe(i)) (P) -
De la demostracion de la Prop. 4.6 hay una red acotada {e;},., enU tal

que E = w*-lim;es 1y (€;) y para todo y € U se tiene y = w-lim;e; (ye;) .
En consecuencia, si A\ € U* y x € U escribimos

(x, L™ (E) \) = (L* (\x) , E)

i.e. L™ (E) X = R*(\). Luego
(A, @OL™ (E)) = (L™ (E) A, ®) = (R*(A), ®) = (A, R™ (D)) .
El resto sigue en forma andloga.

(ii) Es inmediato.

41



(iii) Basta hacer Dy = hg'oD. Como Dy (Idy, Idy) = E, si Dy es isométri-
co entonces ||E|| = 1. Reciprocamente, si (L, R) € D (U) tenemos

[1Ds (L, R)|| = L™ (B)I| < [IL*]| = ||ILI| < [[(L, )] -
Ademds si ® =0, x € U], y X € [U*], escribimos

(L(), > z, L (N)) (37)
L*(A), w (x))

L*(A), EQuy (2))
zL* (V) , E)

L* (z\),E) (pues L es centralizador a izquierda)
= (z\, L™ (E)) .

o~ o~ o~ o~~~

Por (37) obtenemos

ILl = sup [[L(z)[| = sup sup [(L(z), A\)| <[|L™ (E)].

z€[U]y z€U]; AeU*],

Andlogamente ||R[| < [[L* (E)|| y (L, R)| < L™ (E)| y sigue la
afirmacion.

Observacion 8.5 Sea U un dlgebra de Banach y sea T [1y (U) ,U**] el idea-
lizador del dlgebra uy (U) en U**, o sea

T U): U ={PcU™ : PUUUDB C 1,y (U)}.

Dado ® € T [y (U) ,U**] sean Z¢, Re € B(U) las aplicaciones

Lo = ngl o Lg’u o Yy Re= Lal o Rz;,u 0 1y

Con la notacion del Teo. 2.22, six € U y A € U* se tiene

<x> Le <)‘)> = <x,<IJ)\>



i.e. (Re)* = Lg. Andlogamente, (Lg)* = Re. Notando que el idealizador de
ty (U) en U™ es subdlgebra cerrada de U™ queda definido un morfismo

0: T [ (U) U] = DU), 0(®) = (L, Ro).
En efecto, si x,y € U vemos que
Lo (wy) = 1" (® (29)) = 1 (®2) y) = 1" (22) " (wi(y)) = Lo (),
Ro (ry) = 1" ((2) @) = 5" (2 (4D)) = 1" (wi()) 1" (y®) = xR (),
Ly (y) = 2" (By) = 1" (x (By)) = 5" ((29) y) = 1" (29))y = Ra (2) .

i.e. 0 estd bien definida. Si ademds V € T [y (U) , U] y ® es uno de los
productos de Arens

i.e. 0 es un homomorfismo. Es ker (§) = (U*U +UU")°, siendo este ideal
nulo si U** fuere unitaria respecto a algun producto de Arens. P. ej., si E

fuera unidad de (U**,0) dados ® € (UU +UU)" y X € U* entonces
<)‘7(I)> = <)‘>ED(I)> = <q))‘>E> = <OL{*>E> = 07

o sea ® = 0. En caso que (U**, Q) fuera unitaria se razonard andlogamente.
Desde luego hay entonces una inmersion
T [ (U), U™
UU+uu*’

— DU).

Finalmente, sea 0=Do 0, donde D es el morfismo introducido en el Teo.
8.1. Luego 0 : T [y (U) U] — DU™) cualquiera sea el producto de Arens
que se considere y st ® € T [y (U) , U] tenemos

0(®) = (La)™, (Ra)™) = (Ra)*, (Ls)*) = (L, R5) . (38)
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De (38), si ® € T [ (U) U™ y ¥, 0 € U™ se tiene

(a) VO ($00) = (POP) 0O, (d) TO (06) = (¥Od) 0O,
(b) &0 (VOO) = (POV) OO, (e) O (VOO) = (POV) 0O,  (39)
(c) (POO) 0 = v (00), (f) (¥OO)Od = U (00).

Por supuesto, las identidades (39)(c) y (39)(e) siguen de la transitividad de
los productos de Arens. St A € U* se tiene

O, U0 (800)) = (($0O) A, 1) . (40)

Ademds stz €U es

i.e. (POO)N =D (ON). Ahora por (40) es
(A, PO (P0O)) = (P (ON), V) = (60X, VD) = (A, (YOP) DO)

y sigue 39(a). Las demds identidades siguen en forma andloga.

9. Con relaciéon a C*-algebras

9.1. Bidual de C*-algebras y algebras de Von Neumann

Teorema 9.1 (cf. [123]) Sea®* U una C*-dlgebra unitaria. Hay un isomor-
fismo isométrico U™ ~ VN (U), donde VN (U) = m, (U) " s el dlgebra
envolvente de Von Neumann de U y (m,, H.) es la representacion universal

de U.??

2 Palabras clave: Algebras de Von Neumann. Algebra envolvente de Von Neumann.
Representacién universal de C*-dlgebras. Estados. Espacio de estados. Operadores traza.
20 sea Hy = Y. ©yesw)H, es espacio de Hilbert, S(U) es el espacio de estados de
Uy my:U— B(H,) es la representacion fiel isométrica m, = ) ©yes(u) Ty, donde cada

(7, H,) es la representacién de Gel fand-Naimark inducida por cada ¢ € S(U). V. el
Teorema 13.35.
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Demostracién 9.2 Hay un isomorfismo isométrico t : B(H,) — T (H,)",
t(X)(T) = tr(XT) para X € B(H,) yT € T(H,), donde T(H,) es el

espacio de Banach de operadores traza (cf. [111], Ch. VI.6). El conjunto
HVNU)={X€TH,) :tr(XoA)=0si AcVNU)} (41)

es subespacio de Banach de T (H,,) y resulta
(T (M) /4 VN @) = (VN @) =t (VN @) (42)

(V. [116], Th. 4.7(b) y §4.8). Sea T = w*-lim;ert (A;) en T (H,)" para cierta
red {A;},c; una red en VN (U). Siz,y € H, es

T (z©y) =lmt (4)(zOy) (43)
=limtr (4; () ©y)
i (4 (2). ).
Ademds y — T (x ©®y) es una forma lineal sobre H, y

T (@ oY)l <[ Tl 2 ©Yllrae,) = 1Tl vl

para cada x € H,. Por el teorema de representacion de Riesz hay un unico
A(z) € Hy tal que T (x©y) = (y, A(x)) y [[A@)| < [|T|[l=]. Es facil
ver que A : H, — H, es lineal y concluimos que A € B(H,). Por (43)
deducimos que A = wot-lim;c; A;, por lo que A € VN (U) y T = t(A) (¢f.
[92], Th. 1.3.10). Por (42) inferimos que

(T (M) JSL(VN @) = L (VN U)). (44)
Sea q: T (Hy) — T (Hy) /*t (VN (U)) la proyeccién al cociente. Definimos

F:T(H,) /"t (VNW)) — U, (45)
F(n)(a) =tr(m,(a)oT) sig(T) =nyacl.

Si ademds q(S) =n serd T — S = U para cierto elemento U en *t (VN (U)),
i.€.

tr (my (a) o T) = tr (m, (a) 0 S) + tr (my(a) o U) = tr (m, (a) 0 5)
como sigue de (41). Asi F'(n) estd bien definida, es lineal y
[E" () (@)] < Nlmu (T g,y < Nall 1T Nz, -
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Luego |F (n) ()| < [lallInll, F(n) e U y |[F n)l| < |Inll , resultando F aco-
tada. Ademds F es isométrica; en efecto, dado v € (T (H,) />t (VN (U)))
unitario por (42) y (44) existe V- € [VN (U)], tal que voqg =t (V). Como

T (U) " VN (U) por el teorema de densidad de Kaplansky

[ @O, = VN )],

Escribamos V' = wot-lim;e; m, (a;) para cierta red {a;},_; de [U],. Fijado
T € T (Hy) tal que ¢(T) = n tenemos

v(n)=v(q(T)=t(V)(T)=tr(VT). (46)
Si T =x®y para ciertos x,y € H, por (46) es

o )] = lox (V (1) @) 47
= |V (2),9)]
= lim (m (a;) (), )|
= %16151 |tr (7, (aj) oT)|
= lim | (n) (a)]

< [[F Il

Si T € F(Hy), digamos T =3 p_, &, © yy, tenemos

v(n) = tr (Z Vi(zk) © yk>

n

(V- (x) , vk

ol
—_

n

= im > (. (05) () )
k=1
= %16151 tr (my, (a;) o T')
y como en (47) es [v(n)| < ||F(n)]|. Sino hay una sucesion {T,,} >, en
F (H,) tal que T,, = T en T (H,) y sin € N por (46) escribimos

o ()] < [tr (V(T' = To))| + [tr (V)| (48)
< WVIHIT = Tall e,y + I1F (a (T
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Haciendo n — oo en (48) es [v(n)] < [[F'(n)|| y Il < [F (n)]| pues v es
arbitrario. Por otra parte, F' es suryectiva, para lo cual bastard probar que
SU) CIm (F). Para ello, con la notacion del Teorema 13.35, si x € S(U)
st jy : Hy = Hy, dado a € U tenemos

X (a) = (my (a) (ey), €x>x
= (my (a) (]x (ex)) s Jx (ex)>Hu
= tr [m, (a) o (jy (ex) © jy (ex))]
= Fq (jx (ex) © Jy (ex))] (a) ,

ie. X = Flq(y(ey) ®Jy (ex))]. En definitiva, mediante (45) F' define un
isomorfismo isométrico de espacios de Banach, de modo que

F*: U™ — [T (H,) /"t (VN WU))]"

es asimismo isomorfismo isométrico y la tesis sigue de (44).23

9.2. Arens regularidad de C*-algebras
Proposicién 9.3 2(Cf. [120]) Toda C*-dlgebra U es Arens regular.

Demostracién 9.4 Sea S (U) el espacio de estados de U. Si ¢ € S(U)
hay entonces una representacion ciclica involutiva m, de U en un espacio
de Hilbert H,, con un vector ciclico f, (V. [21], §5, p. 248). Queda definida

. -, . A
entonces la denominada representacion universal w, = g @7@ de U en
pesSU

el espacio de Hilbert H, = Z@HW la cual es involutiva y fiel. Queda
peESU)

inducida una accion a izquierda de U en H,, a saber: sia € U y f € H,

escribimos B (a, f) = m, (a) (f). Con E=U, F = G =H,, y con la notacion

dela Obs. 2.9 sia €U, N € H}, y [ € H, tenemos

(A, Bs (i (a) , on, (f))) = (@, Bz (13, (), A))

Bi (A a), g, (f))
By (A a))

B (a,

A, Uy,

1) A)

{
=
=/,
=
= (B(a, f))),

BNotar que sia €U y T € T (H,) resulta

F* (i (a)) (q(T)) = F (q(T)) (a) = tr (mu(a) o T) = t (wu(a)) (T),

ie. F* (i (a))ogq=1t(my (a)) en T(H,)*.
2Por regularidad y dualidad de B*-dlgebras v. [126].
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i.e.
Bs (w (a) , m, (f)) = on, (Bla, f)). (49)
Queda bien definida la aplicacion para A € U™ y f € H, :
II: U™ — B(H), (50)
I1(A) (1, () = AQh, () = o (K3 H2) -l e, () ().

donde {a;},., es alguna red en U tal que A = o (U™, U*)-limyer, 4y (a;) . Por
(49) y (50) sia €U y f € H, tenemos

I (u () (e, (F)) = we (@) Do, (f) = a4, (mala) (F)) -

Ahora, si f,g € H, indicamos (f,g*) = (f,q) si f € H,, de modo que
g* € H;. Como {m, (a;)},c, es acotado en B (H,), por el teorema de Banach-
Alaoglu existen una subred {m, (a1)},c;, y Ta € B(H.) tales que

Th =0 (B(Hu),N (H)) _lléILI} 7w (ay) .
Ast,

(f ©9. 1) = lim (f © g, () (51)

= lim tr Lf © (mu (ar)” (9))]

= é/ILnl <7Tu<al) (f) 7g> .

l

En particular, por (51) deducimos que Ty no depende de la subred {m, (a;)},cp, -
Consideremos ®,¥ € U™ y sean {aat,cs Y {bs}sep Tedes acotadas en U
tales que ® = w*-limeq ty (ao) y ¥ = w*-limpep 1y (bg) . Fijada ¢ € S(U)
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tenemos

SOW) = 1fm 1If
(o, ) alg;gg(@ﬁm@

= gerﬁ }3161% (7 (aabp) (fo), fo)

= gg}l gené <7r¢ (bg) (f(p) » T (ay) (fso)>
= lim (f, © m, (a3) (f,), Tw)

= lim tr £, © Ty (m (a7) (£5))]
= lim (m, (aa) (Tw(fe))  fe)

= (Ty(f,) ® fp, To)

= tr[Tu(f,) © T5(f,)]

= <T\1/<f<p>>th(fg0)>

= tr[f, © TyT5(f,)]

= <fgo O] Tg (fw) 7T‘I’>

= %15% (mu (bg) (fo), T (f,))

= [1316% tr [7Tu (bﬁ) (ftp) o Ts (fw)]
= lim (m, (b) (f,) © fos To)

= lim lim (7, (aabs) (f,) , fo)

BeB acA

= lfm 1im (a,bg,
lim lim (aabs; @)

= (@, DQV).

La Arens-regularidad de U sigue ahora pues U* es la cdpsula lineal de S (U)
(V. [92], Corollary 2.3.24, p. 89).

10. Respecto a las algebras C; (2) y M (Q)

Sea??6 () un espacio de Hausdorff localmente compacto y sea U = C (Q2)
el espacio de Banach usual de funciones continuas nulas en el infinito. Si €2

25 Palabras clave: Teorema de Gel fand de estructura de dlgebras de Banach abelianas.
Espacio ideal maximal. Compactaciéon de Alexandroff.

26por 4lgebras de medidas y 4lgebras de operadores v. [108]. Respecto al bidual de
espacios de funciones continuas y estructuras reticulares v. [81], [82] y [83]. Respecto a la
estructura de élgebras de medidas v. [124], [125], [114]. Por regularidad, regularidad local
y puntual en algebras de medidas generales v. [87].
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es compacto U = C' (), en cuyo caso se trata de una C*-dlgebra abeliana
unitaria. Por el teorema de Gel “fand hay un isomorfismo isométrico

U@C%O«I)Z/IEB(C)a

donde o ¢ es el espacio ideal maximal del dlgebra unitizada de /. Haciendo
Hoo (fya) = a para (f,a) € UBC hay una biyeccién natural

Pyac ~ Py U {Hoo}-

En particular, ®yqc es la compactacion de Alexandroff de ®;. Se define
entonces la transformada de Gel fand Gygc : U & C — C (Pygc) de modo
que para (f,a) € UDC es

Guac (f,0) (9) =9 (f) +a si H €Dy y Guec(f;a) (D) = a.

Como U es una C*-algebra, por la Prop. 9.3, resulta Arens regular. Asimismo,
U tiene aproximacién acotada de la unidad (V. [30], Th. 1.4.8) y por el
Corolario 12.29(ii) (U**,0) es unitaria. Como ademds U es abeliana por la
Prop. 2.7(vi) U** es abeliana. Nuevamente, esta definida la transformada de
Gel "fand

Gy 1 U™ = C (D) - (52)

Tanto Gygce como Gy« son isomorfismos *-isométricos de C*-dlgebras
unitarias (cf. [21], Ch. VIII, §2. Th. 2.1) y los espacios ®ygc € P 0y son
ambos compactos.

Proposicién 10.1 (i) La aplicacion @y — @0y, g — 1o o pu** estd bien
definida.
(ii) Eziste A : @) — Puyac funcidon (w*, w*)-continua y suryectiva.*”

(iii) Ewiste w : Q — P oy inyectiva.

(iv) w (2) es w*-discreto.

2TUn cubrimiento de un espacio compacto Y es un par (X, f), donde X es espacio
compactoy f : X — Y es funcién continua suryectiva. Por otra parte, un espacio compacto
X se dice hiper-stoneano si C (X) tiene algin predual. En particular, (tﬁ(co(g)**ﬂ), A) da
un cubrimiento hiper-stoneano de ®¢, )ec. P. €j. si f € C (N) hay una extensién continua
f?: BN — C de f ala compactacién de Stone-Cech de f tal que f° (6 (n)) = f (n), donde
d(n) € ®¢, ) es el homomorfismo 0 (n) (g9) = g(n) para cada n € N (V. [21], Ch. V,
Prop. 6.2). Considerando N con la topologia discreta Cj, (N) = [*° (N) y queda inducido
un isomorfismo ! (N)* ~ C (BN), por lo que BN es espacio hiper-stoneano.
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(v) Hay un homeomorfismo 6 : Q — ®y, via la correspondencia © — 0,

entre puntos de 0 y los homomorfismos d, : f — f(z), f €U.

L es continua.

(vi) w™
(vii) Dados 9 € Puac — {Hoo} ym € Py, A(m) =9 si y solo si
M |y @y=w(0 " (mow)) =$HoJj,
donde j : U — UBC denota la inmersion natural. Luego
AT ({9)) = {m € Py i |ey=w (07 (90 )}
(viii) Sim € ®y-), A(m) = Heo si y s0lo si m |, @y= Oc. Luego
AT ({900}) = {m € e 0y 1 1 @)= O -
(ix) Si f el ym € Py resulta

a6 A 1 A <

(x) A |uo€ (W Tx), donde T es la topologia de la compactacion de

Alexandroff Qo de ), considerando que Qo ~ Pyac.

Demostracién 10.2 (i) Si p € Oy bastard ver que

p™ (pOq) = ™ (p) Op™ (q)

(53)

st p,q € U™, Dados z,w € C, z* € C* y f,g € U arbitrarios tenemos

(2%, 1™ (phq)) = (1" ("), p0q)
= (qu* (2"),p) -

Ademas qu* (z*) € U*,

(frqu™ (7)) = (W (z") f, @)
y
(g, 0" (") f) = (fg, 1" (27))
=(u(fg),z")
= (u(f)u(g),=")
= (g, (f)p" (7)),

(54)

(55)



1.e.

Por (56) y (55)

(frap™ (z)) = (u ()" (z") @) = (f, (W™ ("), @) 1),

0 sea
g (27) = (W (%), q) p (57)
Por (57) en (54) resulta
(%0 (p0g)) = (0™ (), q) (s ) - (58)
Ademds p* (2*) € U* y p* (2%) = 2*p pues z* = z*Idc. Por (58) sigue
que
Z (Ides, ™ (pOq)) = 2" (. p) (1 q) - (59)
Por otra parte,
(2,07 (q) 2°) = (W (2"2), ) (60)

y p*(2*z) = zz*u porque
(fow(z72)) = (2 (f),2") = (f, 22" 1) -

Luego por (60) es

o bien
P (q) 2" = (2", q) Ide. (61)
Asi
(2% 1™ (p) O™ (q)) = (W™ (q) 2%, 1™ (p)) (62)
= (2", q) (Idc, 1™ (p))
= 2" (i, p) {1, q) -

De (59) y (62) inferimos (53).

(ii) Para (f,a) € UBC y m € Py sea

A(m) (f,a) £ (m, Guac (wec (f,a))) - (63)
Si E es la identidad de (U™,0) por (63) tenemos
A(m) (f,a) = (i (f) + aE,m) = (u (f),m) + a. (64)
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Si ademds (g,b) € UBC tenemos

A(m)(fh+ag+0bf,ab) = (u; (fg) +ag+bf), m) + ab
= (i (f)Buulg) +ag +bf), m) + ab
= (e (f) ,m) + a) ({u (9) ,m) +b)

pues m es un homomorfismo. Claramente A (m) es homomorfismo y A
estd bien definida. A es continua, pues st m = w*-lim;e; m; en Py )
y (f,a) € UBC por (64) tenemos
A(m) (f.a) = m (s (7) i) +a) = lim A(m;) (£,0).

Si § € Pyac, HF# N, m = 1 0 (H0j)™. Por (i) m € ypepy y
ciertamente A (m) = §. Veamos ahora que 9o, € Im (A). En efecto,
w (U) ® CE es C*-subdlgebra abeliana unitaria de (U**,0) y contiene
un homomorfismo nulo sobre 1 (U) . Asi la familia F de pares (A, x),
formada por C*-subdlgebras abelianas A que contienen a 1y (U) & CE
y poséen algiun homomorfismo nulo x sobre 1y (U), es no vacia. Esta
familia estd parcialmente ordenada si para (A1, x1) v (A2, x2) en F
escribimos (A1, x1) < (Agz,x2) si y solo si Ay € Ay y X2 |4,= X1
Una aplicacion directa del lema de Zorn da lugar a la existencia de un
elemento mazimal (A, moo) de F. Es facil ver que Ao = U™ y que

A(Meo) = Hoo-

(iii) Hagamos w (x) £ 1y (6,), v € Q. Dados L, M € U**, v € Q, f,g €U
arbitrarios tenemos 6, f = f (x) 0, ya que

(9,0:f) = (fg,0:) = f(x) g (z) = (g, [(2)) b
Asi Mo, = (6, M) 6, pues

(f; Moy) = (0uf, M) = [ () (0u; M) = ([, {0z, M) 0)

Luego

y claramente w estd bien definida. Como ) es localmente compacto y
separado U separa puntos de ), por lo que w es inyectiva.
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(iv) Siy € Q sea P, € U** tal que Py () = p({y}). Siz,y € Q vemos que

w (@) (Py) = (Pys e (02)) = Py (02) = 0: ({y}) = 0y

Asi {w ()} resulta w*-abierto en w () pues
{w (@)} ={Q ew(): (P, Q —w(x))| <1}.

(v) La continuidad de & es inmediata. Si x # y en Q, y € Q — {x} y
Q — {x} es abierto pues Q € Ty. Como Q es localmente compacto hay
un abierto relativamente compacto U tal que y € U y U C Q — {x}
(V. [115], Th. 2.7). Por el lema de Urysohn existe f € Cy(Q) tal
que f(y) =1 ysop(f) C U. Deducimos entonces que f tiene soporte
compacto pues sop(f) C U. Luego f €U y f(x) # f(y) pues f(z) = 0.
Ast como (f,0,) # (f,d,) sigue que 0, # 0, y 0 es inyectiva. Sea
ahora V- C ) abierto y sea z € V. Nuevamente, existen W entorno
relativamente compacto de z tal que W CV y g € Cy (), con g(z) =1
y sop(g) € W. Como antes g € U y ademds §(z) € 6 (V)N O, con
© = {pel*:{g,u) >0}. Pero © es w*-abierto ya que si pp € ©
entonces

{pel : [{g, 1 — po)l < (9,m0) /2} C ©.

Asi 0 (V) es w*-abierto y § : Q — §(Q) deviene homeomorfismo. Fi-
nalmente, sea p € Oy y veamos que ¢ € Im (0) . Escribiremos

Q,2{2€Q:h(2)=0sih €ker(p)},
I, 2{helU:h(z)=0siz€Q,}.

Entonces Q, es subconjunto cerrado de §2 e L, es ideal cerrado delU. Si
h € ker (¢) dado z € Q, es h(z) =0, o sea h € I,. Asi ker (¢) C Z,.
Sea k € Coo () tal que sop(k) N Q, = @. Si z € sop (k) existe
h, € ker(p) tal que h,(z) # 0. Luego |h.|* € ker(p) porque ¢ es
un_ homomorfismo y |h. (z)]> > 0. Como sop (k) es compacto existe
F € Py (sop (k)) tal que sop (k) C U,ep {]hz]2 >0}.Sih2Y, . .|
vemos que h € ker (p) y h |sopry> 0. Ahora, si k/h = 1| sigue que
[ € Co () estd bien definida y k = hl. Como ker (¢) es un ideal
k € ker (). Deducimos entonces que ker (@) contiene a la clase J de
funciones continuas con soporte compacto sobre ) cuyo soporte es dis-
Junto con Q,. Luego J= C ker () y como J C I, concluiremos que
ker (¢) = Z, al demostrar que J es denso en I,. Precisamente, dados
ho € I, y ¢ > 0 el conjunto C = {z € Q:|hg(2)| > €} es compacto
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y disjunto con €),. Como antes existe un subconjunto Z de ) abierto
relativamente compacto tal que

CCZCZ CO-Q,

Por el lema de Urysohn existe ko € C (2,[0,1]) tal que ko |c= 1y
sop (ko) € Z. Podemos concluir que ||ho — hokol|, < € y hoko € J. Mds
atn, Q, # S ya que es claro ahora que I, # U. Por otra parte, existe
u € U tal que v (u) =1 porque ¢ es suryectiva, y asi (1 —u)U CZL,.
Como 2 es localmente compacto si z € €, existe v € U tal que
v(z) = 1y como v —uv € I, entonces u(z) = 1. Siendo €, C
{zeQ:|u(z)|>1} yu € Cy(R) entonces ., es compacto. Final-
mente, €, no podria tener mds que un solo punto por el cardcter maz-
imal de ker (¢). En efecto, si S, tuviere al menos dos puntos distintos
x1 Y T2, como U separa puntos de ) es

I, C{hel h(x1) =h(xy) =0} S{h el :h(z;) =0}.

(vi) Tenemos que w™ =6 1o j* 0 A |yq) . Ademds A € (w*,w*) por (i),

h* € (w*,w*) pues j es acotada y 6~ es continua por (iv).

(vii) Sea 9 € Pyac — {Hoo}t ym € A ({9}). Entonces mo 1y € Oy y por

(v) estd definido v =67 (mowy) en Q. Si f €U tenemos

w () (i (f)) = (e (f) e (0 (2)))
6 (x), i (f))
fymouwy)

=m (w (f))-

Que m |, wy= $H o j es inmediato, asi como la afirmacion reciproca.

=
=
-

(viii) Es trivial.
(ix) Sigue de (v), (vii) y (viii).
(x) Por (v) esd: Q< Qu si hacemos 6 (z)(f,a) = f(z) +a, conxz ey

(f,a) € UBC. Como Aow = ¢ sigue que A |,= 0 ow™" y por (vi)
sigue la afirmacion.

10.1. Sobre M (CID(CO(Q)** D)) .

Proposicion 10.3 En las condiciones de la Prop. 10.1:
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o

(i) M(Q) ~ M (®uem)) / [Gue oy (e U))]°.

(iii) M (@) = (G(’L}**ﬂ))* [y M (Q)] & [Gue oy (e (U))]

(iV) Sea B : M((I)(u**ﬂ)) — M(Q), B = (G(L[**,D)OLL{)*- Si f eu y
fi € M (@) se tiene

/ f (#)dB (7) (z) = / . (1 (1)) dfi(m).
[¢) q>(u**,:|)

(v) Siwe® B ({81 = (Gahey) (w@) + [Grure ) (0 @))]
(vi) Si0: Qe my = M(U*,0)), B oy o)t Py — Qy Bod = j*oA.

(vii) Sipe M (q)(u**’m)) y K es subconjunto compacto de €2 entonces
B (i) (K) = i (Bod)™ (5(K))). (65)

(viii) La relacién (65) es vélida si K es subconjunto de Borel de €.

Demostracién 10.4 (i) La primer afirmacion sigue del teorema de F. Riesz
(cf. [113]; [115], Th. 2.14). Ademds la transformada de Gel fand (52)
define un isomorfismo isométrico de C*-dlgebras abelianas unitarias y
basta considerar nuevamente el teorema de F. Riesz.

(ii) Tenemos M (D) = C (Pueey) , U™ =M (Q)™ y

M (®em) (Guemy)” MO ()" M(Q).  (66)

—

Ademds (1) es suryectiva: Sea v € M (). Es inmediato que, por el
teorema de Banach-Hahn, la aplicacion v o (Lu)_l iy (U) — C admite
una extension a una aplicacion 0 € M ()™ y entonces

() (@) =vouw = (vo (Lu)il) 0y = V.
Por otra parte (G(u**ﬂ))* es un isomorfismo y
ker (1) 0 (Gur)"] =[Gy (e U))]

y podemos concluir (ii).

o
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o= [(G(_ul**ﬂ)) o 1o () o (G(u**ﬂ))*] (1) .
Entonces ﬁ eM ((ID(U**Q)) y st f € U tenemos

<G(u**,m) (e (f)) aﬁ> = (u (f), (Lu* o ()" o (G(u**VD))*) (/7)>

i fi— i € (G oy (i U))]”. Podemos inferir que
M (D) = [Gaarey (e UD)])” + (Gihee ) 30y (M()].
Si (G(_Z}**,D)>* (@) ()] € [Gumy (w (U))]° para cierta p € M(Q)

dada g € U es

o) (1)

<umbu)<um)>LM(Q) >
(e
<9,u>

y por ello p = 0.
(iv) SifelU yp e M (Pyepy) escribimos

| £ @B @) @) = .5 )
—<G(u *0) (tu ( M>
_ / m (i () dii(m).
D (ex )

(v) Siz€Qyp° € [Gum (uU))]” entonces

B ((Giloy) (@) + %) =[Gy 0 )" 0 (Gl ) | (w(2)
(



Si B(j1) = 0, sea i = (G(_L}**,D)>* (emq@) (1) + o, con p € M(Q) y
fio € [Gue oy (i (U))]° . Dado f € U tenemos
f(@) = (f, B (1))
= (Gu~o) (), i)
= <Lu () ) (N)>
= {fm)

i.e. i =0, y sigue la afirmacion.

(vi) Si f el ym e Py resulta

(1.8 (0n) ) = (Goarey (aal£)), )
= (w (f),m)
= A(m) (j (1)
= (£.7" (A(m).

Como claramente j* (A (m)) € ®y basta aplicar la Prop. 10.1(v).

(vii) Notemos que (B o d)"' (5 (K)) es subconjunto compacto de D (e 10y
Si feldyF = Gu~ny(w(f)) entonces F € C(CID(U**,D)). Dado

€ (Bod)™? <Bo5> m) = d, para un tunico v € K. Por (v)

podemos escmbzr
3 = (G(‘Z}**’D» (w()) + Jio
para un tinico fi, € |Gy (w (U))]°. Luego
F(m) = (G (0 (1)) 0 ) = e () s 0(@)) = f(@). (67)
De (67) vemos que [ |k=1 si y solo si F' | p5-1(5)= 1. Por (iv)

tenemos
B(u = f )dB (p
(M) feul?\K 1/f
= inf m (¢ du(m
i ) dim)

_ inf / F (m) dfi(m)
FeC(®qe» oy ):(Bod) 1 (3(K))=1 J & s )

=i ((Bod) " (3(K))).
(V. [115], Th. 2.14, p. 44).
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(viii) Sea X, () la o-dlgebra de partes de ) generada por la familia de
partes compactas. Si U es abierto en  y x € U, como §2 es espacio
localmente compacto existe un entorno relativamente V' de x tal que
V-CU. PeroV =V"—=(V-=V) y como 2 es espacio de Hausdorff
yV~——=V es cerrado en'V—, que es compacto, V~—V deviene compacto.
Luego V € ¥.(Q) y en consecuencia X, () coincide con la o-dlgebra
de Borel de Q2. Por otra parte, la clase de partes K de Q0 que verifican
(65) contiene a las partes compactas de ) y es una o-dlgebra, de donde
sigue la afirmacion.

10.2. Isomorfismos entre espacios de medidas

Proposicién 10.5 Sea T : M (Q1) — M () un epimorfismo *-isométrico
tal que T (N) (Q2) = A () para todo X € M (), con Qq, Qs espacios de
Hausdorff compactos. Entonces:

i 7v:C [QJ(C(QZ)**,D)} — C [ (@)™ 0 )] es isomorfismo *-isométrico uni-
tario.

(ii) Hay un homeomorfismo 7 : @ c(q,)*0) = P, n) ¥y si N € C ()™
resulta .
" (N) = [Ge@y o] (G o (N)oT). (68)

Demostracién 10.6 (i) Como T es epimorfismo isométrico también lo es
T™. Sin € @y~ sea {gj}c; una red acotada en C () tal que
n = w*-limje s Lo(a,) (g;). Dado € M () tenemos

(1, T (n*)) = (T (1) ")
—1im (T ()", n)

jeJ

= yergl (9;.T (1))

= lim (g;, T ("))

= (T (u*).n)
= (u*,T*(n))
= (u, T (n)"),
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i.e. T* es x-operador. Si A € M (Q1) vemos que
(A e (Tay)) = A ()
=T (A (%)
= (T (V) te@) (1a,))
= AT (s (10,)))
i.e. T (toqn) (Lay)) = togy) (Lay) y T* es unitario.

(i) Como (C (2)™,0) y (C ()™ ,0) son C*-dlgebras abelianas unitarias
por el teorema de Gel ‘fand el operador

-1

S £ Gy~ o T o (G o) (69)

es epimorfismo isométrico. Por el Teorema 13.19 hay un homeomorfis-
mo

7 Qoo R0y
una funcion continua c : ®c(q,)= 0y — C tal que |c(m)| =1 para todo
m € Qo) Y

S(F) (m) = ¢ (m) F (7 (m)) (70)
si F el [@(0(92)**@)} . Asi

1‘1><C<91>**,D> = G@)n) [LC(QI) (191)}
= Go@yo) [T (te@) (10,))]

=5 (1¢<c<92>**ﬂ>> ’

de donde
1:S<hm%wm)Mﬂ:cmﬁbw®wﬂﬂﬂmnzcm& (71)
Por (70) y (71) S(F) = F o 7. Finalmente, de (69) sigue (68).

10.3. Preduales de M (Q)

Proposicion 10.7 Sea ) es espacio de Hausdorff localmente compacto re-
sulta

C (P cp@m), & ta@) (M(Q)).
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Demostracion 10.8 Sean F € C (CIJ(CO(Q)**E)) y pu € M(Q). Hace-
mos

() (1), C(F)) = <Ma (G(C’O(Q)**,D))il (F)> : (72)

Queda definido C' (F) € w) (M(Q))*, resultando C' monomorfismo
contractivo y C: C (P(coy=m)) — tme) M (Q))". Siv € uyy (M(Q))"
tenemos que v o i) € Co ()™ y C [Gieyy o) (Vo) = vy
sigue la tesis.

Corolario 10.9 Si 1 € M (® )= m)), H € (G(_ul**,m)> (i) (M (Q))] si
y solo si 1o C~t es w*-continuo.

Demostracién 10.10 Sea (Gp))” (i) = tae) (o) con pig € M(Q). Si
v € ) (M (Q))" tenemos

(o C™) (v) = (C" (v) 1)
— <G(u**7D) (U o LM(Q)) , (G(_ul**ﬂ)) [LM(Q) (MO)}>
= (v o tma), tnee) (o))
= (pt0, v © tng(e))
= <LM(Q) (110) aU>

y la condicion es ciertamente necesaria. Reciprocamente, si fio C™1 es w*-
continuo ezistird 1o € M () de modo que (1o C™Y) (v) = (o) (o), v)
para cada v € w) (M (Q))", o bien (F,1) = {tq) (ko) , C(F)) para cada
FeC (@(CO(Q)**J:,)) . Por (72) obtenemos

(F,) = <uo, (G(com)**,m))il (F)>
= <(G(CO(Q)**,D))_ (£), tm(e) ('u0>>
= (F, (G [ (0)] )

y sigue la afirmacion.

10.4. Acciones de M (G) sobre L' (G)

Observacién 10.11 Dados un grupo compacto G, x € L' (G) y n € M(G),
como consecuencia del teorema de Fubini-Tonelli quedan definidos

R, (z)(s) £ /Gx (st™) Aq (1) du(t),
L,(z)(s) = / z (t7s) du (1)

G
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salvo algunos subconjuntos de elementos s € G de medida de Haar nula. Se
tiene L,, R, € B(L'(Q)) y quedan definidas sendas acciones del dlgebra de
Banach M(G) sobre L* (G). También indicaremos

j:C(GQ)— L*(GQ), k: L' (G) — M (G)

las inclusiones naturales. Como L™ (G) es espacio de Banach abstracto por
el Teorema 13.50(i) hay un espacio de Hausdorff compacto Qk, extremada-
mente desconexo por el Teorema 12.25, y un isomorfismo entre de espacios de
Banach reticulares 6 : L (G) — C (Qk). En particular, Qi C [L* (G)T]
y o (f) () = (f,w) si f € L% (G) yw € Qe

Teorema 10.12 (Cf. [75], Th. 3.1, Th. 8.2, Th. 8.3) Sea G grupo compacto

con unidad e.

1

(i) Sigmne LN (G)7,
(a) E0n = R;ff(n) &) y (b) EOn= ;f(g) (1) - (73)
(ii) Sga ¢ € L' (G)} tal que px = z¢p = 111 (@) si @ € L'(G). Entonces
77 (p) = e
(iii) El siguiente conjunto
R={pel' (@) px=2p =111 (x) si zecL(G)}
es no vacfo, w*-compacto, convexo y

R= (") ({61 Ny (P (Qk)). (74)

(iv) j* (Qx) = Ext [M (G)"],.

(v) Ext(R) = RN Q.

(vi) Dado ¢ € R hay una aproximacién acotada de la unidad {z;},., en
L' (G)" tal que ¢ = w*-lim,e; L) (@) -

(vil) RC U, (LY (@)™, 0)NU; (L (G)™,90).
(viii) j*: (L' (@)™ ,0) — (M (G), *) es homomorfismo.
(ix) Dado ¢ € R,

ker (j*) = {n € L' (G)" : pOn=0} = (1 — p)OL" (G)™.
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(x) Sip € R, ker (j*) es w*-cerrado, pOL' (G)™ es w*-denso y
LYN(G)™ = 0L (G)™ + ker (j7) (75)
donde la suma es algebraico-topolégica pero en general
L1 (G # ¢OLY (G) @y ker ().
(xi) $OL'(G)" = M(G) y ker (*) = J (I (G)™ 0.
(xii) t11(q) (L' (G)) es ideal bildtero cerrado de L' (G)™.
(xiii) Las acciones de L' (G) son separadamente débilmente compactas.
(xiv) pOL' (G)™ # OLY (G)™ si ¢ # 1 en &

Demostracién 10.13 (i) Dados x,y € LY(G), f € L™ (G) tenemos
<f’ R o) (21©) (””))> = (2. Ry (f)) = (Bygy) (), f) . (76)
Ademds para casi todo s € G respecto a la medida de Haar es
(x%y)(s) = / 2 (t)y (') dme (s) (77)
G
/Gx (t) y (ts) A (t71) dmg (s)
/Gaz (su™") y(u) Ag (u™") dme (u)
Ryy) () () -

De (76) y (77) obtenemos

k%

7*(121(6)®) (LLI(G) (:13)) =) (T*y).

Claramente R;X,\ € (w*w*) sin € L' (G)™. Ademds

n— R}‘:(ﬁ) (LLl(G) (ZL’))

es (w*,w*) para cada x € L*(G). En efecto, sean {n;},.; una red w*-
convergente a cero en L' (G)™, z € L'(GQ), f € L*(G) ei € I.
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Entonces

(f Ry (o) (@) = (B ()t (2)) (78)

Como en el Teorema 11.6 la funcion

t— /Gx (st™) Aq (t7) f (s) dme (s)

es continua sobre G. Ademds w*-lim;ey j* (1;) = 0 porque j* € (w*,w*)
y por (718) es
11m<f RiZ, (LL1( ))> =0.

St & = w-limaea i) (Ta), N = w*-limgep 1) (ys) , obtenemos
Ry (§) = w'- h'm R (o) (@)

= w*- hm lim R**
acApen” 3 (tp1 e (vs

) (LLl(G) (xa))

=w -61116111"14 }511% L) (Ta * Ys)

=&
y sigue (73)(a). Andlogamente, dados x,y € L'(GQ) se verifica

%k
i (1@

)) (LLI(G) (?J)) = i1(c) (T *Y).
y&— L (tri(c) (v)) es (w*,w*) para cada y € L*(G) : sean {&}ies

una red w*-convergente a cero en L' (G)™, y € L' (Q), f € L™ (G) y
J € J. Entonces

<f’ L, (e (y))> = <y L) <f)> (79)
(&) *y, f)

// (t15) " (&) (1) f(5)dme (s)
- [t oa ) o).
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Pero Oy, 1t — (f xyY) (t) es funcion continua sobre G y por (79) es

lim (. L) () (1) ) = (G (©5,) &) = 0.

jeJ jeJ
Ahora, con la notacion anterior
Lie (n) = w*-lm L3 (112(0) (95))

= w"-1im lim L**

BEB acA J*(LLl(G)(ma)) (LLl(G) (yﬁ))

= w*-1{m i *
w'-1im lim o1 ) (Ta *yp)

=&§0n
y resulta (73)(b).

(ii) Notamos que

¥ ’Ll(G)*Ll(G): mag |L1(G)*L1(G) y @ \Ll(G)Ll(G)*Z ma ’Ll(G)Ll(G)*

pues dados x € L' (G) y f € L™ (G) resulta

/G wfdmg = (z, f) = (f,ox) = (f, 7). (0)

En general fx y xf estdn definidos, en cuanto elementos de L™ (G),
mediante

(fz) (u) = Ag (u™) / z (su™') f (s)dmg(s) a.e. u€ G, (81)

G

(xf) (u) = /GZB(S) f(us)dmg(s) a.e. u € G.

Mads aun, dichas funciones estdn definidas en todo punto y como G
es compacto son ambas continuas. Sean g € C(G), Q = {Ua} ey la
familia de entornos relativamente compactos de e en G con el orden
parcial de inclusion y x, = xv,/ma (Uy) si a € A. Entonces Q es
aprozimacion acotada de la unidad de L'(G) (v. el Teorema 11.6).
Como g deviene uniformemente continua sobre G dado € > 0 existe V
entorno de e tal que |g(s1) — g (s2)| < € si s7'sy € V. Sean ag € A tal
que Uyy C V', a € A tal que a > ag, t € G. Por (81) y la invariancia a
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1zquierda de la medida de Haar obtenemos

029) () = 90 = |- [ (0 (t9) = a(0) dina (9

:'m | 60— gwyane s
ﬁm / 19 (u) — ()| dmes (5)

<eg,

y limuea (209) = g en C(G), i.e. limgea (2,75(9)) = j(g) en L®(G).
Por (80) podemos escribir

(9:7" () = lim (zaj (9) , )
1

:(]lfergm/ag(s)dmg (s)
=g(e)
= <9756>'

(iii) Sea {xi},.; una aprozimacion acotada no negativa de la unidad de
L' (G) (V. el Teorema 11.6). Podemos suponer, considerando eventual-
mente alguna subred, que existe p = w*-limcs i1y (z;) en L' (G)™.
Como ¢ € R es R # &. Puesto que j* € (w*,w*) y dk es isomorfismo
isométrico reticular K es subconjunto w*-cerrado de [Ll (@)Y ] , por lo
que es w*-compacto. La convexidad de K es evidente. El resto sigue de
(i), (i), y del hecho que d es isomorfismo reticular.

(iv) Supongamos existe w € Qg tal que j* (w) ¢ Ext [M <G)+}1' Por el Teo-
rema 13.1 hay al menos dos puntos distintos a,b € Sop (j* (w)) . Sean
U,V entornos abiertos disjuntos de a y b respectivamente. Como ambos
tienen j* (m)-medida positiva hay funciones x1,z5 € [C (G)"] L» con so-
portes contenidos en U y V' respectivamente, tales que (x;, j* (w)) > 0,
J = 1,2. Notamos que 1 N x3 = Ocq) ¥

0= (r1 A x2,j" (w))
< (371 A$2)7w>
= (j(x1) AN j(x2),w) (por la Prop. 12.21)

= min {(j (z1),w), (j (z2) ,w)}

> 0,



lo cual es absurdo. Ahora, por el Teorema 13.1 bastard ver que dado
a € G existe una extension A, € Qg de 6,. Precisamente, o, es un
estado de C (G), C(G) — L*(G) en cuanto C*-subdlgebra. Existe
A, € Preo) tal que Ay |jicay= 0a, 0 bien j* (Ag) = 64 (V. [79], Th.
4.8.13). Como L™ (G) es C*-dlgebra abeliana ® () = Ext (L' (G)Y)
(cf. [79], Prop. 4.4.1). Mds ain, @~y = Qx (Combinar la Prop.
12.19 con la Prop. 3.4.6 de [79]).

(v) Dado w € Ext (R), como w € R existe v € P (Q) tal que w = 0 (v) y
w(lg) = (1g, 0% (v)) = (1g,v) = 1.

Bastard ahora, por la Prop. 12.21, ver que w es homomorfismo reticular
sobre L™ (G). Aplicando la Prop. 12.19 veamos que Rsow es un rayo
extremo de L*> (G)i . Supongamos que cw — z = v para ciertos ¢ > 0,
z,v € L™ (G)i, y veamos que z € Rsow. Podemos suponer que v y
z son no nulos. Como L™ (G) es espacio de tipo (AM) con unidad
tenemos

177 W = llv]l = v (1) > 0y 77 ()] = [|]2]] = 2 (1e) > 0.

Ahora
z4+v  z(lg) =z v(lg) v
w = = . + . : (82)
c c |l c @l
1 c
Ademds

:(e) j'(z) | vle) jv)
¢ il ¢ @)l

de = 7" (w) =

y como 8 € Ext [M (G)"]

1’

(/17 I o/ 15" @)1} € G ({8e)).

Como 63 (P (Qxk)) = L® (G). deducimos que tanto z/||j* (z)| como
v/ ||7* (v)|| pertenecen a R y, por (82), z = ||j* (2)|| w. Notemos ahora
que & C [L™ (G)i]l y Ext (R) DO RN Qx como consecuencia de la
Prop. 12.21.

(vi) Dado ¢ € AN Qg sea U € U, (Qk), entorno abierto y cerrado de ¢ en
Q. Escribamos

Ty = Xo-1(+u))/ Ma [5_1 (" (U))] ) (83)
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donde § : G — Ext [M (G)+]1 es el homeomorfismo definido en la
Prop. 10.1(v) (V. el Teorema 13.1). Notemos que j* |q, es isométrica,
i.e. es inyectiva. Por (iv) j* |o,: Qx — Ext [M (G)Jr}1 es continua y
cerrada porque Qi es compacto separado. Como U es abierto y

7 (Qx = U) = Ext [M(G)"], = j*(U),

j*(U) es abierto en Ext [M <G)+}1' Asi 671 (5% (U)) es abierto en G
y (83) estd bien definido. Por otra parte, si V € U, (G), Vi € U, (k)
siVi = (5*)7 (6 (V). Sea Vo € U, () abierto y cerrado tal que
Vo C V1. Ahora 671 (5* (V2)) C V. Podemos concluir que {zv}veu, )

es una aprozimacion acotada de la unidad de L' (G)™ (V. el Teorema
11.6). Ahora, 6. = w*-limy ey, () k (Tv) y como j* |q, deviene homeo-
morfismo y 0. = j* (¢) deducimos que ¢ = w*-limyey, ) L) (Tv)-
Por (i) y (v) sigue la afirmacion cuando ¢ € R.

(vil) Es ahora inmediato.

(viii) Sean a € C(G), r,y € L' (G), ne L' (G)™. Como

(y,j (a) (zxy,j(a))

/ / s) dmg (t) a (s) dme (5)

= [ [t wits) Aa () dme ()0 5) s o
_ /G (w) A (™) /G z (su™) a(s) dme (s) dme (w)
:/Gy(u)/Gx(v)a(Uu) dmg(v)dmg (u)

observamos que no solamente
(j(a)z) (u) = / z (v)a(vu)dmg(v) siue G
G
sino que j (a)x € C(G). Ahora

(a5 (tore) (2)) * j° (77)>—/ a(st)x (s)dme (s) dj* (n) () (84)

q
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Por (84), como j* € (w*,w*), RM©@*) ¢ (w*,w*) siv € M(G) y
(Lr(G)*,0) . e\
Ry € (w*,w*) sigue (viii).

(ix) Si @ € R, como j*(p) = b, ¢ es idempotente y j* es homomorfismo
claramente se tiene

(1- @) 0L (G)" C {n e L' (G)" : ¢y = 0} C kex (7).
Sin € ker (5%) por (i) On = 0. Como
LY (G)™ = 0L (G) + (1 — ) OLY (G
obtenemos que n € (1 — @) OL' (G)™.

(x) Dado ¢ € R, ker (j*) es ciertamente w*-cerrado y como 1) (x) = px
siz € L' (@), pOL' (G)™ es w*-denso en L' (G)™. Ademds como j*
es homomorfismo y j* (¢) = de

[$OL (G)™] Nker (j°) = {0},

por lo que la suma en (75) es algebraica. Ademds ker (j*) y pOL' (G)™
son cerrados pues j* es acotado, p es idempotente y (L' (G)™ ,0J) es
dalgebra asociativa. Si v, € R fueren distintos serd

v—pe(l—p)OL (G)

pero
L= 1ol < llv = ¢l + llell = llv — el + 1.

(xi) Por (z), oOL' (G)™ ~ M (G) pues j* es suryectiva. Por (i) sigue que
ker (%) C ano (11 (G).0) € J (L1(@).0)  (85)
Pero M (G) es semisimple (cf. [24], Th. 3.5.6 (i) y
M(G) ~ L (G)" /Ker (7). (56)
De (85) y (86) deducimos que J (L' (G)™,0) = ker (j*) .

(xii) Por (i) L'(G) anula a ker (j*) a ambos lados. Por (xi), si ¢ € & hay
un isomorfismo F : 0L (G)™ — M(G) tal que F (L) = j* (¢) si
v € L' (G)™. Notemos que F estd bien definido, ya que si Ll = 0
por (iz) ¢ € ker (j*). Por otra parte F' es claramente lineal y suryectivo
por serlo j*. Ademds, como ¢ € Uy (L' (G)™,0), podemos escribir

F ((p0) O(eOn)) = F (O (¥0n)) = j* (¥0n) = j* () * 5" ()
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sip,n € LY (G)™, i.e. F es homomorfismo algebraico. Asimismo, F es
inyectivo como sigue observando la demostracion de (x). En particular,

v (L (@) C eOLY (G)™ y six € L' (G) tenemos

F ((pDLLl(G) (m)) =j* (LLl(G) (x)) = k(z). (87)
Podemos escribir
F(z () = F ((¢0ipi(ey(x)) O ()
= F (¢Oepie(r)) * F (¢0)

= k(z)«j"(¥),
y como k (L' (@)) es ideal de M(G), F (z (p[0v)) € k (L' (Q)) . Andloga-
mente,
F((pl) x) = F (0 () = j* (¢x) = j* () * k()
F((¢0Y)x) € k(L' (Q)). En definitiva, por (87) sigue que
Im [tr1q)] = F~ (Im (k)
deviene en ideal bildtero de (L* (G)™,0).
(xiii) Basta considerar el Teorema 6.1 y la Obs. 6.3.

(xiv) Dados ¢ # v en &, ¢ € YOL' (G)™ pues ¢ es idempotente. Ademds
v = o + (Y — ) es la unica representacion posible de ¢ en
cuanto elemento de ¢OIL' (G)™ + ker (j*) conforme a (75). Pero ) es
unidad a derecha y como @ # 1 inferimos que v ¢ pOL* (G)™

10.5. Submddulos de M (Q2)

Proposicién 10.14 (cf. [28], Prop. 4.1) Sea Q espacio de Hausdorff local-
mente compacto.

(i) Si X es Cp(€2)-submédulo cerrado de M (€2) entonces X° es ideal w*-
cerrado de (Cy ()™ ,0), (X*,0) es C*-dlgebra y ®(x+my ~ h(X°),
donde

f] (XO) = {m € (I)(CO(Q)**,D) - X° - ker(m)}

es la cdpsula de X° en ® (g ) n)-

(ii) Hay una correspondencia biyectiva entre Cj (€2) submédulos cerrados de
M (22) y la clase clo [tID(CO(Q)**’D)} de subconjuntos clopen (o simultdnea-
mente abiertos y cerrados) del cubrimiento hiper-stoneano ® ¢, ).
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(iii) Todo Cj (€2-)submédulo cerrado de M (2) es suplementable.

Demostracién 10.15 (i) Si X es submddulo cerrado de M (), X° es ideal
w*-cerrado de (Cy (Q)™ ,0) y (X*,0) es C*-dlgebra como consecuencia
de la Prop. 12.6. Por otra parte, sea F : h(X°) — ®x-y la funcion
siguiente: fijada m € §(X°) sea m : Cy(Q)™ /X° — C el dnico ho-
momorfismo tal que m = m o p, donde p : Co ()™ — Cy (Q)™ /X°
es la proyeccion al cociente. Con la notacion de la Proposicion 12.4(ii)
hagamos F(m) = m o Feyq)x. Es facil ver que dado x* € X* es
F(m)(z*) = m (¥), donde ¥ € Cy(Q)™ es cualquier extension de x*.
Luego F' estd bien definida, es inyectiva y F' € (w*,w*). Si s € ®(x+ )
sea mg : Co (Q)™ — C tal que ms (V) = s(V |x) si ¥ e Co (). En-
tonces s € P gy 0y POTqUE Mg = SO FC;ol(Q),X op. Ademds, si ¥V € X°
entonces mg (V) =0, i.e. ms € h(X°). Finalmente, con esta notacion

F(ms) (27) = ms (¥) = s (27),
o sea F' (mg) = s y necesariamente F' es un homeomorfismo.

(ii) Como X° deviene ideal cerrado de la C*-dlgebra (Co ()™ ,0) tiene una
aprozimacion acotada {A;};_; de la identidad (V. [30], Th. 1.4.8, p.
11). Por el teorema de Alaoglu, considerando eventualmente alguna sub-
red, podemos suponer existe A € X° tal que A = w*-limc; A;. Veamos
que

X@ gy (o) *0)—h(X) = G(Co(Q)**,D) (A). (88)
En efecto, sim € b (X°?),
G(Co(Q)**,D) (A) (m> =m (A> =0= X& (o (ay**,0)—h(X°) (m) :

Ademds AO® = @ si & € X°: si p € M(Q) resulta

(p, @) = lim (1, A;DI0) = limn (D, Aj) = (P, A) = (1, ALIP) .
Sim € ) — b (X°) consideremos ® € X? — ker (m). Como
m (®) =m (ADP) = m (A) m (D)
Stgue que
Goy@=o) (A) (m) =m (A) =1 = Xo, g 0y-b(x0) (),

tenemos (88) Yy f)(XO) € clo [(I)(CO(Q)**,D)] . SZ L € clo [(I)(CO(Q)**,D)]
existe o, € Cy (Q)™ inico tal que

G o= (OL) = XL-
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Si X, = M(Q) oL, como oy, es necesariamente idempotente en Cy ()™,
X1 es un Cy (Q)-submddulo de Banach de M (2). Veamos ahora que

b (X)) = L. (89)

En efecto, sean m € L y ¥ € Cy ()™ tal que ¥ |x,= 0. Entonces
Ve (X)) ysipeM(Q) es

(opp, V) = (u, ¥Oop) =0,
i.e. V0o = O¢yqy=+. Asi

G(CO(Q)**,D) (VOop) = G(Co(ﬂ)**ﬂ) (W) xz = OC[@(CO(Q)**,D)]’

(O,m) =0, (X1)° Cker(m) ym e bh((X1)?). Sin € Do)y — L

kk
sea o € Co (Q)7 tal que G .., (L) = X oyee ) Como

0 = XLX@ 0y 0y 0y~ = G(co@)0) (o 00pe)
resulta o 0ope = Ocy )= ¥ i pp € M(Q) es
(opp,ore) = (p,o 00y = 0.

Luego o € (X1)° pero
<0LC7 n> = G(CO(Q)**,D) (ULC) (n) = X(I)(CO(Q)**,D)fL (n) =1,

0 sea (X)° g ker (n), n & b ((X1)°) y sigue (89). Si L € clo [@wo(g)**ﬂ)]
es facil ver que

b [M (@) G(_Clo(ﬂ)**ﬂ) (XL)] =L

mientras que si X es Cy (Q)-submddulo de Banach de M () entonces

X=M@Q)G} . (Xox) (90)

(Co()**,0)
de donde sigue (1).

(iii) Como senalamos en la Seccién 10 (Cy ()™ ,0) es una C*-dlgebra uni-
taria. Dado un Cy (Q)-submddulo cerrado X de M () tenemos

1 =G! 1
(Co(@)**.0) @o@**,0) \"C(®co**,0))

_ —1 —1
- G(Co(ﬂ)**ﬂ) (xnexey) + G(Oo(ﬂ)**ﬂ) (X‘I)(C()(Q)**,D)_"(XOO '
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Por lo tanto si p € M (§2) tenemos

#=1 @m0
_ —1 —1
- “Gwo(m**ﬂ) (xnexey) + “G(Oom)**ﬂ) (X‘I’<co<m**,m>_h(xo)) ’

. A _
y si Y = M(Q) G(Clo(n)**,m) (X@(CO(Q)**TD),b(XO)> por (90) vemos que
M(Q) = X +Y. Mds ain, como G(_clo(m**,m) (Xp(xe)) es idempotente
XNY = {OM(Q)} .

11. El problema de regularidad en L' (G)

11.1. Una observacion de M. M. Day

Definicién 11.1 #2%Sea G grupo localmente compacto. Se dice que un ele-
mento P € L (G)" es un promedio si ||P|| = (1, P) = 1. Un promedio P
es invariante a izquierda (resp. invariante a derecha) si (IX\, P) = (X, P)
(resp. (r:\,P) = (X, P)) cualesquiera sean X\ € L*(G) y a € G, donde
(laf) (x) & flax) (resp. (raf)(z) £ f(za)) sia,x € Gy [ € L}(G). Un

promedio es invariante si lo es tanto a izquierda como a derecha.

Lema 11.2 (c¢f. [36], Th. 1, p. 530) Si G es un grupo discreto L°(G)* es no
abeliano st tiene al menos dos promedios invariantes a izquierda.

Demostracién 11.3 Siendo discreto, L™ (G) se identifica con la clase de
funciones complejas acotadas. Consideremos el subespacio

F={0 e Ll>®G) :(\¥)=(\NT) si\e€ L®(G) yaeG}
y sean ® € L>®(G), W e F, A€ L>*(G). Si f € L' (G) ya € G resulta

(f: M) = (Xqay * £ )
=> (X = f) @) A(x)

z€G

= Zf (a7 'z) A (2)

zeg

= fW)A(ay),

yeg
= <fv l2—1>‘> ’

28 Palabras clave: Promedios. Invariancia.
29V, 190].
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0 bien Ax{ay = I \. Asi
(Xgap ¥A) = (LA 0) = (A, 0).

Luego WA = (A, U) 1 y (A, e0¥) = (A, V) (1,P), 0 bien POV = (1,P) V.
Supongamos que hay dos promedios distintos P,(Q) invariantes a izquierda.
Entonces

POQ = (1,P)Q=Q # P = (1,Q) P = QUIP.

Corolario 11.4 Si G es discreto, abeliano y L™ (G)* tiene al menos dos
promedios entonces L' (G) no es Arens-regqular.

Demostracién 11.5 Sigue del Lema 11.2 y de la Prop. 2.7, (vi).

11.2. Teorema de C. Graham

Teorema 11.6 30(cf. [19]; [58]) Sea G un grupo localmente compacto separa-
do no discreto. Entonces L' (G) no es Arens-reqular y L* (G)™ no es semisim-
ple.

Demostracién 11.7 Sea Q = {U,},. 4 la familia de entornos relativamente
compactos de la identidad e de G. Si a,b € A escribiremos a < b si y solo
si Uy, C Uy, lo que induce un orden parcial en Q. Para a € A escribiremos
9o = (xv,) /mg (U,), donde mg denota de medida de Haar de G. Entonces
{9a}oen €5 una aprozimacion acotada de la identidad de L'(G). En efecto,

ciertamente, si a € A tenemos ||ga|l, =1 y si f € L' (G) vemos que

1

If—gax fll; < AN I|f — Lo ], dmg(x), (91)
1

If = f*gall; < g 0 o If — Ref|l, dmg(w),

donde para x,y € G y f € L* (G) escribimos

L:G—B(L'(G), (Lof)(y)= flay),
R:G—B(L'(G)), (R.f))=f(yz).

Notamos que las funciones anteriores estdan bien definidas. Por (91) la con-
clusion sera consecuencia de la continuidad de las funciones x — L,f y
x — R.f en e, ya que la inversion es continua sobre G. Si f € C.(G) en-
tonces f es uniformemente continua a derecha. Dado € > 0 existe ag € A

30V. el Corolario 11.37.
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tal que |f(s) — f(t)] < e si st™! € U,,. Luego, sia > ag en A y siz € U,
tenemos

I = Lofl, = / F(y) — flay)| dmg (4) < 2emg (Sop (F))
Sop(f)uz—1 Sop(f)

Como € > 0 es arbitrario sigue la afirmacion. Para el caso general, basta
considerar la densidad de C,(G) en L' (G) y que {Ly},c; es una familia de
isometrias por la invariancia a izquierda de la medida de Haar.3' Asimismo,
si f € C.(G) también [ es uniformemente continua a izquierda y no hay
pérdida de generalidad si suponemos que |f(s) — f(t)| < € si s7't € U,,.
Ahora, si a > ag y si x € U, tenemos

15 =Rl = [ 1)~ S)ldmg () (92)
Sop(f)USop(f)z~!

<emg (Sop (f)) (1+Ag (z71)),

donde Ag denota la funcion modular de G. Como Ag es continua y U,, tiene
clausura compacta de (92) tenemos

If = Rofll; < emg (Sop (f)) méx {1+ Ag (277)},

wEUaO

y stque la continuidad de v — R, f. En el caso general, se ha de considerar
nuevamente la densidad de C.(G) en L'(G), la continuidad de la funcién
modular y que ||Ryg|l, = llgll, /A¢(z) si z € G y g € L'(G). Fijado ahora
a; € A, puesto que G no es discreto existe xy € U, —{e}. Como Uy, —{xo} es
entorno abierto de e existe V' entorno abierto de e tal que VV C U, —{xo} .
Sea W1 entorno abierto relativamente compacto de e tal que W1 C V. (cf.
[115], Th. 2.7, p. 38). Como W, es compacto, W,W; C W, Wy. Asi Wy € Q
y WiWy G U,,. Sea by € A tal que Uy, £ Uas, — WiW,. Existe c; € A tal que
g6, — g, * gll;, <271 sib > ¢y, Sea ay € A tal que U, S WinU, yW, € Q
tal que WoWs & U,,. Sea by € A tal que Uy, £ Uay — WoWs, de modo que
Uy, CUsy G Uey y11g0 — 9oy * G ll; < 271 Inductivamente, sin es un entero
positivo mayor que uno supongamos hallados ay,by, ¢y, ...;0n, by, cn1 € A,

31Basta notar que C,. (G) es denso en la clase de funciones simples soportadas en sub-
conjuntos de medida finita de G. Si E es un subconjunto medible de G, 0 < mg (F) < 00y
0 > 0 hay un abierto V' y un compacto C tales que C C ECV y mg (V —C) < §/2. Por
el lema de Urysohn existe g : G — [0, 1] continua tal que g (C) = {1} y ¢ (G — V) = {0} .
Entonces

lg = xell :/Vic |9 (2) = x& (2)| dmg (z) < 2mg (V - C) <.
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Wi, WeQdemaneraqueWgUa,Ub 2 U, —Wsilgjgn,
Hgb — O, *gka1 <272 gi1<j<k<nyU,,, gVVjﬂch sil <j<n.
Sea ¢, € A tal que Hgbj — O, *ngl <272t g b > ¢, y sea apyq € A tal
que Uy, ., & W, NU,,. Existen entonces W,1 € Q y by € A tales que
Wn+1Wn+1 ; Usnir Y Ubpy = Ugpiy — WopaWipn. St 1 < j < n tenemos
Ui C Uiy G Ue, y

||gbj — 9, * b, Hl < 2—2n+1 < 2—j—(n+1)+2’

y sigue el paso inductivo. Hagamos ahora f; = Gboy;—1 — Gboy» J € N. Como
las funciones gy, 's tienen soportes disjuntos eviste A € [L>™(G)], tal que
(fjsA) = 2 para todo j. Pasando eventualmente a subsucesiones, podemos
suponer que existen G = w*-lim;_, tr1g)(f;) ¥ F = w*-limp_o0 t11(g)(98,)
en L™ (G)". Tenemos entonces

(A, FOG) = lim hm (figpe, Ay = lim (f;, \) =2,
j—00

]—>OO —00

(A, FOG) = lim lim {f;gs,, A) =0,

i.e. L' (G) no es Arens regular. Por otra parte, si p € L*(G) y f € L' (G)
tenemos

(s Gu) = (pf, G) = M (fj, pnf) = Mim {f o« fj, 1) =0,

i.e. Gu = 0. En consecuencia (11, GOG) = 0 y concluimos que GOG = 0.
Pero (\,G) =2, i.e. G # 0 y concluimos que (L' (G)**,0) no es semisimple.
Andlogamente, GOG =0 y (L' (G)™, ) es no semisimple.

11.3. La caracterizacién de N. J. Young

Teorema 11.8 (c¢f. [140]) Sea G un grupo separado localmente compacto.
Entonces L' (G) es Arens regular si y solo si G es finito.

Demostracion 11.9 La condicion es claramente suficiente, pues si G es
finito entonces L' (G) es finito dimensional y, por lo tanto, reflexivo. Para
probar la necesidad, demostraremos la existencia de sucesiones {Cp} o, y
{D,,}7_, de subconjuntos compactos de medida de Haar positiva de G tales
que la sucesion {C,D,,},, .. .y €s disjunta y

n,me

(UOO 1 Um>n C D )ﬂ (U;.;zl Un>m Can) =
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Luego haremos f, = mg (C,)~ ' XCs Gm = Mg (Dm)_l Xp,, donde m,n € N.
Sih & XU UmsnCn Dy, €NEONICES he L (G)y

- L\ dm dmg ()
U gms ) = /uz“—lum>nanm /Cn xo, (y7'w) dmg(y) mg (Cn) mg (Dy,)
(93)

1 / .
= mg (zD,,;” NCy) dmg (x
e O D) i 2 ) dms )

= Z/C mg (zD,,' N C,) dmg ().

mg (Ch p>q Do

Claramente {f, * gm,h) =0 si m < mn. Sim > n tenemos D' N C, # & si
y solo si x € Cp,D,,, y por (93) obtenemos®

mg (Cn)lmg (Dm)/CD mg (zD;;' N C,) dmg ()

= (On)lmg (D) /g mg (2D, 1 Cy) dimg ()

=1.

<fn *gm7h> =

Deducimos que los limites iterados

n—o0 Mm—00 m—00 N—00

existen y son distintos y basta aplicar el Teorema 3.1. Haremos la construc-
cion de las sucesiones considerando (i) G localmente compacto no compacto,
y (i) G compacto.

i) Como G es separado y localmente compacto no compacto existen con-
i) C g d local t t t ist
juntos disjuntos, compactos, con interior no vacio, C; y D;. Supon-
gamos hallados conjuntos compactos C1,...,C,, y Dy, ..., D, tales que
CiNnCj=D,ND;=asii#j,1<1,j<n,ydemodo que la familia
7D;}t. . ._ es disjunta. El conjunto
C;D; 1<ij<n disjunta. El junt

H%C1U...UC,| U a<n CDD; !

32Por [68], Th. F, p. 261 tenemos

/mg (D' N C,) dmg (z /mg (D' na~'C,) dmg (z)

=mg (Cn) mg (Dm) .
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es compactoy G — U#sSnDTDS_l es entorno abierto del elemento idénti-
co e de G. Luego, el conjunto

VA {(y,2):y'2€G—UwenD,D;'}

es abierto en G X G. Si x € G — H entonces (z,x) € V y hay entonces
un entorno abierto U de x tal que U x U C V. Asimismo, U — H es
entorno abierto de x y por la regularidad de la medida de Haar hay un
compacto con medida de Haar positiva C,, ;1 contenido en U — H. Asi,
Cy,...,Cpn, Cpyq son disjuntos y Cry1 Dy N C;D; = @ sil <4, 5,k <n.
Anélogamente, el conjunto

Hy £ Dy U ..U Dy U cnsricn Cr'CuD;

es compacto y G — Uyzs<n1C,C ! es entorno abierto del elemento
idéntico e de G. Asimismo, el conjunto

Vig{(y,2) €GxG:y'2€G —UprcnnC,C}

es abierto en G X G. Siy € G— Hy entonces (y,y) € V; y hay un entorno
abierto U; de y tal que Uy x U; C V;. Ademas U, — H; deviene entorno
abierto de y, y tiene necesariamente medida de Haar positiva. Por la
regularidad de la medida existe un conjunto compacto D,,.; de medida
positiva contenido en U; — Hy. Luego Dy, ..., D,, D, 1 son disjuntos y
C.D,y1NCyDy #+# D solosir=syt=n+ 1, de modo que es valido
el paso inductivo.

(ii) Si G es compacto e infinito su topologia es no discreta. Determinare-
mos las sucesiones disjuntas {C},} >~ v {Dy. }.._, de subconjuntos com-
pactos de medida de Haar positiva de G sujetas a las condiciones adi-
cionales siguientes: (C1) e ¢ C,. U D,. (C2) C.N (D, U D;') = @. (C3)
C,D,NC,D, =Qsir<syp>gq (C4) e ¢ C.DD;'sir<sy
e ¢ C1C,D; si s > t. Para ello, si x # e sean U,V entornos disjuntos
de x y e respectivamente. Como U # & por la regularidad de la me-
dida de Haar sea C; subconjunto compacto de medida positiva de U.
Andlogamente, como V' —{e} es abierto no vacio existe D; compacto con
medida de Haar positiva disjunto con C; U C;* U {e} . Evidentemente
Cy y D, satisfacen las condiciones (C1)-(C4). Supongamos inductiva-
mente hallados C4,...,C, v Dy, ..., D, con las condiciones requeridas.

Escribiremos
04| upuctup e (p.up) ] | GD.D
r<n r,s<n t<n,

r<s<n

(94)
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Notar que Hs es compacto y e ¢ Hy por (C1), (C2) y (C4). Ademés
G — U<, D, es entorno de e y razonando como antes el conjunto

Vzé{(y,z)egxg:y_lzeg—UDr}

r<n

es un entorno de (e,e). Sea U, abierto tal que U, U N D, = @ si
r<nyeé& U, Como g es no discreto hay un subconjunto compacto
Chry1 de Uy — {e} con medida de Haar positiva. Como Cp, 1 N Hy = &
los conjuntos C4, ..., C,,C,.1, D1, ..., D, devienen disjuntos. Notar que
Chi1Dy,NC.Dy =@ sir <s<nyq<n. Asimismo, e ¢ C,;lleDt
sis,t<nye¢gC1C, 1Dy sir,t <n.Con leves modificaciones y un
razonamiento andlogo sigue la construccion de D, .1, y luego el paso
inductivo.

11.4. Productos de Arens y compactaciones de Stone-
Cech
Si G es grupo discreto por el teorema de Hildebrandt I* (G)™ ~ M/ .4, (G),
de modo que queda inducido en My .4 (G) el siguiente producto de medidas:
sean vy, U2 € Myaa (G), E€P(G) y U :1'(G)™ — M4 (G) el isomorfismo
definido en el Teorema 13.39. Escribimos
(v1 *v2) (B) £ 0 (U7 (vg) O (7)) (E) (95)
= (xp, U7 (v) OV (1))
= (U7 () X2, 71 (1))

= /g 1 (3) oy
_ /g v (a7 E) dv (a)

Asi O : (11 ()™ ,0) — (Mya. (X),*) es un isomorfismo isométrico de dlge-
bras de Banach. Por otra parte, 1% (G) = C}, (G) ya que G se asume discreto.
Sea § : G — Cy(G)" tal que (x,0(a)) = z(a) paraa € Gy x € Cy(G).

Haciendo 2 = {dapr(a)},c; Para a € G, como
(x,0(a)) =x(a) = <x, L1(g) ({5a,bx(a>}beg)>

siz € l'(G)" resulta 6 (a) = y(g) (2*) . Ademds, G = {0 (a) : a € g}“”* es la
compactacién de Stone-Cech de G.
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Teorema 11.10 (c¢f. [19], Th. 3.4) Sea G un grupo discreto.

(1) (6G,0) es semigrupo.

(ii) Si G posee algin elemento de orden infinito entonces (5G,0) no es es
semigrupo topologico.

Demostracién 11.11 (i) Sea s € 8G, s = w*-limje; 1 (x%). Si E C G se

tiene
U E) = — lfm (2% — 1 ,
() () = (xp, s) = lm (2™, xp) =l xp (a;),

i.e. Im (W (s)) C {0,1}. Sipp € Mygq (X) e Im(p) € {0,1} entonces
U~ (1) € BG. Precisamente, supongamos eziste E € P(G) tal que
p(E) € {0,1}. Sea U = {® €' (G)" : [(xg, ® — ¥~ (u))| < d}, con
0 < d < min{|p(E)|,1—|u(E)|}. Entonces U es wx-entorno de
U~ (u) disjunto con 6 (G), de modo que V= (1) ¢ 8G. Hemos proba-
do entonces que ¥ (SG) consiste de las medidas finitamente aditivas

acotadas sobre G que toman solo los valores cero o uno. Indiquemos
VU (s;) = pj, j=1,2, con s1,s, € G. Si F' € P(G) por (95) tenemos

) (F) = [ 2 (a7 F) din(a)
i ({e€ G (aF) = 1}).

i.e. Tm(py * pp) C {0,1} y como ™1 (uy * ps) = s10s9 sigue la afirma-
cion.

(ii) Sea ag € G tal que el subgrupo H = {a* :m € Z} es isomorfo al
grupo aditivo de nimeros enteros. Consideremos p; € Myqq (G) tal
que n (HT) =1 y iy (F) =0 si F es una parte de G finita o disjunta
con H* & {al* : m € N}. Sea g € My 4q. (G) tal que pg (F) = py (F71)
si '€ P(G). Escribiremos s; = W~ (11;), i = 1,2. Entonces

(pa % p2) (HT) = ({a € G:pa (a™"HY) =1}) (96)
=m({a€G:m(Ha)=1}),

donde H~ = {aam : mEN}. Si para a € G fuera py (H a) = 1
serd (H™a) NH™ # @ y finito, de modo que

1=y (H a)=m (Ha) NH") =0,
lo cual es absurdo. De (96) sigue que

(1 % pi2) (HT) = (xwer, 510s2) = 0. (97)
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Asimismo,

(o) (H) =po ({a€G:pa (a"HT) =1}) (98)
(€ G () = 1))
=y (H)
=1.

Veamos que s; € BH: sea t € ' (H)™ el inico funcional correspon-
diente a py |p@agpor el teorema de Hildebrandt. Dado h* € I' (H)"
vemos que

st) = [ Wi = [ Wi = (030 5).
H g

Como i1 |per) toma solo los valores cero o uno sea {aj}jej C H tal
que t = w*-limje s ipzq) (%) . Si g* € 11 (G)" tenemos

(g*,51> _/gg*d/h

= / g dun
H+

= (9" xn, 1)

:1/ aj * :l, aj *
jlg}<:v 9 XH) g}(w N

de modo que s1 € fH. Fijado a € 'H notamos que z%g* = g*x®. En
efecto, como pg |pg—+y= 0 bastard ver que ambos funcionales coinciden
sobre H. Pero si b € H tenemos

(x%g") (b) = (a’,2%g")
_ < b *$a’g*>
_ <xba7g*>
_ <J;ab7g*>
_ <xa « xb’g*>
= (a’,g"2") = (g"2") (b).
En consecuencia sigue que

s10sy = w —Elé'[gl (x%s9) = w —%16151 (S9%). (99)

Si (6G,0) fuere semigrupo topoldgico por (99) seria s10se = $501s1, lo
cual no es cierto en virtud de (97) y (98).
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11.5. Algebras sobre semigrupos semitopoldégicos

Lema 11.12 33Sean E un espacio topoldgico, Ey un subespacio denso de E,
F un espacio de Tijonovy f: E — F una funcion tal que para cada xq € E
es f(zo) = limyep, v, f(2). Entonces f es continua.

Demostracion 11.13 Por hipdtesis F resulta homeomorfo a un subespacio
de [0, 1]C(F’[0’1]) (cf. [85], Cap. 4, Teo. 7, p. 140). Dicho homeomorfismo lo
da la aplicacién A : F — [0,1]°F0W A () = {g (W)} gecir oy, definida
para cada y € F. Bastard ver entonces la continuidad de A o f, notando
que (Ao f)(zo) = limuep, 2o (Ao f) (x) si z9 € E. Luego basta ver que
gof e C(FE,0,1]) si g € C(F,[0,1]). Como en todo caso se verifica la
hipotesis podemos asumir entonces que F' C R. Sean g € E, U € Uy, y
r < sup,ey f(x). Existex € U tal quer < f(x) y f(z) = limy, ep, o f(21).
Sea V € U, tal que f(x1) > r para todo x1 € V N Ey. Asi

r< sup f(z)) < sup f(z1)
r1€UNVNE; r1€UNE,

y deducimos que

lim f (z) <sup f(z) < sup f(21),

T—T0 zelU r1€UNE;

ie. lim f(x) < lm  f(a1) = f(wo) y sigue ensequida la tesis.
T—T0 r1€FE1,11—%0

Lema 11.14 Sean E un espacio topolégico separado, E1 un subespacio denso
de E, F un espacio de Tijonov y A un subconjunto de C (E, F). Supongamos
que para cada sucesion {fn} € A y cada sucesion {x,} de Ei la sucesion
doble { f (z,)} tiene algin punto de doble acumulacion w, i.e. dado un en-
torno U de w se tiene

tHnt{m: fr (2n) €U =00 y ${m:4{n: fr (zn) € U}} = o0.

Entonces todo limite puntual de sucesiones de A es continuo y A deviene
compacto respecto de la topologia de la convergencia puntual de C(E, F) en
cuanto subespacio de FF.

Demostracién 11.15 Sea {f,,} C A tal que eziste f(z) = Mmoo frn(T)
para cada x € E. Usaremos el Lema 11.12 para ver que f € C(E, F), para
lo cual bastard probar que f (zo) = UMmyep, 1z f(2) cuando o € E. Como

33 Palabras clave: Espacios de Tijonov. Compactacién de Stone-Cech. Funciones débil-
mente casi peridédicas. Puntos de doble acumulacién.
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antes, podemos reducir el andlisis al caso en que ' C R. Suponiendo que
f(xo) # lmyep, vou f(x) existird « > 0 de modo que si U € U,, existe
zy € UN E; tal que |f (zy) — f (x0)| > a. Por hipdtesis

lim fm (mU) = f (xU) siU € uaco (100)

m—0o0

y como {fn} CC(E,F) y E es separado es

Ulel/gio fm (xv) = fm (o) sim € N. (101)

En particular, existen my € N y Uy € Uy, tales que

mAx {| fin, (20) = f (o)l s [f1 (zv) = Fr @)l s [y (01) = fmy (0)[} <1

para cierto xy, € U N Ey. Sea n € Nyy y supongamos xy,,...,xy, € Fy y
s eoes fm, € A tales que my < ... <my, y

i { s, (a1) = £ )l 1085 |, 0. = F, a0)] < 1/

AX
1<i<n 1<j<n
(102)

Por (100) existe mpu11 > my, tal que |fm,., (zv,) — [ (zv,)] < (n+1)7" s
1 <i<n. Por (101) existe xy,,, € E; tal que

| fons (20,13) = fomy (@0)] < (4 1)

sil < j < n+1 y sigue el paso inductivo. Ahora, por hipdtesis existe un punto
de doble acumulacion z € F' de la sucesion doble {fmi (xUj)}. Sij €N, como
|f (zv,) = f(z0)| > /2 eaiste i; € N tal que |fum, (zv,) — [ (x0)| > /2 si
i > 1. En consecuencia z # f(xo). Sin embargo, por (102) dado i € N es
11,1’nj—>oo fm, (CCUJ-) - fm, (I()) )
f (o) = lm fu (o) = Mm 1im fo, (z1,).

Luego, ya que z es punto de doble acumulacion deberd ser z = f(xq), resul-
tando una contradiccion.

Lema 11.16 Sean X, Y y Z espacios de Tijonov y f : X XY — Z una
funcién lateralmente continua tal que para todo par de sucesiones {x,} e {ym}
de X eY el conjunto {f (xn,ym)} tiene algin punto de doble acumulacion.
Entonces hay una extension lateralmente continua F : BX xXBY — [Z de f.
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Demostracién 11.17 Fijado y € Y la funcion f (o,y) € C(X,BZ) posee
una extension fi(o,y) € C(BX,BZ) (V. [85], Cap. 5, Teo. 24, p. 176). Si
T € BX entonces fi(T,0) se realiza como limite puntual de elementos de
f(X,0) enC(Y,BZ). Asi f1: BX XY — BZ resulta lateralmente continua
y por el Lema 11.14 el conjunto Im f (o,Y") deviene compacto en C(BX, Z)
(en cuanto subespacio de 3Z°% ). Andlogamente, hay una extension continua
fo(z,0) € C(BY,BZ) de f(x,0) para cada x € X y fo: X X Y — BZ es
lateralmente continua. A continuacion definimos las aplicaciones continuas

AY — [Y,

p:Y —Imfi(0,Y), n(y) = hfi
m:pY - C(X,Z2), 7 ( 2
v: C(BX,pZ)— C(X,8Z), wv(g

Notemos que v es inyectiva por la densidad de X en fX y si (z,y) € X XY
se tiene

:3f1<$,y
= [ (z,
::fé(x7y)

=7 (y) (x) = (o X) (y) (2),

i.e. vopu =moN\. Mds ain, siy = lime;y; en BY, 7 (y) = v (Hmyes f1(o, y;))
y Im(7w) C Im (v). Como Im f; (0,Y) es compacto y C (X, Z) es separado
v define un homeomorfismo entre Im f1 (0,Y) e Im (v). Luego i = vl or
extiende p de manera continua a una aplicacion i : Y — C(BX,[7).
Finalmente, hagamos

F:BX x Y — B2, F(2,9) 21 (y) (7).
Si(x,y) € X XY tenemos
F(a,y) =7(y) (@) =v ' (7 (y) (2) = f(z,9),

de modo que F' extiende a f. Ademds F (o,y) = p(y) en C(BX,BZ) para
caday € BY. SiT € fX ey =1lim;c;y; en BY entonces i (y) = lm;e s 1i(y;)
en C(BX,Z) (en cuanto subespacio de 3Z°X ). Luego
F(z,y) = p(y) (2) = Uim7(y;) () = lm F (2, 75)
JjeJ jeJ

y F' es lateralmente continua.
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Observaciéon 11.18 Sea K subconjunto acotado K de Cy(Z), siendo Z es-
pacio localmente compacto. Entonces K es compacto en la topologia de la
convergencia puntual si y solo si »(K) es w*-compacto en Co (Z)™, donde
» denota el monomorfismo

<A,%<f>>=/xfcu sifeCy(Z) yreM(Z),

(cf. [50], Th. 5.1). Sean X,Y espacios localmente compactos, F : X xY — C
una funcion acotada latemlmente continua y p € M(X). Queda definida
F,eCy(Y) tal que F,, (y) = [ F (x,y)du(z) paray € Y (cf. [50], Corollary
5.2). Se puede formar entonces la integral iterada

/Y/XF(w,y)du(x)dv(y), con pp € M(X) yveM(Y).

FEsta integral es independiente del orden de integracion (V. (cf. [51],Th. 8.1).
Sea entonces S un semigrupo semitopoldgico localmente continuo (i.e. el
producto de S es separadamente continuo). Si p,v € M(S) hay un dnico
wxv € M(S) tal que

/fdu*v //fxydu Ydu () si f €Cy(S).

Munido de esta convolucion, M (S) deviene en un dlgebra de Banach (cf.
[106], Th. 7.2).

Teorema 11.19 (c¢f. [141]) Sea S un semigrupo semitopoldgico localmente
compacto de Hausdorff. Son equivalentes:

(1) B (S4) admite estructura de semigrupo semitopoldgico y contiene a S
como subsemigrupo, donde 3 (Sy) es la compactacién de Stone-Cech
de S munido de la topologia discreta.

(ii) No hay sucesiones {z,} e {yn} de S tales que los siguientes conjuntos
{ZnYm :n > m} y {xpym : n < m} estdn contenidos en conjuntos nulos
disjuntos.3*

(iii) M (95) es regular.

(iv) 1'(S) es regular.

34Un subconjunto cerrado de S se dice nulo si consiste del conjunto de puntos en los
que se anula alguna funcién real continua. Un subconjunto abierto de S se dice co-nulo si
su complemento es nulo.
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(v) 1 (S) = WAP (5), donde WAP(S) es la clase de funciones débilmente

casi periddicas® sobre S.

Demostracién 11.20 (i = ii) Por hipdtesis hay una funcidn lateralmente
continua F : B (S4) x B(S4) — B(S4), la cual define el producto del
semigrupo [ (Sy) y extiende la multiplicacion de la inmersion de S en
cuanto subespacio de B (Sy) . Supongamos existen sucesiones {xy} , {Ym}
de S contenidas en sendos conjuntos nulos y disjuntos. Por la com-
pacidad de 3 (Sq) , considerando eventualmente subsucesiones, podemos
suponer la existencia de

fzw*—nh'n(r)loxn yn:w*—%inéoym.
Puesto que 1% (Sy) se identifica con la clase de funciones continuas
acotadas complejas sobre Sy todo w*-entorno U de F (&,m) es de la
forma

0= {nenis) mixlte A~ P <1},

para cierto G € Py (17 (S5)). Como F es continua a izquierda existe
no € N tal que F (z,,n) € U si n > ng. Ademds, para cada n > ng e-
ziste m, > n tal que F (x,,ynm) € U si m > m,. Como F extiende

el producto de S podemos inferir que F (£,m) € {xpym :n < m}w*.

*

Andlogamente, F (&£,m) € {x,ym : n > m}w , de modo que

{Zntm in <m} ﬂ{xnym ‘n>m} +0.
Escribiremos

AE{z,ym:n<m}, BE{x,ym:n>m},
F(&n)=w —}IléElAa =w —lblergllfb,

donde {A,}

Entonces

aca Y 1Wb}yep son sendas redes en A y B respectivamente.

0= %ienﬁl <XA7 \Ilb> = <XA7 F (57 77)> = Eerg <XA7 Aa> = 17

lo cual es evidentemente absurdo.

35WAP(S) consiste de las funciones escalares acotadas A sobre S tales que { A} g es
relativamente débilmente compacto, donde A (t) = A (st) para todo s,t € S.
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(11 = 1) Mds generalmente, asumamos que S es un semigrupo semitopoldgi-
co de Tijonov. Si la multiplicacion p : S xS — S admite una extension
lateralmente continua Bp : BSXBS — BS entonces Bp devendrd asocia-
tiva. Precisamente, sean 1n1,m2,n3 € S, digamos 1n; = w*-limsep; oy,
para j = 1,2,3, siendo d, € Cy (S)" la evaluacion usual en cada x € S.
Entonces

Bp (B (m1,m2) s 118) = 1im Bp (Bp (1, 72) , 0y, )

ucAs

uEN3

= lim SBp (h’m Bp (611)5, 772) ,5w3,u>
seEN

= lim Bp (h'm lim Bp (0z,.,, 0, ) ,5%,”)

u€lAs s€A1 teEAy

= lim lim lim Bp (8p (641, 02s) + 0zs.)

u€A3 s€Ay tEA2

= lim lim lim ) )
UeAs seAL tehy ﬁp ( p(21,s,22,¢)) Is,u)

= lim lim lim ¢
UEAS SGAl tEAQ p(p(xl,s7$2,t)7$37u)

= lim lim lim ¢
WAy €Ay ey P(1,5,0(T2,t,73,u))

= lim lim lim ) 1)
ueAy s2A; iEA ﬂp ( T1,s0 p(mz,t,xs,u))

= lfm 1m lim Bp (84 ., B0 (0uss: 0us.))

u€A3 sEA] tEA,

= lim lim ﬂp (7717 ﬁp (6372,157 6:D3u))

u€A3 teAs

= ulgg Bp (771, }éﬁl Bp 0z, 5x3,u))

= 1}2/{13 Bp (7717 Bp (7727 5$3,U))

= /Bp (nla Jg/r\lg 5]) (7727 5I3,u))

= Bp (01, Bp (12, 13)) -

Consideremos el caso general de espacios de Tijonov X, Y, Z entre los
que hay definida una aplicacion f : X XY — Z lateralmente continua.
St f no admitiese una extension lateralmente continua de X X BY en
BZ por el Lema 11.16 habrd sucesiones {x,} € {ym} de X eY de mo-
do que {f (n,ym)} no tiene punto de doble acumulacion. Como Z es
completamente reqular la clase de abiertos co-nulos es base de abiertos
de Z. En efecto, sean V abierto en Z y sea z € V. Como Z es comple-
tamente regular hay una funcion continua g : Z — R tal que g (z) =1
yg(Z—-V) ={0}. Asi {g # 0} es abierto co-nulo, contiene a z y
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estd contenido en V. Luego todo w € BZ tiene un entorno co-nulo U,, de
alguno de los siguientes tipos: £ {n : t{m : f (xn,ym) € U,}} < oo (tipo
Iog{m :t{n: f(zn,ym) € U}} < oo (tipo II). Por la compacidad de
BZ existe F' € Pr(Z) de modo que BZ = UyerU,. Podemos hacer
F = FrUFy;, donde U, sera abierto de tipo I o de tipo II seqgin w € Fj
o w € Fp respectivamente. Hagamos P = Uyep, U, ¥y Q = Uyer,, Us.
Notando que la union finita de abiertos co-nulos es abierto co-nulo P
y QQ devienen abiertos co-nulos. Ademds, como

{n:g{m: f(en,ym) € Py =00} C |J {n:¢{m: f(zn,ym) € U} = 00}

weFT

sigue que P tiene tipo I y, andlogamente, () tiene tipo II. Luego, sal-
vo un ndmero finito de elementos de las sucesiones {x,} e {ym} los
conguntos {m : f(Tn,ym) € P} y {n: f(xn,ym) € Q} son finitos. Los
conjuntos H = fZ — P y K = BZ — @ devienen nulos y disjuntos.
Escribamos u; = w1, v1 = y1. Existe us € {x,} tal que f (ug,v1) € K,
ya que {n: f(x,,y1) € Q} es finito. Asimismo, eziste va € {yn,} tal
que f(ui,ve) € H pues {m: f(x1,ym) € P} es finito. Dado un en-
tero k mayor que uno supongamos hallados uy, vy, ..., ug, vy tales que
flupv) e Ksil<j<i<kyfluwv)eHsil<i<j<ek.
Escogemos entonces upy1 € {x,} tal que f(ugy1,v;) € K sil1 < j <k,
lo que es posible porque Ug?:l {n: f(z,,v;) € Q} es finito. Luego sea
Vg1 € {ym} tal que f(ujvpq) € H si 1 < i <k, el que eziste pues
UK {m : f(ui, ym) € P} es finito. Quedan definidas las sucesiones {u;}
y {v;} en X eY de modo que {f (u;,v;):i>j} y{f (wi,v;):j>1i}
estan contenidos en conjuntos nulos disjuntos en contradiccion con la
hipotesis.

(130 = i1) Sino, sean {x,} e {ym} sucesiones de S tales que los conjuntos
AE{z,ym n>m}t y B={z,ym:n<m}

estdn contenidos en conjuntos nulos disjuntos. En particular, ANB = &
y la funcién de Borel acotada x4 induce un funcional H € M (S)" tal
que (pu, H) = 1 (A) para p € M(S). Sin,m € N y E es un subconjunto
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de Borel de S tenemos

(51'7L * 5 // d(smn d5y7n

(z,y)ESXS:zyeE

] / .
rES:xym EE

= XE (xnym)
= Oy (E) .

En consecuencia
(0, * Oy, H) = (02, * 0y,,) (A) = by, (A) = Xa (Tntm) . (103)
Por (108) y el Teo. 3.1 deducimos que M (S) no es Arens-reqular.
(iv & v) Sigue del Teo. 3.1.

(11 = v) Supongamos que eziste una funcion acotada A ¢ WAP (S). No sien-
do {sA\},cg relativamente débilmente compacto habrd sucesiones {x,} e
{ym} de S tales que la sucesion doble {\ (z,ym)} tiene limites iterados
distintos, digamos

a=1lmlim A (z2,y,,) < lmlmA (z,y,) =0

(cf. [64], Théoréme 6). Si a < ¢ < d < b hagamos
A={seS:A(s)<c} yB={se S:\(s)>d}.

Asi AN B = @ y salvo un nimero finito de elementos de cada sucesion
para cadan serd x,y,, € A salvo finitos m “s y para cadam es x,Y,, € B
salvo finitos n ’s. Razonando inductivamente como en (ii = 1) podemos
extraer subsucesiones tales que Ty, € A sim > n y x,y, € B si
n > m, de donde sigue la afirmacion.

(v=1iii) Si M(S) no fuere reqular por el Teorema 8.1 habrd sucesiones
{un} y{vm} en [M(S)], y algin H € M (S)" tal que la sucesidn doble
{H (pin, * vy} tiene limites iterados distintos. Haciendo

o0

2 22 P (| + |vpl) + Z 2777 |, % Ui

n,m=0

queda definida 0 € M(S) y U C L'(0), donde U es el dlgebra de
Banach generada por {fin, vm : n,m € N}, donde consideramos L' (o)
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inmerso en M(S). Ahora H |11 5y€ L' (0)", i.e. existe h € L™ (o) dnico
tal que

H () = / / ) du (@) v ) (104)

para todo p,v € L' (0). Mds aiin, redefiniendo eventualmente a h en un
subconjunto de o-medida nula podemos asumir h acotada sobre S. Co-
mo h € WAP(S) no hay sucesiones {z,} e{ys} de S tal que la sucesion
doble {h (z,ys)} tiene limites iterados distintos (cf. [64], Théoréme 6).
Luego la aplicacién bilineal inducida por (104) sobre L' (o) x L' (o)
es agrupante (o cluster) sobre conjuntos acotados, i.e. no puede haber
sucesiones acotadas {p,} y {vm} en L' (o) tal que {H (u, * v,,)} ten-
ga limites iterados distintos (V. [142], §4.1, Ex. 2). Sigue entonces la
afirmacion.

11.6. Regularidad de algebras de Beurling discretas

36Si el dlgebra de Beurling I* (S, w) sobre un semigrupo S fuere irregu-
lar®” sabemos que habrd sucesiones acotadas {a,}, {b,} en I* (S, w) y cierto
A€ 1™ (S,w™) de modo que {{a, * by, A)} tiene limites iterados distintos.

36Para informacién relacionada en el contexto de algebras de Beurling v. [6], [12], [41],
[110], [17]. Cuestiones de regularidad de algebras pesadas de convolucién construidas sobre
subsemigrupos de la recta real se tratan en [25]. Espacios biduales asociados a dlgebras de
Beurling se consideran en [27].

3"Mediante w indicamos un peso sobre S, i.e. una funcién positiva y submultiplicativa.
El algebra de Beurling ! (S, w) consiste de las funciones a : S — C tales que

lally,, £ la(@)|w ()

zeS

es finito. Con la estructura vectorial natural y definiendo para a,b € I* (S, w) el producto

(axb)(z) = > a(z)b(y)

(z,y)ESX S:xy=2

entonces (! (S,w) es un &lgebra de Banach. Por otra parte, I! (S,w)* ~ [*® (S,w’l),
donde [*® (S,w’l) contiene las aplicaciones \ : S — C tales que Aw~! € [*°(S). Para
A €1 (S,w™") la norma correspondiente es ||| = H)\w_le.

co,w=1 T
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Fijados m,n € N escribimos

(% by ) =Y (an % b) (2) A(2)

z€eS

= Z (Z Qn (x> b, (y)) A (Z>

z€S \zy=z
= an () w (@) by (y) w (y)
z,yeS

= ((anw) * (byw) , M),

donde my(z,y) = Aw™) (zy) Q (z,y) si 2,y € S. Concluimos que la forma
bilineal

11 ()], x [I'(9)], = C, (A,B) = Y Al2)B(y)ma (2.y),

T, yeS

no es agrupante. Entonces m, no serd agrupante (V. [142], §4, Ex. 2). Como
Aw™t € [ (9) es facil ver que Q no serd agrupante. Mds precisamente, es
valido el siguiente:

Teorema 11.21 (cf. [22], Th. 1) Si el dlgebra de Beurling I' (S,w) es no
regular habrd sucesiones inyectivas {x,} ,{ym} de S de modo que la sucesion
doble {Q (x,,, ym)} tiene algun limite iterado no nulo, donde Q es la funcion

w (st)

Q:5%x5—(0,1], Q(st):m.

En caso que S sea semigrupo cancelativo esta condicion es ademds suficiente.

Ejemplo 11.22 [' (Z,w) es reqular si lim,, oo w (n + 1) /w(n) = 0. En este
caso, dadas sucesiones infinitas {ny}, {mn} en Z es

N
Tl Ga) B SCLC ) R—
h—oo W (my,) hoo - W (p+my —1)

de modo que en todo caso los limites iterados son nulos y basta aplicar el
Teorema 11.21.

Corolario 11.23 (c¢f. [22], Corollary 1) Todo semigrupo numerable admite
un peso respecto al cual la correspondiente dlgebra de Beurling es reqular.
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Demostracion 11.24 Sea § el semigrupo libre generado por un conjunto
numerable {ay}.cn - Todo elemento x € § es del tipo v = ay,...ay,, en cuyo
caso escribimos w(x) = 1+ ki + ... + k,. Es fdcil ver que w define un
peso sobre §. Si {Zr}reN es cualquier sucesion de elementos distintos de §
serd w(z,) — oo, y como w(xy) = w(x) + (y) — 1 para x,y € § se ve
que {Q (x,, ym)} tiene limites iterados nulos cualesquiera sean las sucesiones
inyectivas {x,} € {ynm} de §, porlo quel' (§,w) es reqular. Ahora, si S es un
semigrupo numerable hay un semigrupo libre § y un epimorfismo ¢ : § — S.
La funcion

w:S — (0,400), w(X) :min{w(az) €t ({X})}7

define un peso sobre S. Notamos que w (XY) < w(X) + w(Y) — 1 para
XY € Syw(Z)— oo si{Z},cy s cualquier sucesion infinita de S, de
donde sigue enseguida la reqularidad de I' (S, w) .

Corolario 11.25 (Ibidem) Toda dlgebra de Beurling I* (G, w) sobre un grupo
no numerable es no reqular.

Demostracién 11.26 Notamos que Q (z,y) > w (y) " w (y~1)~" puesto que
w(z) < w(zy)w(y™) para x,y € G. Supongamos que para todo a > 0 hay
algin entorno U, de a tal que W= (U,) es numerable, donde

W(y) =w (y)f1 w (y_l)fl para y € G.

Como (0,+00) es espacio de Lindeldf hay una sucesion {a,} de manera que
(0, +00) = UU,,,. Pero G = UW ™ (U,,), lo que no es posible puesto que G
es no numerable. Eziste entonces ag > 0 y una sucesion inyectiva {y,,} tal
que w (ym) " w (y1) ' > ag para todo m. Si {x,} es cualquier otra sucesion
inyectiva de G, considerando eventualmente subsucesiones de {x,} e {ym},
podemos suponer que {2 (zn,ym)} tiene limites iterados y Q (xp, Ym) > ag
para todo n,m € N, con lo que sigue la tesis.

11.7. Sobre /' (G)™ siendo G grupo discreto

38Sabemos, por el teorema de Hildebrandt, que si G es un conjunto no
vacio hay un isomorfismo isométrico

UM (G)™ — Myaa (G)
tal que W (F) (S) = (xs, F) para F € [' (G)™ y S € P(G).

38 Palabras clave: Radical de Jacobson. Teorema de Hildebrandt. Algebras semisimples.
Anuladores. Cuasi-regularidad.

92



Proposicién 11.27 (cf. [19], Th. 3.2) Si G es un grupo discreto entonces
(1(9)",0) = trg) (I' (9)) B R,
donde R es el ideal bildtero

R={F el (G)” : ¥ (F)(S)=0 para todo S € P;(G)} . (105)
Demostraciéon 11.28 Sean F € R, G € 11 (G)™, a € G. Entonces
¥ (GOF) ({a}) = (X{ay, GOF) = (Fx{a}, G) - (106)

Para b € G haremos 2° : G — C tal que 2°(c) = 8. para cada ¢ € C.
Luego {a"}, . C 1" (G) y six €' (G) se tiene x = 3, 5 a (b) 2. Como para
a,b,c € G es

(2 x(@ ") = (2" * 2% xqap) = (2", X(a})
concluimos que X{a}xb = X{p-1a}. Pero entonces
(2", Fxy) = (X(@2", F) = (Xp-1a), F) = 0

ya que F' € R, i.e. Fxay = Opgy y por (106) ¥ (GOF) ({a}) = 0. Es
claro entonces que GOF € R. Por otra parte si C € Py (G) hay un conjunto
escalares complejos de modulo uno {u.},... tales que

D e @) =D e (X G) = <Zch{c}aG> <G|

ceC ceC ceC

Luego ) .o ‘<X{c}7G>‘ < o0 y el conjunto N = {c €g: <X{c}7G> #* O} es
necesariamente numerable, digamos N = {c,} . Tenemos

U (FOG) ({a}) = (x{a}, FOG) = (Gx{ay, F) (107)
Y <:17b, Gx{a}> = <X{b*1a}7 G>. Dados k € N y b e G haremos
ac '} (b).

.....

9 (0) = (Xp1ay &) X e
Bntonces {gn}22, €I (G)" y
lor = Gxenlloe = sp {xtey, G = 0 si ke = oo
Ahora por (107) escribimos
¥ (FOG) ({a}) = lim (g0, F) = 0

y FOG € R, i.e. R es ideal bildtero. Mds ain, si hacemos x (c) = <X{c}7 G>
para ¢ € G sabemos que x € I' (G) y claramente G — 1p(gy(z) € R, de donde
sigue ensequida la tesis.
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Proposicién 11.29 (cf. [19], Th. 3.5)

(i) J(I*(9)™,0) C R, i.e. R contiene al correspondiente radical de Jacob-
son de (I' (G)™,0).

(ii) Si G es grupo abeliano, discreto y compacto entonces

J (9™, 0)] = anger (I (6),0) = (Ang))” = {Ongy} -

Demostraciéon 11.30 (i) Basta notar que I* (G)™ /R =~ [ (G) es semisim-
ple, a raiz de la Prop. 11.27 y del Teo. 13.67. Como R es ideal bildtero
sigue la afirmacion.

(ii) Dado F' € R, como G deviene finito, por (105) es ¥ (F) = O, ., ). En
consecuencia F = 0. Por (i) deducimos que (I* (G)™,0) es semisimple.
Ademds ange, (11 (G)™ ,0) es ideal a izquierda de I* (G)™, y estd con-
tenido en el radical de Jacobson pues todo elemento en €l es cuasi-
reqular a izquierda. Finalmente, siT : ' (G) — C (All(g)) es la trasfor-
mada de Gel fand de I (G) se sabe que J[(I* (G),*)] = ker (T'). Asi si
ze J[(I'G),*)] yheApg resulta

0= (z,h) = (h,ung) (2)),

ie. pgy (J[(1(G),%)]) € (Apn(g))’ . Puesto que G es finito gy es epi-
morfismo y se deduce enseguida que 1y gy (J [(I' (G),*)]) = (Ap(g))”.
Pero por el teorema de Segal (I' (G) , *) es semisimple y sigue la tesis.

11.8. Sobre el radical de Jacobson de ((I*(Z), ) - O)
Proposicién 11.31 (cf. [19], Th. 3.5)J (I* (Z)™) es infinito dimensional.
Demostraciéon 11.32 Sea T € B(I* (Z)") tal que

Tf(m)=m+1 para f€l'(Z)" y meZ

Sea {€}}, ez C I (Z)" tal que ej (m) =1 sim =r(modk) y ej(m) =0 en
otro caso para k,r,m € Z. Si k € N sea

T, = {@ezl(g)** (T (@) =D y (e, ) =0 5z’0§r<k‘}.
En particular, &Y = e, cone={...,1,1,1,...}. Si
dcl (@), fel*(Z), meZ, keN
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tenemos
(@™, @f) = (fa™, &) = (T f, @) = (f,(T")" (®)) . (108)
Por (108) es ®f = {{f,(T™)" (®))},nez €n ' (Z)". Si & € I}, podemos es-

cribir -
Of =3 (f,(T™) (@) e}
Dado entonces U € I* ()™ es

(f, VD) = (f, ¥)

=S (T (@) (6 )
- <f, (e, W) (T <<1>>>,

0 sea YOO = Zk_l (e, W) ®. Luego YOD € T, e Iy, es ideal a izquierda de
(I (z)™,0). Como I} = {0} sigue que I C J (I* ()™ ,0) (cf. [24], Prop.
1.5.6’(@@)) Bastard ver finalmente que Zom & Zom+1 si m € N. Para ello,
notemos que

Chn = €hmer + €53 510 <r <2™ ymeN. (109)
En efecto, si n =k (mod 2™t existe 0 < r < 2™ 4nico tal que
n=r(mod2™*") on=r+2" (mod2™*).

En ambos casos n = r (mod2™). Por otra parte, si n = r(mod2™) existe
a € Z tal que n = a2™ +r. Si a es par resulta n = r(mod 2™*1). Sind existe
a€Ztal quea=2a+1yn—r=2""a+2" ie n=r+2"(mod2m1)
y sigue (109). Tomando ® € Zym tenemos®

(€hmir, @) = (T*" (€hmir) , @) = (€71, D). (110)
Por (109) y (110) si 0 < r < 2™ escribimos
(i, @) = (€hm — €537, @) = = (€, B) = = (€hmsn, ),

39Gi s,n € Z observar que
T (ef)(n)=e€p(n+s)=1 & n+s=r(modk),

ie. T%(e}) =€, °.
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0 sea <egm+1,®> = 0.Por (110) lo mismo ocurre si
2 < p < 2™y B € Tymin,

Ahora, como el grupo aditivo de enteros es abeliano hay al menos dos prome-
dios invariantes distintos ©1,0y € [ (Z)™ (V. Def. 11.1 y [36], Corollary
3). Entonces (e,0;) =1 yT*(0;) =0, sii=1,2. Sea U € B(I' (Z)") tal
que Uf(n) = f(n2™) sin € Z. Escribiendo H = U* (01 — ©3) veremos que
H € Tyni1 — Iom. En efecto:

(Y - () 1) 01
_ (UT2m+1)* (61 — )

= (TU)* (61 — ©,)
=U"(T"(©1) — T* (0,))
— U* (@1 - @2)

= H.

Ademds U (€}n11) (n) =0 si y solo si 2" {r. Como €3,.., = e en todo caso
H (egmH) =05 0<7r<2m je H € Iymi1. Consideremos por otra parte
felNZ)" tal que (f,01 —Oq) #0 y sea g € I' (Z)* tal que U (g) = f, i.e.
g (n2m™t) = f(n) sin € Z, haciendo g (k) =0 si 2™ t k. Asi

H(g)=(U(g),01—0,) = (f,01—03) #0,
mientras que st n € 7 es
(UT*") (9) (n) = T*" (9) (n2™*") = g (2" +2™) =0,

o sea (T*")" (H) (g9) = 0. Pero entonces (T*")" (H) # H y H ¢ Tom.

11.9. Sobre L' (G)™ siendo G grupo no discreto

Lema 11.33 % ([19], Th. 3.12) SeanU dlgebra de Banach abeliana y J sube-
spacio de Banach de U*. Son equivalentes:

1) U'UCJ.

(i) U™OT° = {0y} .

(iii) J°U = {0y} -
40V, [48].
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Demostracién 11.34 (i = ii) Si®, Ve U™ y A e U*, (N, POV) = (VA D).
Por la hipdtesis A = Oy si W € J°. Asi PLIV = Ogys.

(i =) SiveJ,xeld yrel es
A\, Uz) = (z\, ¥)
= (A\z,¥) (puesU es abeliana)

= (A 2¥)
= 0.

(130 = i) Supongamos A\x¢ J para ciertos x € U y X\ € U*. Por el teorema
de Banach-Hahn existe ¥ € J° tal que

04 (Az, W) = (2A, ) = (2, \W),
lo que contradice (iii).

Corolario 11.35 Si se verifica cualquiera de las condiciones anteriores se
tiene J° C J(U**,0), valiendo la igualdad si J = (y) donde Py es el

espacio ideal maximal de U.

Demostracion 11.36 Evidentemente J° es ideal a izquierda de U™ y ademads
J° C QRU) (V. §13.15). En consecuencia J° C J U**,0) (cf. [18], Ch.
III, §24, Prop. 16). En particular, es fdcil ver que (<I>u>o es ideal bildtero.
Ademds U*,0) /(Dy) es semisimple: sea m € J [(U**,D) /(@) | y sea
p: (U, 0) — U=,0) /(D) la proyeccién al cociente. Sea © € U tal que
(©) = m y sea h € Py. Notar que quedan deﬁmdos h e ‘I)u** ) tal que
(M) =A(h) siAeU™ yhe ® gy tal que h(p(A) = h(A). Luego

b

~ ~

0="h(m)="h(p(©)="1(®)=0/).
Como h es arbitrario © € (By) ym = Oyge 7o~ AsT

J U 0) € (By)”,

(0

pues st A € J(U*,0O) y 7 es representacion irreducible de (U™,0) /(D)
en un espacio vectorial X, mom es representacion irreducible de U** en X.
Luego (rom) (A) =0x y

m(A) € J |@,0) /(8]

(o]

.. M (A) = OU**/@D Y * € <<I>u> .
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Corolario 11.37 (/19]; [58]) Sea G grupo abeliano localmente compacto no
discreto. Entonces L' (G)™ es no conmutativo y no semisimple.

Demostracién 11.38 Como G es no discreto Cy (G) es subespacio de Ba-
nach propio de L' (G)*, y por el teorema de Banach-Hahn Cy, (G)° es no nulo.
Razonando como en la Prop. 6.11 vemos que L' (G)" L* (G) C Cy(G), y por el
Corolario 11.35 C, (G)° C J (L' (G)™,0). Como L' (G) tiene aprozimacidn
acotada de la unidad, por el Teorema 12.27 existe E € Uy (L' (G)™,0). Si
F € Cy(G)° es no nulo por el Lema 11.83(i1) es EQF = Oys« y FOE = F
es no nulo.

12. Dualidad general en algebras y espacios
de Banach

12.1. Espacios introvertidos

Definicién 12.1 SeaUd un dlgebra de Banach y X unU-submaddulo a izquier-
da (resp. a derecha) de U*. Decimos que X es espacio introvertido a izquierda
(resp. a derecha) si U™ X C X (resp. si XU™ C X ). Decimos que X es in-
trovertido si lo es a ambos lados.

Teorema 12.2 Sea U un dlgebra de Banach y X un U-submddulo de U*.
(i) (cf. [89], Lemma 1.2) X es introvertido a izquierda si y solo si dado A € X
se tiene RYY (U],) C X.

(ii) X es introvertido a izquierda si es w*-cerrado o si X C WAP (U)*.

Demostracién 12.3 (i) Sean A € X yn e LXY (U],) , digamos
n=uw"— 1216151 (a;N) .
Pasando eventualmente a alguna subred, podemos suponer que existe
¢ =w* —lir?au (a;) . (111)
1€
Si b € U tenemos
(b, ) = Ui (b, i) = U (bas, N) = Ui (a, AB) = (3D, @) = (b, @)

i.e. 1 =P\ y por ello n € X. Reciprocamente, sean ® € U™ y X € X.
Podemos suponer (111) para alguna red acotada {a;},.; deU. Entonces
O\ = w*-lim;es (a;\) e inferimos que P\ € X.

41V, la Obs. 3.3.
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(ii) La primer afirmacion es ahora evidente. Sea A € X y supongamos
X C WAP (U) dado A € X. Por el Teorema de Mazur, R{Y ([U],)

es débilmente compacto y, por lo tanto, w*-compacto. Entonces
Uu UL N
Ry™ (U]y) € BY™ (U]y) € X

w

y R (U)) S X

Proposicién 12.4 (cf. [28], Prop. 1.16) Sea U un dlgebra de Banach y X
un U-submodulo de U*.

(i) Si X es introvertido a izquierda (resp. a derecha) X° es ideal cerrado a
derecha (resp. a izquierda) de (U**,0).

(ii) U™ /X° ~ X*,

(iii) Si X es U-submébdulo introvertido de U*, X* admite la estructura de
un algebra de Banach.

(iv) Sea X un U-submédulo introvertido de U* e I ideal cerrado de U. Si
j:l—=UeY =j*(X),Y es un I-submédulo introvertido de I*.

(v-a) Sean X un U-submédulo de U*, I ideal cerrado de U, j : [ — U e
Y = j*(X). Existe G : (Y*,00) — (X*,J) monomorfismo.

(v-b) Y™ se identifica con un ideal bilatero de X*.
(v-c) G(Y") = {j (M) [x: M € I""} y

G ™ (M) |x] =My siMeI™.

(v-d) Sij*(X) es cerrado G es una inmersion, en cuyo caso Y* se identifica
con un ideal bildtero cerrado de X*.

(v-e) Si j* es acotada inferiormente entonces G es suryectiva.

(v-f) Sij*(X) es cerrado y j* es acotada inferiormente, X es U-submddulo
introvertido de U* si a su vez j*(X) lo es de I*.

Demostracién 12.5 (i) Es inmediato.
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(i) Definimos Fy x : X* — U™/ X°, a saber: fijada x* € X* por el teorema
de Banach-Hahn podemos considerar una extension ® € U** de x*. Si
p U — U™ /X° es la proyeccion al cociente sea Fy x(xz*) = p(P).
Si U fuere otra entension en U** de x* entonces p (®) = p (V) pues @
y U coinciden sobre X, de modo que Iy x estd bien definida. Es facil
ver que Fy x es un operador lineal continuo e inyectivo. Si s € U™/ X°
y A€ X seaxt(N) = (N\D), donde & € U™ es tal que s = p(P).
Asi x¥% es un elemento bien definido de X* y Fy x (%) = s, i.e. Fyx
es suryectiva. Por el teorema de la funcion abierta sigue (iv).

(iii) Si X es introvertido por (iii) X° es ideal bildtero cerrado de U**. Luego
(U=/X°,0) es un dlgebra de Banach y si x5, x5 € X* basta hacer

0z} = FZ;} [Fux (7)) OFy x (23)] . (112)

(iv) Ciertamente Y es un I-submddulo de I*. Sean A € X y {aa},cq una
red de [I], de modo que existe fi = w*-limaea (aaj*(N)). Pasando even-
tualmente a una subred, podemos suponer que existe \g € U™ tal que
Ao = w-limyea (ag\). Como X es introvertido a izquierda \g € X.
Como j* € (w*,w*) deducimos que

fr=wlimaea (aaj"(A) = w-limaeaj” (aad) = 5 (Ao) ,

de donde n € j*(X). Asi j*(X) resulta introvertido a izquierda y,
andlogamente, se ve que también lo es a derecha. Es inmediato ahora
que Y es I-submddulo introvertido de I*.

(v-a) Siq:I"™ — I"™/Y° es la proyeccion al cociente sea

H:T"/Y° — U™ /X°, (113)
H(5)=p (™ (0)) sis=q(0).

Ahora, H estd bien definida: si q(0) = q(T) existe p € Y° tal que
c=T+p. Si A€ X resulta

A7 () =" (A),p) =0,
i.e. j**(p) € X°. Por ello

Ogenyxo = p (57 () = p (57 (0)) —p (57 (7)) -
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Es fdcil ver que H es lineal. Ademds p y q son sendos homomorfismos
de dlgebras y sis=q (o) yt =q(7T) en I**/Y° tenemos

H (30t) = H (¢ (507))
=p (5™ (7))
=p (™ (0)0j™ (7))
=p(j™(0))0Op (™ (7))
= H (35)0H (1).

Por otra parte, si H (5) = Oy /xo entonces j** (o) € X°, donde o € I**
ys=q (o). Porlo tanto si A € X vemos que

"), 0) = Ag" () =0

y podemos concluir que o € Y°. Asi s = Opsjyo y H es inyectiva.
Finalmente, si Fiy : I* — I** /Y es el isomorfismo construido como
en (i), sea

G:Y"— X", G=F, xoHoFy.

Claramente G : (Y*,00) — (X*,0) es monomorfismo.

(v-b) Sean y* € Y*, * € X*. Si M € I** es extension de y* entonces
Fry(y*) = q(M) y H(Fry (y*)) = p(j* (M)). Si ademds & € U**
fuere extension de x* en conformidad con (112) serd

G (y") Oa* = F x [Fux (G (y°) OFy x (z¥)] (114)
_Fzﬁc[ (Fry (y")) OFyx (7))
= Fy x [p (77 (M) Op (®)]
= Fy x p (57 (M)O®)] .

Como j** (I**) es ideal bildtero de U** existe N € I'™* tal que

p (G (M)B®) = p (G (N)) = H (Fry (N |y)) (115)
Asi N |ye Y* ypor (114) y (115) es

G(y")Oa* = F x [H (Fry (N |y))] =G (N |y).
Andlogamente se ve que G (Y*) es ideal a izquierda.

(v-c) Por construccion es facil ver que
Gy )=7"(M)|x si y" €Y, (116)
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donde M € I™* es cualquier extension de y*. Ademds, si M € I**
tenemos

G (M |y) = (FgxoH) (Fry (M ly)) (117)

Finalmente, si M € I** sea G[j** (M) |x] = M |y . Vemos que G
estd bien definida: si j** (M) |x= 0, j** (M) € X°. Luego

H(q(M)) - Ou**/Xo
y por (117) G(M |y) = Oxc. Como G es inyectiva M |y= Oyc. Es
claro ahora que G = G™1.

(v-d) Sik :Y > I*yh: X < U, Gok* = (joh)". Como k* es
suryectiva sigue que

ran (G) =ran[(j* o h)"]. (118)

Luego ran (G) serd cerrado si y solo si ran(j* o h) lo es, lo cual es
cierto por hipdtesis (V. el Corolario 13.59).

(v-€) Por (118), como (j* o h)" = h*oj** y h* es suryectiva, G serd suryec-
tiva si 7 lo es. En efecto, siendo j* acotada inferiormente podemos
escribir 7* = Lo j* 7"U) donde 1 : j* (U*) — I*. Como j* ["U7) es

-k

isomorfismo y I* es suryectiva, j** = (j

U o I* resulta suryectiva.

(v-f) Asumamos que j* es acotada inferiormente y que j* (X) es I-submédu-
lo cerrado de I*. Ahora j* (X) y dados ® € U™ y X\ € X veremos que
O\ € X. Como ® |xe X* por (v-e) existe y* € Y*, unico por (v-a), tal
que por (116)

Gy") =2 |x=7" (M) |x,

donde M € I'*™* es cualquier extension de y*. Como j* (X) es I-submddu-
lo introvertido de I*, Mj*(\) € j*(X). Pero Mj*(\) = j*(M\) y
siendo j* acotada inferiormente ha de ser inyectiva. Luego M\ € X y
X es introvertido a izquierda. Andlogamente también lo serd a derecha
y sigue la afirmacion.

Proposicion 12.6 Sean U una C*-dlgebra, X un U-submodulo de Banach
de U*. Entonces X es introvertido, X° es ideal w*-cerrado de (U**,0) y
(X*,0) es C*-dlgebra.
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Demostracion 12.7 Por la Prop. 9.3 U es Arens reqular. Por el Teorema

3.1U* = WAP (U) y por el Teorema 12.2(ii) X es introvertido. Sean & € X*,
Ae X y¥ elU™, digamos ¥ = w*-lim;c; yy (b;). Como ¥\ € X tenemos

(A, 00O0) = (UA, ®) =0
y como X es U-modulo a derecha

(A, 00) = %16%1 (bj, PA) = £1€r51 (Abj, @) = 0.

Asi X° es ideal de (U**,0), evidentemente w*-cerrado. Luego X° es cerrado
y basta invocar la Prop. 12.4(ii).

12.2. Regularidad y formas bilineales reflexivas

Definicién 12.8 *?43Sean XY espacios de Banach, m € B(X,Y;C) una
forma bilineal acotada sobre X x Y. Hay u,, € B(X;Y™*), v, € B(Y; X*)
unicos tales que

M@, y) = (@ tm (1)) = (,0n(z)) size X eyeY.

Por el Teorema de Gantmacher, como v,, = u}, oLy, v, serd débilmente
compacto si up, lo fuere. Luego u,, es débilmente compacto si y solo si v,, lo
es, en cuyo caso diremos que m es débilmente compacta. Asimismo, diremos
que m es refleziva si hay un espacio reflexivo R y aplicaciones ¢ € B(X; R)
y 1 € B(Y; R*) tales que m(x,y) = (¢(x),¥(y)) para todo z € X ey €Y.

Observaciéon 12.9 En analogia a la Observacion 2.9 y con la notacion an-
terior, las extensiones de Arens de m son

donde x** € X** e y*™ € Y*.

Teorema 12.10 (c¢f. [129], Th. 2.2) Consideremos X,Y espacios de Ba-
nach, m € B(X,Y;C) una forma bilineal acotada sobre X x Y. Son equiva-
lentes:

(i) m es regular.

42 palabras clave: Operadores débilmente compactos. Teorema de Gantmacher. Grupos
unimodulares.
43V. [54], [9]. Sobre regularidad de algebras tensoriales v. [130], [11].
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(ii) m es débilmente compacta.
(iii) m es reflexiva.

Demostracién 12.11 (i = i) Bastard ver que u}, : Y** — X* es (w*, w)-
continua. Sea {y;*},.; una red w*-convergente a cero en Y. Sii € I
y x** € X** tenemos

(g (7)) = (u7"s (7)) = (@™ 03 (y77)) = (o (27),077)
de donde lim;ey (uf, (yi*),2**) = 0.
(1i = i) Como u}, se asume débilmente compacta por el Teorema 13.27

hay un espacio reflexivo Z y operadores ¢ € B(X;Z), ¥ € B(Z;Y™)
de modo que U, =1 o ¢ (cf. [31]). Entonces six € X ey €Y es

m(,y) = (Y, um(2)) = (y, ¥ (¢ (2))) = (¢ (z), (V" 0 1y) (y)) .

(71t = i) Por hipdtesis hay un espacio reflexivo R y aplicaciones ¢ € B(X; R)
y Y € B(Y; R*) tales que m(x,y) = (¢(x),¥(y)) para todo z € X e
yeY. Siz™ e X* ey™ € Y™ vemos que

Como R es reflexivo R (¢**) C tr(R) y por el Teorema 13.33 ¢ es
débilmente compacta. Mds ain, ¢** € (w*,w) y por (119) m*** es w*-
continua a izquierda. Andlogamente, como R* es reflexivo 1 resulta
débilmente compacta. Asimismo ¥V** € (w*,w) y m*** también es w*-
continua a derecha.

Corolario 12.12 (i) En las condiciones anteriores, m es reqular si y solo
st m*** es regular.

(ii) Sean Xy e Yy subespacios de Banach de X eY respectivamente. Entonces
m € B(X;Y) serd reqular si la restriccion m | x,xy, también lo es.

(iii) Si ademds p : X — X/Xo, q: Y — Y/Yy son las proyecciones al co-
ciente, mg € B(X/X0;Y/Yy) ym = meo(p X q) en B(X;Y). Entonces
m es reqular st y solo si mqg lo es.

Demostracién 12.13 (i) De la Obs. 12.9 m** es regular si y solo si u}*
es débilmente compacta. Basta aplicar el teorema de Gantmacher.

(ii) Es inmediato.
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(iii) Sean u,, € B(X;Y™), tun, € B(X/Xo; (Y/Yy)") los operadores induci-
dos por m y mg respectivamente. St x € X ey € Y tenemos

(Y, " (Umy (p(2)))) = (g (Y) , U, (p(x))) (120)
=mo (p(z),q(v))
=m(z,y)
= (Y, um (7)),

e inferimos que q* o Uy, © P = Uy,. En consecuencia es claro que u,, es
débilmente compacto si U, lo es y la condicion es suficiente. Recipro-
camente, sea Uy, débilmente compacta y veamos que uy, € (w*,w), de
donde sequird la afirmacion nuevamente del teorema de Gantmacher.
Por (120) vemos que R (u*) C Yg+. Ademds R (q*) = Y5~ y ¢* |*97) es
isométrica, de modo que por el teorema de la funcion abierta podemos
esCribir Uy o p = (¢*) " 0 Up,. Sea {ni}ic; una red en (Y/Yy)™ tal que
w*-lim;ern; = 0. Dado M € (X/Xo)™ sea {z;};c; una red acotada tal
que M = w*-limjcstx/x, (p(x;)). Pasando eventualmente a una sub-
red, podemos suponer que existe y; € Y tal que y§ = w-lm,c; uy, (z;) .
Sii € I tenemos

(i () M) = i (0 (33) 1 (1) -
=1im ((q") " (um (;)) )
= lim <um (7). ((¢)7)" (”i>>
= <y6‘, (a7 (m)>
= (@) ) o) mi)

y de (121) es limer (uly (n;), M) = 0 y sigue la afirmacién.

Teorema 12.14 (cf. [129],Th. 3.1) Sea U un dlgebra de Banach con unidad
eym € BU,U*C) la aplicacion m(x, f) =, f, con .f (y) = f(zy) si
x,y €U y f €U*. Entonces m es reqular si y solo si U es reflexiva.

Demostracién 12.15 Six e U y f € U* tenemos

My (e) (%, f) = [ (2) = (2, Ldy-()) - (122)

Sim fuere reqular por (122) el operador Idy« serd débilmente compacto. Co-
mo (Idy)" = Idy- por el teorema de Gantmacher I; es débilmente compacta.
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Ast U], es w-relativamente compacta, mw = [U], por el Teo. 13.61(i) y co-
mo 1y € (w,w*) entonces u, ([U],) es w*-compacto. Luego u, ([U],) = [U™],
por el teorema de Goldstine y U es reflexivo. Reciprocamente, si U es re-
flexivo dada ¢ € U™ existe x4 € U tal que uy(xy) = ¢ y si (v, f) e U xU”
se tiene

me (2, f) = (o f,0) = (Tp ) = (x4, f) = (4 (24)) -

Ademds [U],, serd débilmente compacto y como w € (w,w) la aplicacidn
x — w (xxy) es débilmente compacta y sigue la tesis.

Corolario 12.16 (i) Si X es espacio de Banach, la forma bilineal
me B(X,X*C), m(z,2%) = (x,z")
es reqular si y solo si X es reflexivo.

(ii) Sea U dlgebra de Banach con unidad e. La forma bilineal

m € B (U, MU 1 (Z/{)) . m (a, {bn}neN) = {abp},cn
es reqular si y solo si U es refleriva.

(iii) Sea U un dlgebra de Banach munida de aprozimacion acotada de la
unidad. Luego la forma bilineal m € B (U, U*;U*), m(a,a*) =, a* es
reqular si y solo si U es refleriva.

(iv) Sean G grupo localmente compacto unimodular o-compacto munido de
una medida de Haar invariante a derecha™,

m € B (L' (G),L*(G); L™(G)), m(z, f) =z * f.
Entonces m es reqular si y solo si G es finito.

Demostracién 12.17 (i) Es inmediato.

#Indicamos z * f a la convolucién de la medida z(t)dt, en la que dt es la medida de
Haar de G y # € LY(G), con la funcién f € L*°(G). Méas generalmente, si u € M(G) y
f € L? (G) es boreliana, con 1 < p < oo, la integral (ux* f) (t) = [, f (s7't) du (s) existe
y es finita salvo algiin subconjunto N de medida de Haar nula de G cuando p es finito
o localmente nulo respecto a la medida de Haar si p = oo (i.e. la medida de Haar de la
interseccién de N con cada subconjunto compacto de G es nula). Redefiniendo p* f como
cero sobre N se tiene px f € LP (G) y [[pw= fI[, < [[pllIf][, (V. [73], Ch. V, Th. 20.12).
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(ii) SilU no fuera reflexiva habrd sucesiones inyectivas acotadas {ay}, .y €n
Uy {b5},.en enU* tales que {{an,by,)} tiene limites iterados distintos
([64], Corollaire 2). Sip € N escribiremos e, = {dy 4}, en I (U).

El elemento b = {b},},. . pertenece a I'(U)" y sin,m € N es
my (ana em) = <an€m> b> = <an> bm> )

i.e. {my (an,em)} tiene limites iterados distintos y m es no regular.
Reciprocamente, basta notar que si X € I* (U)" el operador w,,, es siem-
pre débilmente compacto pues su dominio es reflexivo.

(iii) La suficiencia es inmediata. Por otra parte, vimos en la Prop. 4.1 que
st {ej}jej es aproximacion acotada de la unidad de U a derecha, con-
siderando eventualmente alguna subred, Vo = w*-lim;c; 1y (b;) define
une unidad a derecha de (U**,0). Entonces si (a,a*) € U x U* resulta

my, (a’ a*) = <aa*7 \IJO> = 11/151 <a€j7 a*> = <a7 a*> )
je

de donde sigue que U es reflexivo ya que vy, = Idy~ es débilmente
compacto.

(iv) Sean z,y € L'(GQ), f € L*(G). Si indicamos %(3) 2 z(s7) para
s€G, xelL (G) pues G es unimodular. Como

<y»gf> = <5\£*y,f>
/a </G (57 y (s7) ds) F(t)dt

x(s)y(st) ds> ft)dt

I
T— o
T ——a a3

z (ut™) y (u) du) f(t)dt
z (ut™) f(t)dt) y (u) du

x (ut) f(t_l)dt) y (u) du

x (v) f(vlu)dv) y (u) du
*f)

(
(
(
(
(

—~

Yy
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resulta x * f =y f. Razonando como en el Corolario (1ii) vemos que m
es reqular si y solo si L' (G) es refleriva, lo que equivale a la finitud de

G. 45

Ejemplo 12.18 Sea m : ¢(N) x ¢o (N) — ¢y (N), m(a,z) = a-x, donde -
denota el producto coordenada a coordenada. Tengamos presente que

co (N = ' (N), I'(N)* =~ [®(N), c(N)" = ' (N)oC, ¢c(N)™ ~[* (N)@C.
Sixel'(N),a€c(N)yz € c(N) tenemos
my (a,x) = (a-x,\) = (x, \a) .
AsT Uy, ¢ (N) = 11 (N), vy, (a) = al, y el operador
vp 1 (N) = ' (N) @ C, v}, (©) =)0,

es (w*, w)-continuo. Precisamente, si w*-lim;e; ®; = 0 en (> (N), ¥ € [* (N),
n € C eiel tenemos

(v, (®;), ¥ @n)=(\0;, ¥ @n) = (X (V+n)0,).

Como ¢ (N) es Arens regular lim;e; <v;"m (®,;), V& n> =0 y m resulta requ-
lar.

45Gi (X, 3, 1) es un espacio de medida o-finita positiva L' (X, X, 1) es reflexivo si y solo
si ¥ es finita, lo cual ciertamente equivale a que L' (X,3, ) es finito dimensional. La
condicion es claramente suficiente. Por otra parte, si ¥ fuere infinito sea ¥; la subclase
de partes de ¥ de u medida finita. Sea F la subfamilia de partes finitas y disjuntas de 3
con el orden parcial de inclusién. Dado F' € F escribimos

1 1 .
MF(f):#FAZEFN(A)/Afdu, feL™®(X,%,pu).

Claramente Mp € [LOO (X,%, ,u)*] ,- Por el teorema de Alaoglu, hay una subred { Mr} pcg
de {MF} pc 7 que w*-converge a cierto elemento M & [LOO (X,%, ,u)*] |- Supongamos existe
ze L'(X,%, ) tal que M = t11(x .5, (). Dado E € ¥ de p-medida finita tenemos

1
du = M = lim M = lim — = 0.
/Ew 1 (xe) lim F(XE) iy

Por la o-finitud de la medida inferimos que x = 0. Pero M (1) = 1, de donde sigue la
afirmacion.
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12.3. Homomorfismos lineales reticulares

Proposicién 12.19 “6Sea M espacio reticular real y f : M — R una forma
lineal no nula. Son equivalentes:

(i) f es un homomorfismo de reticulos.

(i) f(z") A f(27) =0 para todo z € M.

(iii) f > 0y ker (f) es hiperplano sélido de E.*7

(iv) Rsof es rayo extremo de L (M, R)" 48

Demostracién 12.20 (i = ii) Es inmediato por (164).

(i1 = 1ii) Six e MT tenemos
fle)=f(")=f(@")Af(7)=0.

Supongamos ahora que x € ker (f) y seay € M tal que |y| < |z|. Como
x=a" —x obtenemos

0= Fe) AT ) = £ (%) = (o).
Luego f (|z]) = 0 y podemos concluir que |y| € ker (f).

(iii = iv) Sean ¢ > 0 y g € L(M,R)" no nulo tales que cf — g > 0. En-
tonces 0 < g < cf y ker(g) C ker(f). En consecuencia {f,g} es
linealmente dependiente y como ambos funcionales son positivos sigue
la afirmacion.

(iv =14i) Six € M es tal que f(z+) > 0 sea P = Uys0[0,2%]. Defini-
mos, para y € M*, g(y) = sup{f(z):2€[0,y]NP}. Como f >0
claramente 0 < g (y) < f (y). Es facil ver que g es una funcion positi-
vamente homogénea. Sean y1,y2 € M y veamos que

g +y2) <gn)+9@0). (123)

46 palabras clave: Espacios de Banach abstractos. Homomorfismos reticulares. Unidades
en espacios de Banach abstractos. Rayos extremos de conjuntos convexos. Conjuntos séli-
dos. Espacio de estructura de Kakutani.

4TUn subconjunto S de E se dice sdlido si dados z € S e y € E tales que |y| < ||,
yeS.

48Dado un cono C de E con vértice en cero, una semirecta R contenida en C se dice
rayo extremo de C si dados z € R e y € C tales que x —y € C necesariamente y € R.
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En efecto, si z € [0,y1 + y2] N P existen t € [0,1], 1 € [0,2%] y 0> 0
tales que
z=1t(p +y2) = o1 < oz

Entonces existe s € [0,1] tal que ty; = sox™ en [0,11] N P, de donde
ftyr) < g(y1). Andlogamente f (tys) < g(y2) y como f es lineal
f(2) <g(n)+9g(y2) y podemos inferir (123). Mds ain, si e > 0 sean
z; € [0,y;] N P tales que f(2;) > g(y;) —€/2, j =1,2. Es fdcil ver que
P+ P C P, de donde z1 + z3 € [0,y1 + y2] N P pues

[0,51] NP +1[0,50] NP C [0, 51 + 2] N P.

Asi

gW) +9(y2) —e < f(z1) + f(22) =f (a1 +22) gy +y2). (124)

Como ¢ es arbitrario de (123) y (124) g es aditiva sobre M. Dados
ahora wy, wy € M escribiremos g (wy — wg) = g (wy)—g (we) . Si fuere
Wy — Wy = Wy — Wa, COMO

g (w1) + g (w2) = g (wy +wy) = g (w1 +wz) = g (w1) + g (wy)

entonces g (wy)—g (we) = g (wy) —g (wz) . Como M = M — M queda
bien definida g : M — R si g (w) = g (wy)—g (we2) cuando w = wy —ws,
wy,wy € M™T. Es fdcil ver que g deviene lineal y 0 < g < f. Puesto que
f define un rayo extremo de M existird ¢ > 0 tal que g = cf. Pero

g(zt)= sup f(z)=f(a"),

z€[0,zt]

de modo que f = g. Ahora, si z € [0,x~|N P ezisten u,v € [0,1], p > 0
y T € [0,z7] tales que

z=ur" = pI =vpxT. (125)
Siu<wp, vpxt <wpzr~ y
z= (vpz™) A (vpa™) = (vp) (z~ Azt) =0.
Siw > vp por (125) es
ur” = (u—pv)x~ + pvr~ = pvaT,

i.e. (u—pv)x~ = pvx. Luego x € M yx~ = 0 = z. En definitiva,
0,27 ]NnP={0} yg(a7) = f(z7) =0.
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(i = 1) Six € M, por hipdtesis
f)vf(z)=f")+f ()
y serd f(zt) =00 f(z7) = 0. Supongamos existen u,v € M tales que
F V) > £ ) > ).
Por (163), uV v —u = (v —u)" y como f((v—u)") > 0 entonces
f((v—u)")=0. Ast
0> flo—u)=f((v—u)") >0,
lo cual es absurdo. En consecuencia, como necesariamente f > 0,

fluvo) < fu)V flv) < fuvo).
Proposicién 12.21 Sea M un espacio (AM) de Banach con unidad u y sea

Q el espacio de estructura de Kakutani de M. Entonces € = Ext ([Mj';] 1) Y
consiste de los homomorfismos reticulares f sobre M tales que f (u) = 1.

Demostracion 12.22 FEvidentemente [M_ﬂl =M; NN, con
N={feM": f(u)=1}.

Notar que [MJ*F] | €s w*-compacto no vacio, de manera que Ext ([Mj‘r] 1) #+ O

como consecuencia del teorema de Krein-Milman (V. [79], Th. 1.4.3). Por el

Teorema 13.50 bastard ver que si f € M*, f € Ext ([Mi] 1) sty solo si f es

homomorfismo reticular tal que f(u) = 1. En particular, por la Prop. 12.19
Ext ([Mﬂ 1) es w*-compacto.

(=) Sean f € Ext ([Mﬂl), g € Mi y ¢ >0 demodo que h € M}, con
h = cf — g. Probando que g € R f la afirmacién serd consecuencia
de la Prop. 12.21. En efecto, podemos suponer que ¢ (u) y h(u) son
positivos. Luego

gth _glw_ g  h{w) h

c ¢ g(u) ¢ hu)
Como f(u) =1, (g(u) +h(u))/c =1y (126) es combinacién convexa
de g/g(u) y h/h(u), ambos elementos de [M_ﬂl Siendo f extremal
inferimos que g = g (u) f.

f = (126)

(<) Sean f un homomorfismo reticular tal que

fu)y=1,te(0,1) yg,he [Mj'jl

tales que f = tg + (1 —t)h. Por la Prop. 12.19 f genera un rayo
extremo de M} y como f —tg € M} existird ¢ > 0 tal que cf = tg.
Pero f(u) = g(u) =1, de modo que c =ty f=g=h.
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12.4. Sobre espacios (AL) y (AM)

4950Entendemos por espacio de Banach reticular E a todo aquel en el que
lz|l < |lyll st |=| < |y|, cualesquiera sean x,y € E. Un espacio de Banach
reticular se dice de tipo (AM) (resp. de tipo (AL)) si dados z,y € EV se
verifica que [z Vy| = méx {||z[[, [[y[[} (vesp. [lz +y| = =[]l + [ly[}). En la
Seccion 13.11 el teorema de Kakutani precisa la estructura general de espacios
de tipo (AM). El modelo de espacios de tipo (AL) lo dan los espacios clésicos
de Lebesgue de funciones absolutamente integrables.

Proposicién 12.23 (i) Si E es espacio de tipo (AM) con unidad, E* es
espacio de tipo (AL) .5

(ii) Si E es espacio de tipo (AL), E* es espacio de tipo (AM) con unidad.

Demostracién 12.24 (i) Sean E espacio de tipo (AM) con unidad u y
[ € E%. Entonces ||f|| = f(u). Si ademds g € E%, como f+g >0
también

1f + gl = (f +9) (w) = fu) + g(u) = [ + lgll

(ii) Sea ahora E espacio de tipo (AL). Como la norma es aditiva y positi-
vamente homogénea sobre ET existe fo € E* tal que fo(x) = ||z| si
x € Et. Evidentemente fo € E%, |[foll =1 ysi fe E*y|f] <1
resulta f < fo porque

folz) = f(@) = |lzll — f(z) 2 0 siw € [ET],.

En consecuencia fy es unidad de E*. Dados g, h € E%, como g < ||g]| fo
y h < ||h]| fo entonces

gV h <méx{|g], [[All} fo-

Luego es claro que
méx {|[g[|, 2]} < llg V k|| < méx{[[g]|, [[2][}

y sigue la afirmacion.

49 Palabras clave: Espacios reticulares. Espacios de tipo (AL) y (AM). Unidades en
espacios reticulares. Espacios extremadamente disconexos. Conjuntos reticularmente com-
pletos.

%0Por la estructura de (AL) espacios consultar [23].

51V, Definicién 13.46.
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Teorema 12.25 Sea E un espacio de Banach reticular.

(i) Las operaciones reticulares son continuas.

(ii) £* es reticularmente completo (i.e. todo subconjunto no vacio de E*
contenido en un intervalo cerrado con extremos en E* tiene supremo e
infimo).

(iii) Si E es espacio de tipo (AL) existe X espacio compacto extremada-
mente disconexo (i.e. la clausura de cada subconjunto abierto de X
es abierta) tal que E* =~ C'(X), donde =~ representa un isomorfismo
isométrico reticular.

Demostracién 12.26 (i) Si z,y,z € E veremos que
lz—y|=|zVz—yVz|+|lzAz—yAz. (127)

Luego serd
JzVz—yVzl| <[z -yl

pues |[xVz—yVz| < |x—y| yV (y por ende también N) resultardn
continuas. Asumiendo cierto (127) cuando z = 0 serd

lz—yl=[(x+2)VO—(y+2)VO|+|(x+2) A0O— (y+2) AO|
=lzVz—yVz|+lzAz—yAz.

Notemos que

r—y=(@V0—yVv0)+(xzA0—-yAO0). (128)

Ademds (z —y)" = (x —y) V0 y

(x—y)VO+yVvO0=2VO0,
de modo que (x —y)" =z V0 —y V0 ypor (128) ha de ser
(x—y) " =2A0—yAO.

Por lo tanto

z—yl=(@—y) +(x—y)~
=zV0O—yVOl+[xA0—yAOQ|

y (127) es efectivamente vdlida si z = 0.
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(ii) Sean A C E*, A # &, y 1,92 € E* de modo que A C [g1,¢2]. Si
B () & supjep i f (2), © € E*, vemos que 0 < h(z) < (g2 — 1) ()
y h estd bien definida. Ademds es inmediato que h es una funcion
positivamente homogénea subaditiva. Mds atn, si v1,79 € ET ye >0
sean f1, fa € go — A tales que f;(x;) > h(x;) —€/2 si j =1,2. Como
g2 — A C [0,92 — g1] no hay pérdida de generalidad si suponemos que
J1 < fa, y asi

h(x1) +h(22) —e < fi(w1) + f2 (22) < fa (21 + 22) < h(21 + 22)

Como ¢ > 0 es arbitrario h es aditiva sobre E™. Razonando como en
la Prop. 12.19 h se extiende a una aplicacion lineal sobre E, la cual
serd ciertamente positiva. Por otra parte, h € E* : sea {x,}, -, una
sucesion convergente a cero en E. Como las operaciones reticulares
son continuas en E sin € N resulta

|h(zn)| < hlzn| < (g2 — g1) (lznl)

i.e. im, oo h(x,) =0. Six € ET yk e A, como (g2 — k) (z) < h(x)
es (g2 — h) (x) < k(x) y go — h deviene cota inferior de A. Ademds, si
[ fuere otra cota inferior de A,

g2 (2) —k(2) < go(2) —1(2) si k€A

Luego h () < go (x)—1(x), h < go—1 y concluimos que go—h = inf (A).
Andlogamente se prueba la existencia de sup (A) en E*.

(iii) La ezistencia de un espacio compacto X tal que E* ~ C(X) sigue
al combinar la Prop. 12.23(ii) y el teorema de Kakutani. Sea U un
subconjunto abierto no vacio de X y veamos que U~ es abierto. Por el
lema de Urysohn la familia S de funciones f € [0, 1] soportadas en U es
no vacia. Como C(X) es reticularmente completo existe fy = sup (S).
También por el lema de Urysohn sigue que fo [v=1 vy fo |x_v-= 0.
Concluimos que fo = xy- y, como fy es continua, U™ serd abierto.

12.5. Factores en el dual de algebras de Banach

Sea U un &lgebra de Banach. Indicamos U*U y UU™ a los U-submdbdulos
de U* generados por elementos de la forma fa y af respectivamente, donde
a € Uy f € U*. En particular, si U tuviere aproximacién acotada de la
identidad a derecha (resp. a izquierda) por el Corolario 13.23 U*U (resp.
UU™) serfa cerrado. Més aun, por el teorema de Cohen todo elemento de U*U
(resp. de UU™) es de la forma fa (resp. af), para ciertos a € U y f € U*. Se
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dice que U* es factor de U* a izquierda (resp. a derecha) si U*U = U™ (resp.
UU* = U*), siendo simplemente un factor si lo es a ambos lados.

Teorema 12.27 (cf. [91]) Sea U un dlgebra de Banach con aprozimacion
acotada de la identidad {e;}, ;. Son equivalentes:

(i) U'U =U" (resp. UU" =U*).
(ii) Dado f € U*, f = w-limies (fe;) (vesp. f = w-limier (eif)).
(iii) (U**,0) (resp. (U™, )) es unitaria.

Demostracién 12.28 (i = i) Sean f € U*, & € U™. Podemos escribir la
existencia de a € U y g € U* tales que f = ga. Como

(fei, @) = ((g9a) e, @) = (g (ae;) , @) = (ae;, Dg)
resulta

lzier? <f€u(1)> = <(I, (I)g> = <ga,CI)> = <f,CI)> :

(16 = i) Por la Prop. 4.1 (U™,0) tiene unidad a derecha. Considerando
eventualmente una subred podemos suponer que existe

Oy =w" — lllerlll w (e;) -
St ®eU™ y fel* tenemos
(. 2009) = (2, 2) = lim (c;, f) = lim (fe;, @) = {1, )
e inferimos la afirmacion.

(1it = i) De la demostracion de la Prop. 4.1, pasando eventualmente a una
subred de {e;};.;, eviste E = w*-limcr 4y (e;) y F' es unidad a derecha
de (U*,0). Si (U*™,0) es unitaria necesariamente E ha de ser la
unidad del dlgebra. Si f € U y ® € U**, como RS € (w*,w*) escribimos

(f,@) = (f, EL®) = lim (f, ;@) = lim (fe;, ©) ,
ie. feUU" . Luego f € UU vy sigue que f € UU.

Corolario 12.29 Sea U dlgebra de Banach provista de aproximacion acota-
da de la unidad.
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(i) SiZ esideal bildtero cerrado de U y (U*™*,0) (resp. (U**, <)) es unitaria
también lo es ((U/Z)™,0) (resp. (U/L)™,0)).

(ii) SiU es regular entonces U™ es unitaria.

Demostracién 12.30 (i) Sea E unidad de (U**,0), p: U — U/T la proyec-
cién al cociente. Notamos que p** : (U**,0) — ((U/Z)™ ,0) es epimor-
fismo (V. la demostracion de Prop. 12.38(viii)). Es inmediato asi que
p** (E) deviene unidad de (U/Z)™,0).

(ii) Por la Prop. 4.1 existen E, F € U** tales que
O=0E =FO0P si P c U™
y, por la regqularidad, sigue la afirmacion.

Teorema 12.31 (¢f. [91], Th. 2.6) Sea U dlgebra de Banach débilmente
secuencialmente completa provista de una aproximacion acotada secuencial
{en}nen de la unidad. Son equivalentes:

i) uvu=u.
(if) UL = U,
(iii) U es unitaria.

Demostracién 12.32 (i = i) Si f € U* sean g € U*, a € U tales que
[ = ga. Como para n € N es (en, f) = (aen,g) sigue que {e}, oy
es sucesion w-Cauchy y por hipdtesis exviste e € U tal que e = w-
lim,, o €,. Ademds

(be,,, h) = (en, hby — (b, h) = (e, hb) = (be, h)

cualesquiera sean b € U y h € U*, i.e. b = be y e es unidad a derecha
de U. Luego h = eh para todo h € U* y sigue (ii).

(it = i) Idem.

(i = i1i) Es ahora inmediato.

(791 = i) Trivial.

Lema 12.33 Seald dlgebra de Banach reqular provista de aproximacion aco-

tada de la unidad. Entonces U* es un factor.

116



Demostracién 12.34 Supongamos U*U & U™ y sea ® € U™ no nulo tal que
O (UU) ={0}. Sea A € U* tal que (\,®) = 1. Si a € U tenemos

0= (Aa,®) = (a,PN),

i.e. DA = 0. Como U tiene aproximacion acotada de la unidad por el Coro-
lario 4.3 existe E € U™ identidad mizta. Como U es reqular obtenemos

1=(\®) = (\ EQP) = (\, EOP) = (PN, E) =0,
lo que es absurdo y sigue luego la tesis.

Corolario 12.35 Un dlgebra de Banach secuencialmente completa provista
de una aproximacion secuencial acotada de la unidad es regular solo si es
unitaria.

Demostracién 12.36 Sigue combinando el Teorema 12.31 y el Lema 12.33.

12.6. Centros topolégicos

Definicién 12.37 52%3Seqa U un dlgebra de Banach. Indicamos
ZlU)y={deU™: Ly =L}, Z}(U™)={® €U : Ry = Ry},

donde para ® € U** indicamos L, Lg, RY, R% a los operadores de multipli-
cacion a izquierda o derecha por ® sobre U™ respecto al primer o sequndo
producto de Arens. Decimos que Z} (U**) y Z2 (U**) son los centros topoldgi-
cos a 1zquierda y derecha de U**.

Proposicién 12.38 (i) Se tiene
ZIU™) ={®euU™: Ly es (w*w*) continuo},
ZZU™)={P eU™ : Ry es (w*-w*) continuo} .
(ii) Ambos centros topolégicos son subdlgebras de Banach de (U**,0) y (U**, O)
y contienen al centro del dlgebra respectivamente.

(iii) U es Arens-reqular si y solo si U** coincide con alguno de sus centros
topolégicos.

52 Palabras clave: Productos semidirectos. Centros topoldgicos. Algebms de Banach
fuertemente Arens irrequlares. Identidades miztas. Ideales nilpotentes.
. [99], (98], [10], [8], [43].
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(iv) Sil es abeliana entonces Z} (U**) = Z2 (U**), siendo éste conjunto el
centro Z (U*) de (U*,0) y (U™, ).
(V) 2 ™) =22 (U™)™) y 22 U™) = 2/ (U")™).

(vi) SiU es una x-dlgebra de Banach y ® € U** entonces ® € Z} (U*) si y
solo si * € Z (U*).

(vii) Sea V una subdlgebra de Banach de U y sea j : V — U la inclusion.
Entonces para i = 1,2 se tiene

(viii) Si T es ideal cerrado deU y q : U — U/T es la proyeccion al cociente
para i = 1,2 resulta

¢ (20 (U™)) € 2 (U/3)7).

Demostraciéon 12.39 (i) Sean ® € Z! (U™) y ¥ = w*-limyeca ¥, en U*.
Si A € U* tenemos

(A Lg (9)) = (A, Lg (¥))
= (A, 20V)
= (A, )
= lim (A®, V)
= lim (A, ®0T,)
= lim (\, Lg, (¥a))

— lim (A, L§ (V)

i.e. LY (0) = w*limuea L3 (V,) y L7 € (w*,w*). Sea ¥ € U™ tal que
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U = w*limjey iy (b;). Si LY es (w*w*) continuo y X € U* escribimos
(0L (9)) = lim (0 L5 (1 ()
= h’m <)\, (I)Dbu (b]»

(bj) A, @)

—hm<
= hm(b A, D)
{b)

= lim (b;, A\D)

= zm, 0)
= (A, DOW)
= (\ LY (1)),

i.e. ® € Z} (U™). La otra afirmacidn se prueba en forma andloga.

(ii) PEwvidentemente los centros topoldgicos son subespacios de Banach de U**.
Como (U**,0) y (U™, ) son dlgebras asociativas de (1) sigue enseguida
que los centros topolégicos devienen subdlgebras de Banach. Que estos
centros topoldgicos contienen a los centros de (U™,0) y (U™, ) es

inmediato.
(iii) Es inmediato.
(iv) Supongamos U abeliana, ® € Z} (U**) y ¥ € U**, digamos
d=w -llrgbu (o), ¥V =w -élerflgbu (bg) . (129)

ac
Entonces

UOP = w —(lylgl“ élr% w (bgay)

= w"-1im lm ¢ (a,bp)

a€A BeB

= oLIv
= OOV
=w"*-lim I ob

= w- lim lfm &, (anbp)
= w*-1lim i

= w’-lim Iim 4, (bgay)
— YD,

de modo que Z} (U**) C Z2 (U**) . Andlogamente sigue la otra inclusion
y el resto de la afirmacion es inmediata.
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(v) Sean &,V € U** como en (129). Por (2) tenemos

OOV = w —(lllerfl4 %161513 w (aabs) = w —l}g}l }}1519 w (bg op o) = V00 ®

y andlogamente ®Q¥ = W, ®. Si ademds ® € Z! (U*™) tenemos

entonces
\PElop(I) = OOV = OV = \If<>0p<I>,

0 sea ® € Z2 ((UP)*™) y podemos inferir la afirmacion.

(vi) 81 ® = w*-limyea g (an) y A € U* tenemos
(A, @*) = (N, D) = lig14 (g, A*y = lim (aj, \)

acA

i.e. ®* = w*-limyeq uy (al). Es fdcil ver entonces que si ¥ € U™ se
tiene (VO®)" = ®*QU*. Por lo tanto si ® € Z} (U*™) escribimos

TOD* = U 0" = (BOV*)* = (POW)" = WP,
0 sea ®* € Z2 ((U™). El resto es inmediato.

(vii) Por el teorema de Banach-Hahn la aplicacion j* es suryectiva, por lo
que j** deviene inyectiva. Por otra parte,

J7 (VT Oyee) = U, 0) y ™ (V5 0pee) = (U™,0) - (130)

son homomorfismos que dlgebras®. Dado ® € j** (V**) N Z} (U**) sea
M € V** tal que ® = j**(M). Bastard ver que M € Z! (V**), para lo
que consideramos N € V** y escribimos

y podemos concluir que MUy N = MOy N.

(viii) Sean ® € Z} (U*), M € (U/T)™ . Notemos que ¢** € B (U**, (U/T)™)
es epimorfismo®. Sea M = ¢** (¥) para cierto V€ U**. Notemos que

54P. ej. para el primer caso en (130) notar que como sigue notando que
MG (A) =" (57 (M) A)

toda vez que M € V** y A € U*. El segundo caso es analogo.
55Es facil ver que ¢* : (U/I)" — I° es isomorfismo isométrico de espacios de Banach.

Dados N € (U/I)™ sea

By : 10— C, (\dp) 2 <(q*)_1 (A),N>.

Entonces | (A, §g)| < H(q”‘)f1 H [IN|| || Al| para cada A € I°y por el teorema de Hahn-Banach
existe ® € U** tal que @ |;o= Pg. Ciertamente ¢** (P) = N.
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J°° es ideal cerrado de (U**,0) y de (U**, ). Asi U™ /T admite
sendas estructuras de dlgebra inducidas por los productos de Arens sobre
U**. Sean n : U** — U™ /T°° la proyeccion al cociente y

L{**//~00 (Z/[/j)**

el isomorfismo tal que ¢** = N on. Es facil ver que tanto A como n son
homomorfismos de dlgebras. Finalmente,

£ (@)0M = ¢*(@)0g" (T)

= A(n(®))0A (n(¥))

= A ((®)Tn(¥)

“ (SO

=q7" (200)
= A (®) On (V)
ZA( (®)) OA (1 (V)
¢ (2)0q™ (V)

=¢"(®)OM.

0 sea ¢** (®) € Z} (U/T)™). El resto sigue en forma andloga.

Definicién 12.40 Un dlgebra de Banach U es fuertemente Arens irreqular™”
a izquierda (f.A.i.i.) o fuertemente Arens irreqular a derecha (f.A.i.d.) segin
sea u(U) = Z; (U*) 0 (U) = Z2 (U**) respectivamente. Diremos que U es
fuertemente Arens irreqular (f.A.i.) si lo es tanto a derecha como a izquierda.

%SEn efecto, sea {®,},., C Iy sea & = w*-lim,e, Bs en U**. Si a* € U* tenemos

(a*,®) = lim (a*, Ps) = 0,

seo

*

ie. ® € I°° e I°° resulta w*-cerrado. Més atin, 1°° = ¢ (I)w : como gy (I) C I°° entonces

w ()" C I°. Por otra parte, sea ®o ¢ 1 (I) . Por la Prop. 13.13 existen un funcional
lineal w*-continuo u : Y** — C y ¢ € R tal que

w (I) C{® €U : Re (®,u) > ¢} (131)

vy Re(®p,u) < ¢. Razonando como en el teorema de Goldstine existe A\g € U™ tal que
u =y~ (Ag). Por (131) vemos que Re {(a, \g) > ¢ para todo a € I, de modo que ha de ser
Ao € I°. Ademas

Re <q)0,u> = <>\0,(I)0> <c<0,

ie. ©g ¢ I°°. Que I°° es ideal cerrado de (U**,0) y de (U**, O) sigue de la Prop. 2.7(iii).
5TP. ej., por fuerte Arens irregularidad de 4lgebras de Beurling v. [94].
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Proposicién 12.41 (i) Sea U dlgebra de Banach dual con un predual U,.
Entonces U es f.A.i. si y solo si dado ® € (1, (Us))" — {0y« } existen
Wy, Uy € U tales que POV, # POU, y Uyl1P #£ Uy OP.

(ii) Un dlgebra de Banach abeliana U es f.A.i. siy solo si Z (U™) =, (U) .
Demostracién 12.42 (i) Como en el Teorema 5.1 sabemos que
U™ =y (U) & (u, (Us))"

Claramente la condicidn es necesaria. Reciprocamente, si ® € Z! (U**)
hay tnicos a € U y P9 € (1w, (Us))° tales que ® = 1y (a) + Pg. Si
D # Oy« por hipotesis existe W € U™ tal que PoIV # OyOW. Luego,
por la Prop. 2.7(v), se contradice el cardcter de centro topoldgico a
izquierda de ®. Asi By = Oyer y 1i(U) = Z, (U™) . Andlogamente sigue
que u(U) = 22 (U*) yU es fA.i..

(ii) Sigue de la Prop. 12.38(iv).

Proposicion 12.43 Sean U un dlgebra de Banach abeliana e T un ideal
nilpotente de indice n > 2 de (U**,0) tal que U** = 1 (U) x . Entonces
I C Z(U™) yU no es fuertemente Arens irreqular.

Demostracién 12.44 Sean ® € 7" ', a c U y VU € Z. Como T es ideal con
indice de nilpotencia n y U es abeliana, por la Prop. 2.7(v) tenemos

S0 (1 (a) + V) = Py (a) = Pa = a® = (1 (a) + V) OD. (132)

De (132) y la Prop. 12.38(iv) sigue que ® € Z(U™). Ademds I" " € w(U)
pues T4 £ {0y}, I C T y 1y (U)NZL ={0y}, de donde sigue la tesis.

Proposicion 12.45 Sea U un dlgebra de Banach. Entonces:
(i) u*- Zt U= cu.
(i) Si U tiene alguna unidad mixta E entonces Z2 (U**) C ECIU**.

(iii) Si U tiene alguna unidad mixta F y U*U # U* entonces E ¢ Z} (U*)
y U no es Arens regular.
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Demostraciéon 12.46 (i) Si ® = w*-limueca 1y (aq) pertenece a ZL (U™) y
AelU*, dado ¥ € U™ escribimos

D, T) = (\, BOT)
= (), ®00T)

= (T, D)
hm (an, TA)

= hrI}1 (Ao, ),

(1S

i.e. A = w-limyea (Aay) . AsiAD € U*U - basta aplicar el Teo. 13.61(i).
(ii) Es inmediato.

(iii) Sea Ao € U* —U*U. Por el teorema de Banach-Hahn eziste ® € U**
tal que (N, ®) # 0 y U*U C ker (®) . Suponiendo E € Z} (U**) por (i)
serd \oEE € U*U y

0= (NE, D) = (Ao, EOP) = (N\o, D),
lo cual no es cierto. Luego sigue la tesis.

Proposicién 12.47 (cf. [91]) Sea U dlgebra de Banach con aproximacion
acotada de la unidad.

(i) SiU* es factor solo a un lado Z} (U**) # Z2 (U™) .

ii es factor a izquierda (resp. a derecha) si y solo si M; C
ii) U* es f izquierd derecha) si lo si M ZH (U
(resp. My C Z2 (U**)), donde

={mel”™ :Um Cuy (U)} (My={m el :mU C 1y U)}).

Demostracién 12.48 (i) Sea U* factor a izquierda pero no a derecha. Por
el Teorema 12.27 (U™,0) es unitaria pero (U™, O) no lo es. Por el
Corolario 4.3 existe E € U™ identidad mizta. Como

OPLOE =FEQ02 =9 si ®cU™

existird ® tal que ®OF # @, i.e. E ¢ Z2(U™). Si U es el elemento
idéntico de (U**,0) resulta E = UOE = U. Es claro entonces que
E e Z}H(U*).
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(ii) Sean m € My, n € U**. Asumiendo que U es factor a izquierda sia € U
y f €U* existe b € U tal que am = 1y (b) y tenemos

y asi m € Z} (U**). Reciprocamente, como U tiene aprozimacion aco-
tada de la unidad eziste sea E € U™ identidad mizta. Si c € U resulta

cE =1y (E)OF = 1y (c),
o sea E € M. Por hipdtesis sigue que E € Z} (U**) y si ® € U™ es
E0® = EQ® = PLE = O,

i.e. (U,0) es unitaria y basta aplicar el Teorema 12.27.

12.7. Regularidad y completitud secuencial débil

Proposicién 12.49 (cf. [91]) Sea U dlgebra de Banach con aprozximacion
acotada de la unidad y sea & el conjunto de unidades mixtas de U .%®

(i) Si £ € £ larelacion Pg (m) = EOm define un proyector sobre U**.
(i) (1 — E)OU* es ideal bildtero cerrado de U**.

(iii) (1— E)OuU™ = UU)".

(v) UU) =~ U™ (UU)" ~ EOU.

(v) (U*U)" es dlgebra de Banach.

58 Palabras clave: Unidades mixtas. Centros topoldgicos. Sucesiones débiles de Cauchy.
Funcionales tipo 1 de Baire. Débil-secuencial completitud.
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Demostracién 12.50 (i) Evidentemente Pg € B (U*™). Sim € U™ resulta
P%(m) = (EOE)Om = EOm = Pg (m),
por lo que Pg es proyector y podemos representar

U™ = EOU™ & (1 — E) Ou™. (133)

(ii) PEwvidentemente (1 — E)OU*™ es ideal a derecha, y es cerrado pues se
trata del nicleo de Pg. Ademds dados n,m € U™ resulta

nd(m — EOm) = nOm — nO (EOm)
=nOm — (nOE)Om
= nlm — nlm
= 0.

(iii) Sean m e U**, f € U*, a € U. Entonces

(fa, EOm) = (m(fa), E)

i.e. (fa,m — EOm) = 0. Por otra parte, dado n € (U*U)" considere-
mos una red acotada {x;},., en U cuyo w*-limite sea E. Entonces

<f7 EDTL> = <nfv E> = h,er? (xl,nf) = h’eHIl <f:cl,n> =0.
Por (133) esn € (1 — E)OU*™.

(iv) Sean j : UU — U* yp: U™ — U™ (UU)" la inclusion natural y la
proyeccion al cociente respectivamente. Por el teorema de Banach-Hahn
A s U™ — (UU) es suryectiva. Como (UU)" es ideal cerrado
U=/ (UU)" es un espacio de Banach. Hay, ademds, un_isomorfismo
de espacios de Banach ,j : U™ | (UU)"™ — (UU)* tal que jop = (,5)* .
Sim € U™ escribimos

Op : EOU™ — (UU)*, Op(EOm) =m

u*u -

Por (iii) O estd bien definida. Ademds es monomorfismo, y si es da-
do X € (UU)" existe n € U™ tal que (,7)" (n) = \. Es fdcil ver que
Or(EOn) = A. Por el teorema de la funcion abierta 0 deviene isomor-
fismo de espacios de Banach.
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(v) Como (UU)" es ideal cerrado U (UU)™ es un dlgebra de Banach y p
es homomorfismo de dlgebras. Por (iv), queda inducida en (U*U)" una
estrutura de dlgebra de Banach respecto a la cual tanto (,j)° como ,:]
serdn homomorfismos de dlgebras. Precisamente, dados M, N € (U*U)*
basta hacer MN = (,j)* (mOn), donde m,n € U** extienden a M y
N respectivamente.

Notacién 1 Si L, M € (U*U)" escribiremos LM € (U*U)" al producto de
ambos, como en la Prop. 12.49(v). Por la Prop. 12.38(i) haremos también

ZH(UUY ) ={M € (UU)" : Ly es (w*w*) continuo}
Z2(UU) ={M € (UU)" : Ry es (w*w*) continuo} .

Ademds quedan definidas las aplicaciones
U U=y, (fym) = Fm,  {n,Fm) 2 (f,mOn),
\% \Y%
UUX (UU) S UU™, (A M) — AM, <L,>\M> = (N ML).
(134)

Observacién 12.51 Sean a € U, M € (U*U)". Por el teorema de Banach-
Hahn existe m € U** extension de M. Por la Prop. 12.49(iv) podemos hacer
aM = (am) |yu, quedando bien definido aM € (U*U)* . Mds aiin, aM cobra
sentido en cuanto elemento de U**, pues si my € U™ fuere otra extension de
M dado f e U* es

<f’a'm> = <fa>m> = <fCL,M> = <fa7m1> = <faa'm1>7

. A
t.e. aM = am en U*™.

Proposicién 12.52 (Ibid., Lemma 3.1) Sea U dlgebra de Banach con apro-
ximacion acotada de la unidad.

(i) Dadom € U™, m € Z} (U**) siy solo si fm € u (U*) para todo f € U*.
En ese caso, fm e U*U y fm = - (fm).

(ii) Si M € (U*U)" son equivalentes:
(a) M e Z} ((UUu)").
\%
(b) AM € =y (U*U) para todo A € U*U.

(c) aM € Z}! (U**) para todo a € U.
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Demostracién 12.53 (i) La afirmacion es consecuencia de la Prop. 12.538(i).
Sime ZHU™), feU yn eU™ se tiene

(mFm) 2 (f,mOn) = (fmOn) = (fm,n) = (o, e (fm).

Mds ain, sea {a;},.; red acotada en U tal que m = w*-lim;e; ¢; (a;) .
Sin € U™ sigue que

(fm,n) = <n,f/7\n>
= (f,mUn)
nf,m)

’

=
zgm} (aj,nf)
=1

(S
iGII} <faj7n>7

i.e. fmeUU , yporel Teo. 13.61(i) y el Corolario 13.23 concluimos
que fm e UU.

(iia < 1ib) Dadas cualquier red {L;},.; en (UU)", X € UU ei € I es
V *
(N, ML;) = <Li, )\M> . Luego L; % Oy 81y solo si (A, ML;) — 0.

(1ib = iic) Veamos que sia € U y f € U* entonces

\

(fa) M o (,j)" = f (aM). (135)

Precisamente, si m € U** extiende a M dado n € U™ por (134), la
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Obs. 12.51 y la Prop. 12.49(v) tenemos

<

Ahora por hipdtesis existe X € UU tal que (fa) M = upy(N) y si
n € U** por (135) obtenemos

<n, S (O?M)> = (u, (+3)" (n)) = (u,n) = (n, - (N)) (136)

y por (i) sigue (ii)(c).

(itc = dia) Sean w*-limc; N; = Oy, A = fa en UU y sii € I sea
n; € U™ extension de N;. Por (134) y (135) sii € I es

(o 28) = (N (Fa) 0 ) = () (). () M ) = £ @M ().
(137)

A
Pero por (i) tenemos f(aM) = upy (N) para cierto X € U*U. Por
(137) escribimos

(fa, MN;) = (A, ni) = (A, N;)
para i € I, o sea lim;er (fa, MN;) =0 y sigue la tesis.
Corolario 12.54 St U es dlgebra de Banach con aproximacion acotada de

la unidad entonces UZ} (U*) = UZ} (LUU)T).
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Demostraciéon 12.55 Si M € Z! (U*U)") por la Prop. 12.52(ii) tenemos
UM C Z}U**). Luego UUM) C UZ; (U™). Como UM es U mddulo
de Banach a izquierda y U posee aproximacion acotada de la unidad por el
teorema de Cohen UM=U (UM) , i.e. UZ} (UU)*) CUZ} (U*). Por otra
parte, dadon € Z! (U**) sea N la restriccion den a U*U. Entonces an = aN
para cada a € U como se senalara en la Obs. 12.51 y N € Z! (UU)").
Precisamente,basta notar que UZ; (U**) C Z} (U*), y de nuevo por la Prop.
12.52(ii) sigue la tesis.

Definicién 12.56 FEn un dlgebra de Banach U, un elemento f € U* se dice
débilmente completamente continuo a izquierda (o f € dcci) si la aplicacion
Llf’u* a — fa deU en U* transforma sucesiones débiles de Cauchy en
sucesiones débilmente convergentes. Indicaremos DCCI (U*) a dicha clase
de elementos.

Definicién 12.57 En un dlgebra de Banach U, un elemento m € U** se dice
que es Baire de tipo 1 (o m € By) si hay una sucesion {a,} -, enU tal que
m = w*-lim, o ty (an) . Indicaremos By (U™) a la clase de tales elementos.

Lema 12.58 (Ibid., Lemma 3.3) Sea U un dlgebra de Banach. Entonces
By (U™) C ZHU*) siy solo si DCCT (U*) = U*.

Demostracién 12.59 (=) Sean f € U* y {a,} -, una sucesion débil de
Cauchy en U. FEsta sucesion ha de ser acotada por el principio de
acotacion uniforme de modo que por el teorema de Alaoglu®® estd definido
n = w*-lim,, .oty (a,). Por hipdtesis n € ZH(U™) y si m € U™ vemos
que

(fn,m) = (f,nOm)
= (f,nOm)

= (mf,n)

= lim (a,,mf)

n—00
= lm (fa,,m),
n—00

i.e. fn=w-lim, . fa, y f € DCCIU*).

(<) Seap € By (U™), p = w*-lim,,_, 1y (by,) para cierta sucesion {b,} -,

contenida en U. Sea {qi},c; € U™ tal que w*-limicrq; = Oy Si

®Hay que considerar alguna subsucesién de {a,},., , pero como {(a,,g)},., converge
% ., 0o *
para todo g € U* la sucesion {¢y (an)}, ., resulta w*-convergente.
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h e U*, como {b,}, ., deviene sucesion débil de Cauchy, por hipdtesis
existe | € U* tal que | = w-lim,,_,, (hb,) . Entonces

= lim lim (hb,, q)

i€l n—oo

= lim lim (b,, ¢;h)

i€l n—oo
= lllef? (gih, p)
= lim (h, pUg;) ,
o0 sea Oy« = w*-lim;e; pUq; y sigue la afirmacion.

Teorema 12.60 (Ibid., Th. 3.4) Sea U dlgebra de Banach con una aproxi-
macidn acotada secuencial {e, } - | de la identidad tal que Z} (U™ )U C 1 (U).

(i) SiU es débilmente secuencialmente completo entonces Z!H(U**) = 1 (U).
(i) Si U* es débilmente secuencialmente completo® Z!(U**) = By (U*).
(iii) SiU es regular entonces U** = By (U™).

Demostracién 12.61 (i) Sea m € Z}(U**). Por el Corolario 4.3 hay en
U una unidad mizta E del tipo

E=w"— lim y (e,,),
k—oo

para cierta subsucesion {e,, }o, de {e,} - . Entonces m = mOE y
por la Prop. 12.38(i) m = w*-limy_,, (mey, ) . Por hipdtesis deducimos
que m € By (U™). Como U es débilmente secuencialmente completa
y puesto que {mey, },-, resulta sucesion débil de Cauchy en U existe
a € U tal que a = w-limy_o (Mmey,, ). Finalmente, es inmediato que
m =y (a). La otra inclusion es trivial.

(ii) Veamos que DCCI (U*) = U* asumiendo que U* es débilmente se-
cuencialmente completo. Sean f € U* y {a,},—, sucesion débil de
Cauchy en U. Si ¢ € U entonces {(fan, d)}.—, es de Cauchy porque
{{an, @f)},2, lo es y ambas coinciden. Por lo tanto existe g € U* tal
que g = w-lim,,_., (fa,) y sigue la afirmacién. Por el Lema 12.58 es
By (U**) C ZHU™). La otra inclusion sigue como en la primera parte

de (1).

60V, [132].
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(iii) Si U fuere regular por el Teorema 3.1 ZHU**) = U** y basta razonar
como en la primer parte de (i).

Teorema 12.62 (Ibid., Th. 5.6) SeaU dlgebra de Banach con aprozimacion
acotada {e;},.; de la identidad. Son equivalentes:

(i) WAP (U) D uu. o
(i) UU™ C ZHU™).

(iii) UU™ CUZH((UU)T).
(iv) @Uu)" =z (UU)).

Demostracién 12.63 (i = ii) Sean a € U, m,n € U™, f € U*. Entonces

A
i.e. f(am) € w (U*) y basta aplicar la Prop. 12.52(i).

(11 = dii) Como U tiene aprozimacion acotada de la identidad por el teorema
de Cohen U = UU. Por el Corolario 12.54 tenemos

(it = iv) Sean M € (U*U)" y {Nj}ics © (UU)* red w*-convergente a cero.
Sifeld*,jeJyacld tenemos

(fa, MN;) = lim (fei,a (MN;) (138)
= lim (fe,, ((aM) N,)

el

= lim (fe;, (aM) N;)) |

el

61Generalizando la nocién ya introducida en el Teorema 11.19, WAP (i) denota el con-
junto de funcionales f € U* que son casi-periddicos, i.e. la aplicacién sz’f’u U - U,

LYY (4) = fa es débilmente compacta.
f p
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donde hemos usado que (,7)" (bn) = b(.j)" (n) y b(PQ) = (bP)Q si
belU,nelU™ yPQ e UU). Sabemos que aM = am donde m
es cualquier extension de M a U*, de modo que por hipotesis podemos
escribir aM = cR para ciertos c € U y R € ZH(U*U)"). Por (138)
resulta

0 =lim (fc, RN;) = limlim (fe;, ((cR) N;)) = hg}l (fa, MNj) .

jed jeJ el
(tv = i) Dados f € U* y a € U veremos que el conjunto

H(fa) ={(fa)x: = € U]}

es relativamente débilmente compacto. Por el teorema de Eberlein-Smu-
lian bastard ver que dada {z,} -, sucesion infinita en (U], el conjun-
to {(fa)xz,} >, tiene algin punto de débil acumulacion. Por el teore-
ma de Alaoglu existe alguna subsucesion {x,, },, de {z,},—, de modo
que eziste m = w*-limy_,oo ty (Tp,) . Si M = m |y=y por la hipdtesis
M € ZH(UU)™). Ademds aM = am pertenece a UZ](UU)"). Por el
Corolario 12.54 am € UZ;(U*™) y como UZ}(U**) C ZHU*™) por la
N

Prop. 12.52(i) sabemos que (fa)m € U'U y (fa)m = = ((fa)m). Si
n € U™ escribimos
(mtraym) = (Faym.n)
= (f (am),n)

= (am,nf)

= klim (axp, ,nf)
~ I (f (a,,) )
= kh’m ((fa) Ty n),

i.e. (fc;\) m = w-limy_,» ((fa) z,,) .

Teorema 12.64 (Ibid., Th. 5.1) Sea U un dlgebra de Banach con aproxi-
macion acotada de la unidad {ey},. - Dado m € U** son equivalentes:

(i) m € ZHU).

(ii) (a) muy (U) C ZHU*), (b) Dado E € &, mOE =my (c) fm € U*U si
feur.
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Demostracién 12.65 (i = ii) Sean w*-lim;e;n; = Oy y a € U. Eviden-
temente w*-lim;c; (an;) = Oy« y por la Prop. 12.38(i) resulta

— *_ 11 L) — *_ 17 .
Oger = w 111611;1 mO (an;) = w lzleHIl (ma) On,,

i.e. ma € Z}(U*™). Dados E€ &, geU*, belU es

de donde Eg = g. En consecuencia,
{9, mOE) = (g,mOE) = (Eg,m) = (g,m) ,
y sigue (11)(b). La condicion (ii)(c) sigue de la Prop. 12.52(i).

(it = i) Sea E € S del tipo E = w*-limje; u (e;), donde {e;},_; es alguna
subred de {ey},cx- Dadosn € U™ y f € U* tenemos

{(f;mOn) = (nf,m)
= (nf,mOE) (por (ii)(b))
{



13. ANEXO

13.1. Teorema de Arens-Kelley

Teorema 13.1 %2(cf. [5]) Sean Q2 espacio compacto Hausdorff y X un espa-
cio vectorial topoldgico.

(i) [M(Q)], = co(D)" , con D= {cd, :|¢| =1 en Cy x € Q}.

(ii) Si A C X se tiene co(A) = @0 (A) ,i.e. co A es la cdpsula conveza cerrada

de A.

(iii) Sean A, B subconjuntos de X cuyas cépsulas convexas cerradas son
compactas. Entonces

c(AUB)=colco(A)Uco(B)].

(iv) Si X es localmente convexo y @ es subespacio compacto de X cuya
cépsula convexa cerrada es compacta entonces ext [¢o(Q)] C Q.

(v) Dado X subespacio de Banach de C' (), ext ([X],) C D.
(vi) ext (M (2)],) = D.

*

Demostracién 13.2 (i) La inclusion 2O es inmediata. Si pn ¢ co (D), por
el Corolario 13.11 hay un operador lineal A : M (2) — C y w*-continuo
tal que para cierta constante a € R es

Re (A, A) < a < Re(u, A) (139)

para todo A € D. Como en el teorema de Goldstine existe f € C' () tal
que (£, N) = (f, &) para cada & € M (QQ). Por (139), dado x € Q existe
c € C unitario de modo que

[f(2)] = cf(x) = Relcf(2)] = Re (f, cdz) < a <Re(f,p).

Por lo tanto
1f1l < a<Re(f,m) <IfI 1wl

y como claramente f # 0 deducimos que ||p| > 1.

62 Palabras clave: Cépsulas convexa y convexa cerrada de un conjunto.
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(i) La inclusion O es inmediata. Sin ¢ ¢o(A) sea C convezo cerrado tal
que A C C yn ¢ C. Inferimos que n ¢ A porque

ACco(A)CC.

(iii) Como co(A)Uco(B) Cco(AUB) yco (AU B) es convezo,
co[co(A)Uco(B)] Cco(AUB).

Por la hipdtesis el conjunto K = [0,1] x €6 (A) x ¢o(B) es compacto.
Como la funcion
¢ : K —colco(A)Uco(B)],
7?(5;1’7?/) = (1 - 8).774-83/,
es continua ¥ (K) resulta compacto. Ademds ) (K) 2 AUB y habremos
deducido (iii) si v (K) fuere convero. En efecto, sean p = (t,,y),

p= (t.2,9) en K, s € [0,1] y hagamos z = (1 — s)¢ (p) + s¢ (p) .
Entonces

z=1-s)[1-t)o+ty+s[(1—1)7+1y]. (140)
Sia:(l—s)(l—t)—l—s(l—%),ae 0,1]. Si0<s<1l,a=0siy
solo sit=1t=1, en cuyo caso por (140) es

z=(1=s)y+sy=1(0,z,(1—s)y+ sy).

Andlogamente, sif=(1—-s)t+st,3€0,1].50<s<1,B=0si
y solo sit =1 =0 y ahora

z=(1=s)z+st=1(0,(1—8)z+sz,7).

Con esta notacion, si0 < s <1, a >0y (>0, vemos que a + 5 =1
y por (140) es

Z:a(l—s)(l—t);—l-s(l—af_l_ﬁ(l—s);y+sf§]
_ ( (1—3)(1—t)x+3(1—’z§)5(1—s)ty—|—s%v§)
= | o - : 3 :
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(iv) Supongamos existe x € ext [¢o (Q)] — Q y sea Uy entorno de cero tal que
(x+Up)NQ =@. Si U es entorno convexo de cero tal que U —U C U
vemos que

(+U)N(Q+T) =2, (141)

i.e. v ¢ Q+U. Como Q es compacto existe F' C @ finito tal que
Q C Uper(y+U). Sea K, = co|(y+U)NQ|, y € F. Cada K, es
cerrado en €6 (Q), y como X es separado, deviene compacto. Ademds

E(Q) C co (UyGFKy> - C_<Q) )
i.e. €0 (Q) =0 (UyerK,) . Por (iii) sigue claramente que
0 (Q) = co[Uyerpto(Ky)] = co [UyerK,] .

Luego hay escalares {c,}, . en [0,1] de modo que > ¢y =1y ele-
mentos z, € K, para cada y € I’ de modo que v = ZyeF cyzy. Como x
es extremal, x = 2, st ¢, > 0, o sea que x € UyecrpK,. Pero

yeF

UyerKy C Uyery +U C Q + U,
y se contradice (141).

(v) Como Q y toda circunferencia del plano complejo son compactos D re-
sulta w*-compacto. Por (i), (ii) y el teorema de Alaoglu €6 (D) resulta
w*-compacto y basta aplicar (iv).

(vi) Seaco, = (1—t)p+tn, con|cl=1enC,0<t<1ypne[MEQ)].
Sip=cnyn=cn, o, = (1—1t)u+tn y bastard ver que d, = p = 0.
Fijemos y # x ya que podemos suponer 2 # {x}. Como Q) es separado
hay abiertos U, V' con clausuras disjuntas, x € U ey € V. Por el lema
de Urysohn existe f € C (2,[0,1]) tal que f |7= 1 ysop(f) CQ—V.
Como

1= f(z)=0(f)=0-)nlf)+n(f), (142)

|u( )\ <lyn(f)|<1lenC, u(f)=n(f)=1. En consecuencia, si
C () es nula en un entorno de x tenemos

= (f+ fo) (@) =6 (f+ fo) = (L =) u(f + fo) +tn (f + fo) .

De (142) y la linealidad de 1o y 1, 11 (fo) =1 (fo) =0. Sean g € [C ()],
tal que g (x) =0 y n € N. El conjunto

U,={2€Q:|g(2)] <1/n}
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es entorno abierto de x y existe también V,, abierto de modo que x € V,,
y Vi € U,. Sea g, € C(Q,[0,1]) tal que gn |[y-= 1, sop (gn) € Un y

Iull < 1/n, 9, ly7=9 y sop (%) C U,.

hagamos En = ¢g,. Entonces ’
Luego
=lg(1=9gn)l < llgll <1

Yy g— Z’n — g. Como cada g — En es nula en un entorno de x y vy
n son continuas p(g) = n(g) = 0. En el caso general, sean g € C ()
tal que g(x) =0 y k € N de modo que g/k € [C(Q)],. Luego pu y 1 se
anulan en g/k y por consiguiente en g. Como ker (d,) C ker (u) Nker (1)
existen a,b € C tales que y = ad, yn = bd,. En particular, debe ser
max {|al|, |b|} < 1. Asi §, = [(1 —t)a+tb]d, y podemos inferir que
(I1—t)a+tb=1. Como 1 es extremal en la circunferencia compleja
habrd de ser entonces a =b = 1.

13.2. Teorema de Banach-Hahn

Teorema 13.3 % (cf. [67], [13], [14]) Sea X un espacio vectorial real, mu-
nido de un funcional sublineal p : X — R, i.e.

p(x +y) < plx) +p(y) v plpr) = pp(x)

toda vez que z,y € X y p > 0. Sea Y un subespacio vectorial propio de X
y seat:Y — R una aplicacion lineal tal que t(x) < p(z) para todo x €Y.
Entonces existe un operador lineal T : X — R que extiende at y T(z) < p(x)
para todo x € X.

Demostracion 13.4 Fiyemosxzg € X —Y y sea Z =Y ®&Ruxy. Procuraremos
en principio una extension S de t a Z en las condiciones de la afirmacion.
Para ello, siy € Y yp € R sea z = y+pxg. Deberia ser S(z) = t(y)+pS (z0),
y todo consiste en decidir la existencia de algin valor conveniente S(xo) € R.
Podemos asumir p # 0. Si p > 0, a posteriori tendriamos

t(y) + pS (zo) = S(2) < p(2) =p(y+ pro) = pp (y/p + x0) ,

de donde S(xo) < —t(y/p) +p(y/p+ x0). Como y €Y es arbitrario habria
de ser

S(wo) < nf{p(y +x0) —t(y) 1y €Y}. (143)

63 Palabras clave: Cadenas filtrantes. Lema de Zorn. Espacios vectoriales topolégicos
localmente convexos. Entornos simétricos del origen. Topologias débil, w o o (X, X*) sobre
un espacio vectorial topolégico X y topologia *-débil, w* o o (X*, X) sobre X*.

137



St p < 0 tendriamos

t(y) + pS (xo) = S (2) < p(2) = p (y + pro) = —pp(—y/p — T0),

de donde
S(xo) = —p(—y/p — w0) +t(—y/p).

Como antes, habria de ser

S(xo) > sup {t(y) —ply —x0) :y €Y} (144)

De (143) y (144), podremos hallar una definicion satisfactoria de S(xq) si
para Y1,y € Y resulta

t(y1) — p(y1 — w0) < p(y2 + 7o) — t(y2). (145)

En efecto, dados y1,y2 € Y tenemos

t(yr) +t(y2) = t(yr +y2) < plyr +12) < p (Y1 — w0) +p (20 + 12)

y sigue (145). Podemos considerar entonces la familia F de pares ordenados
(Z,5), en la que Z es un subespacio de X que contiene a Y, S : Z — R es
una aplicacion lineal que extiende a t y S(z) < p(z) para todo x € Z. Intro-
ducimos una nocion de orden < sobre F, a saber: si (Z1,S51) y (Zs,S2) son
elementos de F, serd (Z1,51) < (Za,52) si y solo si Zy C Zy y Sy |z,= Sh.
Es facil ver que F deviene en un conjunto parcialmente ordenado. Consi-
deremos entonces una cadena filtrante superiormente C ={(Zy, 5y)} ey - El
conjunto 7 & Uyev Z, contiene a'Y y es un subespacio vectorial real de X
pues C se asume filtrante superiormente. Sea S : Z — R, S(z) £ S,(z)
st x € Z, con v € V.Si fuere también x € Z, para w € V podemos
asumir sin pérdida de generalidad que (Z,,S,) < (Zy,Sw). Pero entonces
Sw(T) = Sy |z, (x) = Sy(x) y asi S estd bien definida. Como C es filtrante
superiormente sigue ensequida que S es una aplicacion lineal que extiende a
t. En consecuencia, (Z,5) € F y (Z,S) es cota superior de C. Por el lema de
Zorn F posee un elemento mazximal (Zy, Sp) . Si Zy fuera subespacio propio de
X, razonando como al principio podemos construir un elemento (Z1,S51) € F
de manera que Zy & Zy en contradiccion con el cardcter mazimal de (Zy, Sp) -
Por lo tanto Zy = X y basta considerar T = 5.

Corolario 13.5 Sea X un espacio vectorial complejo munido de una apli-
cacion sublineal p. Sea'Y un subespacio vectorial propio de X y seat:Y — C
una aplicacion lineal tal que |t(z)| < p(x) para todo x© € Y. Entonces existe
un operador lineal T : X — C que extiende a t, i.e. T(x) = t(z) para todo
x €Y, de modo que |T(z)| < p(x) para todo x € X.
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Demostracién 13.6 Escribiremos t; = Re(t), to = Im(t), o sea

bi(@) = (t@) +12)) /2, ta(e) = (@) - U)) /(2)

para cada v € Y. Entonces t =t + ity y tanto t; como ty son formas lineales
reales sobre Y. Si x € Y podemos escribir

t1(ix) + ity (iz) = t(iz) = it(x) =ity (z) — ta(x),
i.e.
ta(x) = —t1(iz) y ti(z) = ta(ix). (146)
Las identidades en (146) son compatibles, ya que
tg(@l’) = —tl (221)) = t1($)
Luego t (x) = ty(z) — it1(iz) para todo x € Y. Ademds
ty (z) < [t (2)] < Jt(z)| < p(e),

y por el Teorema 13.3 hay una extension lineal real Ty : X — R de t; tal que
Ti(z) < p(x) si x € X. Escribiendo T(z) £ Ty(x) — iT\(iz) queda definida
una funcion T : X — C tal que T |y= t. Evidentemente T es aditiva y si
(€ Cyxe X entonces T((x) = (T(x). Precisamente, sea ( = a + ib para
ciertas a,b € R. Entonces

T (Cx) =T (Cx) —iTy(iCx)

= Ty (ax + ibz) — iT} (iax — bx)

= aTy(z) + b1y (ix) — (aTy(ix) — 0Ty (x))

= (a +ib) (Th(x) — iT1(iz))

= (T'(x).
Luego T es una extension C-lineal de t. Dado x € X, si T(x) # 0 sea o € St
tal que T'(z) = o |T(x)|. Entonces

T(x)| =0T (z) =T (gx) = Ty () < p(o2) = p(z)

y sigue la tesis.

Definicién 13.7 Si X es un espacio vectorial topoldgico, denominamos semies-
pacio cerrado (resp. semiespacio abierto) a todo conjunto S de la forma

S={reX:RelA(x)>a}
(resp. S = {x € X : ReA(z) > a}), donde A : X — C es una forma lineal

continua y p € R. Dos subconjuntos de X se dicen separados (resp. es-
trictamente separados) si estin contenidos en semiespacios cerrados (resp.
semiespacios abiertos) disjuntos.
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Teorema 13.8 Sean X un espacio vectorial topoldgico real, A, B conjuntos
convezos disjuntos no vacios, A abierto. Ezxisten una forma lineal continua
A X — R y una constante a € R tal que A(z) < a < A(y) siz € A e
y € B. Si B fuere también abierto, las desigualdades anteriores pueden ser
estrictas.

Demostracién 13.9 Sean a € A,b € B, y hagamos C = A — B + ¢, con
c® —a+b. En consecuencia, 0 € C y C es convezo. Como A es abierto es
claro que C' también lo es pues se realiza como la union de traslaciones de
A. Entonces, C es un entorno convexo de cero. Si v € X sea%

pe (v) = mf{t>0:z/t € C}.

Como la aplicacion ¢ — cx de C en X es continua pc (x) estd definido y
0 < pe(x) < 0o. Ya que C es convexo y 0 € C, x € C si uc(x) < 1. Por
otra parte, sixz € C existe 6 > 0 tal que cx € C' si |l —c| < 9. Sil <c<1+6
setienecx € C' yl>1/c> puc(x). En definitiva, C = {x € X : pc(z) < 1}.
Veamos que uc es un funcional sublineal. En efecto, si x,y € X ye > 0 sean
s,t positivos tales que z/s,y/t € C, s < uc(z)+¢/2 yt < ucy) + /2.

Entonces n y
T s T

v -+ .Qea

s+t s+t s s+t t

de modo que
po (x+y) <s+t < puc(x)+ puc(y) +e.

Como ¢ es arbitrario uc (v +y) < pe(z)+pc(y). Que ue (tx) = tuc(x) para
todot > 0 y todo x € X es inmediato. Ahora bien, ¢ ¢ C pues AN B = &.
Como C' es entorno convezo de cero entonces uc(c) > 1. Consideremos la
aplicacion lineal | : Re — R tal que l (tc) =t para cadat € R. Sit > 0 vemos
que

l(te) =t < tuc(c) = po(te).

En consecuencia l(tc) < pc(te) para todo t € R y existe una extension lineal
A del a X de modo que A (z) < pe(x) para todo x € X. Siz € Aey € B
tenemos x —y+ce Cy

Az —y+ec)=A(x)—Ay) +1(c)
=Ax)—A(y)+1
<pc(r—y+c)
< 1,

6410 es el denominado funcional de Minkowski de C.
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i.e. A(z) < A(y). Notemos que A (A) y A (B) resultan subconjuntos convezos
(0 intervalos) disjuntos de R. Si Cop = C' N (=C), Cy es un entorno abierto
y simétrico de cero, i.e. Cy = —Cy. St x € Cy tenemos

A(z) < pelr) <1y A(-z)=—-A(z) < pe(z) <1

Por lo tanto, |A (z)| < 1 y siendo x arbitraria, A deviene en una forma lineal
acotada real sobre X. En consecuencia, A (A) ha de ser abierto. Precisamente,
siz € A entonces A—z es entorno abierto de cero. Sean > 0 tal quetc € A—z
si |t] < n. Como A(z+tc) = A(z) + t deducimos que A(z) +t € A(A) si
[t] <, sigue la afirmacion y ensequida la tesis.

Observacién 13.10 Con la notacion anterior, notemos que el funcional
sublineal real pe es una seminorma si y solo si C' = —C. En ese caso,
pe es una seminorma continua. Precisamente, sea {xq},., una red de X
que converge a cierto x € X. Si limyeq po (zo — ) # 0, pasando eventual-
mente a una subred {4}, .4, podemos suponer que existe ¢ > 0 tal que
pe (xq, —x) > ¢ siay € Ay. Entonces x4, ¢ v+ CC, lo cual no es posible. En
consecuencia, como |pc (x,) — pe (z)| < pe (€, — x) para cada a € A sigue
la afirmacion.

Corolario 13.11 Sean X wun espacio vectorial topoldgico localmente con-
vero, A y B subconjuntos convezros cerrados disjuntos. Si B es compacto
entonces A y B estdn estrictamente separados.

Demostracion 13.12 Asumiremos en primer lugar el caso real. Puesto que
BC X —AyX—A esabierto dado x € B existe un entorno U, de 0 tal que
r+U, C X —A. Mas aun, como X es localmente convexo existe un entorno
abierto convexro de cero V, tal que V, +V, C U,. Como B es compacto sea
F € P4(B) tal que B C Upep(x + V). Asi V £ NyepVy es entorno abierto
convezo de cero

B+V CUpep(x+ Vo4 V) CUpep(z+ Vo +V,) CUperp (2 +U,) C X — A

Como B +V es abierto convezxo, por el Teorema 13.8 hay una forma lineal
continua A : X — R y un escalar § € R de modo que A(x) < f < A(y) para
v € B+V ey € A. Ademds estd definido o = max {A (x) : x € B} pues A es
continua y B es compacto. Como B C B+V sigue que A (z) < a < f < A(y)
six € Bey € A. En el caso general, en cuanto X es también espacio
real hay un funcional A en las condiciones anteriores. Hacemos entonces
Ao(z) & A(z) — iA (ix) para v € X. Razonando como en el Corolario 13.5
sigue que A es una forma lineal compleja sobre X, evidentemente continua,
yReAg(z) <a<f <RelAy(y) sizx € Beye A
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Proposicion 13.13 Sea X un espacio vectorial topologico localmente con-
vero, A una parte no vacia de X. Entonces la cdpsula cerrada lineal ccl (A)
de A es la interseccion de la familia de semiespacios cerrados de X que con-
tienen a A.

Demostracién 13.14 Sea J(A) la interseccion de la familia de semiespa-
cios cerrados de X que contienen a A. Evidentemente, ccl (A) C J(A). Por
el Corolario 15.11, si x ¢ ccl (A) ezisten una forma lineal continua A y con-
stantes reales o < (8 tales que ReA(x) < a < f < ReA(y) siy € ccl(A).
En consecuencia x ¢ J (A) y sigue la afirmacion.

Proposicién 13.15 Si X es un espacio normado dado x € X — {0} existe
A€ 51 (X7*) tal que A (z) = ||z]| .

Demostracién 13.16 Sea l: Cx — C tal que I (u) = ¢ si u = cx. Entonces
[ es una aplicacion lineal bien definida y |l(u)| = ||ul| / ||| para todo u € Cx.
Por el teorema de Banach-Hahn existe una extension lineal A de | tal que
AW < Il / 2]l siy € X. Bn particular, A € X* y |||l < 1/ |l2]]. Mds
win, A(z/|x]]) = 1/[lz] y como |z/[lz|[| = 1 entonces Al = 1/][z[| y
basta considerar \ = ||z|| A.

Proposicion 13.17 Hay una inmersion lineal isométrica vx : X — X**.

Demostracién 13.18 Sea tx (z) : X* — C, ix (x)(A\) 2 X\ (z) siz € X y
A€ X* Figadox e X, siae C y\ pue X* se tiene
x (2) (@) + 1) = (A + ) (2)
= (aA) (z) + p (z)
= a (z) + p ()
= avx(z) (A) +1x (2) (1),

i.e. tx(x) en una aplicacion C-lineal. Ademds
[ex (@) (M) = [A (@) < A ]

i.e. tx(x) € X™ yux estd bien definida, con ||vx(z)|| < ||z| . Evidentemente,
tx(0) = O0x«, y por la Prop. 13.15 si x € X — {0} exziste A € Sy (X*) tal que
tx () (N) = ||z|| . En consecuencia ||ux(z)|| = ||x|| v sigue la afirmacion.
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13.3. Teorema de Banach-Stone

Teorema 13.19 (Cf. [14], p. 173; [122]) Sean X eY espacios compactos y
T:C(X)— C(Y) una isometria lineal suryectiva. Hay un homeomorfismo
7:Y — X y una funcion c € C(Y) tales que |c(y)| =1y

T(f) () =c(y) f(r(y)

cualesquiera seany € Y y f € C(X).

Demostracion 13.20 FEvidentemente todo operador del tipo enunciado de-
fine una isometria lineal suryectiva de C(X) en C(Y'). Probaremos que esa
es, precisamente, la estructura de toda isometria lineal suryectiva. Si T es
isometria lineal suryectiva T* : M (Y) — M(X) y si p € M(Y') tenemos

|7 ()l = sup  [{f, T (w))]
Ifllecx) =1

= sup  [T(f), )]
||f||c(x):1

= sup [(F,p)]
1Flleyy=1

= [lull-

Ademds si ¢ € M(X) sea A(T (f)) = (f,¥) cuando f € C(X). Como T es
inyectiva A estd bien definida, es lineal y |A(T'(f))| < ||¢[| 1T(f)ll o) puesto
que T es isométrica. Por el teorema de Banach-Hahn hay una extension lineal
A:C(Y) — Cde A tal que [(F,A)| < [[Y[| | Flley) para cada F € C(Y).
Luego A € M(Y), [IA| < [[¥]l y si f € C(X) es

(f;T7(A) = (T(f), A) = (T(f),\) = {}, ¢},

i.e. T* (A) = 1. En consecuencia T* define un w*-isomorfismo entre [M (Y],

Y [M(X)h Y
T [ext ([M(Y)],)] = ext ([M(X)],) .

Por el teorema 13.1 dado y € Y existen 7 (y) € X yc(y) € C, |c(y)| =1, de
modo que T* (6,) = c(y) 0-(y). Evidentemente quedan bien definidas sendas

funciones c:Y - Cy7:Y = X. Sty1 #ya enY, c(y1)dy, # c(y2)dy, en
M(Y'). Siendo T* inyectiva 6;(y,) 7 Orqy) en M(X), o sea 7 (y1) # 7 (y2) ¥
T es inyectiva. Consideremos y € Y y una red {y;},., convergente ay en Y.
Entonces T* (§,) = w*-lim;e; T*(0,,) ya que 0, = w*-lim;e; 6y, y

i

y) = (LT (0,)) = lim (1L,T* (5,,)) = e ()
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por lo que ¢ es continua. Mds ain, si f € C(X) ei € I tenemos

<f’ 5T(y¢)> =cC (yi)il (f,T* (5yi>>
= c(y:) " (F T (6) = T7(8,) +c(w) ™ (f, T (8y))

de donde lim;c; <f, 67'(yi)> = <f, 5T(y)> Y Or(yy = w-limyer 07y,). Como en
la Prop. 10.1(v) concluimos que 7 (y) = lime; 7 (y;) y T es continua. Por
otra parte, T es suryectiva, ya que si x € X como T™ es suryectiva existe
¢ € M (Y) de modo que T* (s) = 6,. Como T™ es inyectivas € ext ([M (Y)],),
i.e. podemos escribir ¢ = dd, para unicos d € C con |d| =1 y z € Y. Entonces
6, = dc(2) 6,12, 7(2) = x y c(z) = d. Inferimos asi que T es homeomorfismo
porque X eY son compactos. Finalmente, si f € C(X) ey € Y tenemos

y sigue la tesis.

13.4. Teorema de Cohen

Teorema 13.21 (cf. [20], [104])%°Sea X un U-mdbdulo de Banach munido

de una aprozimacion acotada de la unidad (i.e. hay una red acotada {e;},.,
de U tal que limyey, ||lex — x|| = 0 para todo v € X ). Dados z € X y§ >0
existen a €U ey € X de modo que z = ay y ||z — y|| < 0.

Demostracién 13.22 (c¢f. [18], Lemma 9, p. 60) Si U no fuere unitaria
conside-raremos la unitizacion de U. En todo caso, indicaremos ey a la
correspon-diente unidad. Si{e;},.; es una aproximacion acotada de la unidad
de U para X sea C' > 1 tal que {e;},., € [U]. . Sean

Y=W0)", fle) 2 -7eutrel ", ee U
Entonces f estd bien definida pues 0 < v < 1/4, 1 —~ > 3/4 y si|le]| < C

entonces
‘ vC 1
<

[ <3=5

L—v

65 Palabras clave: Médulos de Banach. Aproximaciones acotadas de la unidad. Uniti-
zacién de un algebra.
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St ademds v € X ye >0 existe K € N tal que

k
@ =l = =973 (25) ete—all + el aa)

v—1
k—1
(ex — x) Z e’
=0

(1)

k k—1
’y .
<—> lex — || Y S C7 + ez .
j=0

v—1

_ £
<@-y" + e

M= I~ 1D

<(1-7y7"

e
Il

1

La desigualdad (147) es uniforme para e € [U],, de modo que

lim —z| < .
i |/ (e)e — o < e ]

Como ¢ > 0 es arbitrario sigue que limyey, ||f(e;)x — || = 0 para z € X.
. -, . A
Construiremos una sucesion {lk}zozl C L de modo que si e, = e, entonces

{a,};2, CUU), con
a2 (1= "eu+vY (1-9""e
k=1

Y [thz —thaz|| < 6/2" sin €N, donde tg = ey yt, = a,'. Six =z la
construccion de ay sigue del razonamiento anterior. Inductivamente, supuesto
hallados 1y, ...,1,, escribimos

ul) & 1=y "eu+7Y_ (1=7)" fle)er
k=1
Entonces,

u(l) — am = 72 (1- W)k_l (f(er)er —ex)-

Como antes, eziste l,,+1 € L de modo que cada Hf(elmﬂ)ek — ekH sea arbi-
trariamente pequeno y, por consiguiente, u (l,+1) € U (U) . Luego

(I—Yeu+relul@)=1-9)"ey+ry1=—9"e+7> (1—7""e,
k=1

i.e. ami1 € UU),
(1 =) ew +Vetps] w (lms1) = @mar Y s = [t )] f (€101 -
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Como

ltmerz = tnzl] = [ o)) ™ f (1) 2 =tz (148)
<l one) )™ =t |1 () 21| + il 1 (e1,00) 2 = 2
< 2| [ i)™ = o 120+ ol 1 (1) = = 1.

la seleccion de l,, 11 se habrd hecho de modo la expresion en (148) no sea may-

or que §/2™T resultando vdlido el paso inductivo. Si para n € N hacemos

Yn = tynz claramente la sucesion {y,} -, serd fundamental. Siy 2 1My, 00 Yn

ya=yY o, (1- YV ep deducimos que z = ay.

Corolario 13.23 FEn las condiciones del Teorema 13.21, si U tiene aproxi-
macion acotada de la unidad a izquierda el conjunto UX es un U-submaodulo
cerrado de X.

Demostracién 13.24 Sea Y =cl (UX). AsiY es un U-submddulo cerrado
de X y U posee una aprozimacion acotada de la identidad para Y. Por el
Teorema 13.21,Y =UY . Luego Y CUX CY y sigue la afirmacion.

13.5. Teorema de Davis, Figiel, Johnson & Pelczynski

Lema 13.25 %Sea {X,,} una sucesién de espacios de Banach.

(i) Si1<p < oo entonces (B, X,), ~ (©,X;),, donde ~ denota isomorfis-
mo de espacios de Banach y 1/p+1/¢q = 1.

(i) (©nXn)y = (B0 X)), -

Demostracién 13.26 (i) Si j € N sea n; : X; — @,X,, la inmersion na-
tural. Si \ € (®©,X,), escribamos I, (\) = {mr(\)}. Sip=1 tenemos

sup |77 (A)||_ =sup sup |(z;, 77 (\)| < 1Al
jeN JEN ol =1

I (A\) € (®,X})., e I es operador lineal y acotado. Es facil ver que
I, es inyectivo. Ademds I, es suryectivo, pues si z* € (B, X)), queda
definido Ay« € (8,X,,)] haciendo (x, ;) =Y (wn, x}), donde x = {x,}
y o* = {a*}. Mds ain, I (\;«) = x*. Por el teorema de la funcion

66 Palabras clave: Operadores débilmente compactos. Sumas directas de espacios de Ba-
nach.
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abierta sigue la afirmacion sip=1. Si1 < p < oo dados r € N resulta
y vectores x; € [X;], 1 < i <r, escribimos

Z [(nj (x5), M|* = Z [(n () s M7 g (g (27) 5 A) (149)
= <Z [(nj (), M| ugmy () 7>\>
" r 1/p
= [|All (Z!(ﬁj (xj),/\>|q) :

Por (149) obtenemos

2 I I =2 s [y ()

= sup Z|<7]j (xj)7/\>|q

lelly=-=llzrll,=1 =7

< A,

y siendo r arbitrario I, (\) € (@”X;)q' Claramente I, es lineal y aco-
tado, siendo el resto de la prueba similar al caso anterior.

(ii) Idem.

Teorema 13.27 (cf. [31]) Sea T € B (X,Y) operador débilmente compacto
entre espacios de Banach. Ezxisten un espacio reflexivo R y sendos operadores

AeB(R,Y)yBeB(X,R) tales que T'= Ao B.

Demostracién 13.28 El conjunto W = T ([X],) es acotado, balanceado,
convexo y, por hipdtesis, relativamente débilmente compacto. Si n € N sea
pn €l funcional de Minkowski del conjunto U, = 2"W + 27"(Y);. Como
27"(Y), C U, vemos que p,(y) < 2" siy € (Y),. Luego si € > 0 es
oo (y) <27 (e+ |lyl), i-e. pn (y) < 2™ ||yl siy € Y. Ademds existe M > 0 tal
que U, C (Y),,. Luego, sit >0,y €Y ey/t € U, entonces ||y|| < tM, de

modo que ||y|| < Mp, (y). En definitiva, p, es una norma equivalente a la de
Y. Sea R el espacio de los elementos y € Y tales que |y| = [Zzo:l Dn (y)Q] v

es finito. Entonces W C (R),, pues siy € W yn € N es 2"y € U,. Como
U, es abierto p, (2"y) < 1, po(y) < 27" y |y| < 1. Sean H = (&, (Y,pn)),
y¢:R—H tal que ¢ (y) = (v,y,...) para y € R. Como ¢ es isometria
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lineal (R, |o|) deviene espacio de Banach. Sin € N, igy = P, o ¢ donde
P, : ' H — Y es la proyeccion a la n-ésima coordenada, i.e. tgy es conti-
nua. Ademds ¢** es inyectiva pues ¢* es suryectiva. Como en el Lema 13.25,
consideremos los isomorfismos

I: (&, (Y,pn)); — (@ (Y, pn)*)27
J (@0 (Yipn) )y = (@0 (Y0a)™), -

SimeN, [oP) =k,, dnde
fem 2 (Yipn)” = (@0 (Yipn))y -

Si ademds Qum : (Bn (Y,0n)™)y — (Yipm)™ es la proyeccion a la m-ésima
coordenada resulta (), 0 J = P}* o I*. Sir** € R*™ obtenemos

Qu [(J o (ITN)) (6™ ()] = P (6™ (™))
= (Py 0 6)™ (r™)

= Lg,Y (T**> )

0 sea
¢ (1) = (I"0 J 1) (1Ry (") iy (1), ) (150)

en (Dn (Y,pn))s - De (150) podemos inferir ya que 15y es inyectiva. Veamos
que

(‘%Y)il (y(Y)) == (R). (151)

La inclusion O se da pues
L;—iy OlR =Ly OLlRy. (152)
Dado r*™* € (L}"{Y)_l (ty (Y)) sean x** = ¢** (r**) ey € Y tal que

Ry (1) = wr (y)-

Probaremos que x** € 1y (H), para lo que bastard ver que z** es w*-continuo.
Sea {\i};c; red en H* tal que w*-lim;e; A; = Oy-. Sim € N sea

P (Y, pn) — (6571 (Ya pn))z'
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Dado i € I usando (150) escribimos

Niyx**) = (T(N), T~ (v (1), v (), )
{hi D)} T v (), v (y), )

=D () v ()

m=1

de donde lim;er (N, 2**) = 0. Exziste asi © € H tal que =™ = 1 (x) v,
st {r;},c; es una red acotada en R tal que r™ = w*-lim;e;ir (r;), como
o € (w*,w*) es

o (2) = w-lim 6™ (r;) = w'-lm 5 (6 (1))

Es claro entonces que v = w-limjc; ¢ (r;), i.e. x € ¢(R)w. Como ¢ es
isométrica y R es espacio de Banach por el Teo. 13.61(i) existe r € R tal
que © = ¢ (r). Luego

¢ (1r (1)) = 12 (0 (r)) = tm(x) = 2™ = ™ (™),

y como ¢** es inyectiva sigue (151). Veamos ahora que R es reflexivo. En
efecto, dados 9 € (R); yn € N es p, (rg) < 1, i.e. existe t € (0,1) tal que
ro/t € U,. Como U, es balanceado r9 € U,, i.e. (R), estd contenido en el
conjunto débilmente cerrado 2"W + 27" [Y],. Como p, es equivalente a la
norma de Y, si lyg] — 0 en R es p, (yx) — 0 y por ello ||yg|| — 0. Luego
podemos escribir

wy(R]) =(R);, C€(R),= (R)lw C2"W 427" Y], . (153)

Por (152) y (153) sigue que

L;KQ*,Y(LR([R]J) - ﬂ (LY(Y) +27" [Y**]l) C iy (Y).

n=1

Finalmente, como
T([X]1) =W C (R)l

deducimos que B € B (X, R) si B(x) =T () para x € X. Haciendo A = iy
tenemos que A€ B(R,Y) yT = Ao B.
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13.6. Teorema de Eberlein-Smulian

Lema 13.29 %"Sea X espacio de Banach.

(i) ([X*];,w") es metrizable si y solo si X es separable.

(ii) ([X];,w) es metrizable si y solo si X* es separable.

Demostracién 13.30 (i) Si ([X*],,w*) es metrizable sea {U}} " | una suce-
sion de w*-entornos de cero tal que NS, UY = {0x+}. Para cadan € N
eziste D,, € Py (X) tal que

Ur = Ngep, {27 € [X7]; : |{z,2%)| < 1}.

Sean D = U,enD,, y Xo el subespacio de Banach de X generado por
D. Si Xy # X por la Prop. 13.13 ezistird * € [X*]; — {Ox+} nulo
sobre Xo. Asi x* € N0 U, i.e. v* = Ox+, lo que no es cierto. Luego
X=Xoy X es clammente separable. Reciprocamente, sea {x,} -, un
subconjunto denso numerable de X y para z*,y* € [X*], sea

oo

* * —n xn)x* - y*
day) = Y2 |

n=1 1+]<xn,x*—y*)|'

Evidentemente d define una métrica sobre [X*|,. Mds ain, d metriza
la w*-topologia de [X*],. En efecto, sea {z]};.; una red en [X*], y sea
2* = w*-lim;e; en [X*];. Dados m € N ei € I se tiene

< Zi -, 154
_Z:: 1—|—|xn,z z*)|+_z: (154)

Por (154) es lmyepd (27, 2%) < 00 127", y como m es arbitrario
d(zf,z*) — 0. Con la misma notacion, si fuera d (z},z*) — 0 fijemos
r € X ye > 0. Existe k € N tal que ||z — x| < ¢/2, y para i € 1
resulta

[z, 27 = 20 < [{z = wn, 20) | + [w, 27 = 25 + [(2 — 2, 27)] - (155)

<2z — 2 + | (or, 2 — )]
< e+ [(og 2 — 2]

57 Palabras clave: Separabilidad. Espacios débilmente compactos. Espacios secuencial-
mente compactos.
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Como . .
o o, 20 = 27)

L+ [k, 27 — 2%)]|

es claro que lim;ert; = 0, donde

< d(z,2%)

= — =)
T+ [, 2 — 20)]

L;

Luego

lim = lim |(xy, 2] — 2*)| = 0. (156)

iel 1 —1; el
Por (155) y (156) limc; |(z, 25 — 2*)| < € y sigue la afirmacion.

(ii) Si X* es separable por (i) ([X**],,w*) es metrizable. La inmersion
natural 1x @ X — X** induce un homeomorfismo entre ([ X],,w) e
(tx([X]y),w*). En cuanto subespacio de ([X**];,w*), (tx([X];), w")
devendrd metrizable, por lo que también lo serd ([X],,w). Recipro-
camente, si ([X],,w) es metrizable hay una sucesion {Uy,} - de w-
entornos de cero en [X|, tal que NS2,U,, = {0x} y basta razonar como
en la primer parte de (i).

Teorema 13.31 (cf [42], [121]) Sea X espacio de Banach, A subconjunto
no vacio de X. Son equivalentes:

(i) A es relativamente débilmente compacto.

(ii) Toda sucesion infinita de puntos de A tiene un punto de débil acumu-
lacion.

(iii) A es débilmente secuencialmente compacto.

Demostracién 13.32 (i = ii) Es inmediato.

(it = i4i) Dada {x,} >, sucesion infinita de puntos de A sea Xq el subespa-
cio de Banach generado por ella. Como X, es separable por el Lema
18.29(1) ([ X§],,w*) es metrizable. Por el teorema de Alaoglu este es-
pacio es compacto, y siendo ademds metrizable resulta separable. Por
lo tanto es evidente que X§ resulta w*-separable. Sea Dy = {xam}:::l
subconjunto numerable w*-denso de Xj. Por el teorema de Banach-
Hahn cada elemento de Dy se extiende a otro de X*. Indicaremos
D = {a},},°_, al conjunto de estas extensiones. Por el principio de
acotacion uniforme se deduce fdacilmente que A debe ser acotado. Por
un proceso diagonal hay una subsucesion {xL} | de {x,}or, tal que
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{zz, (z1)}>°, € ¢ para todo m € N. Por (i) sea x € X punto de
débil acumulacion de {z}} ", . En particular, por el teorema de Mazur
z € Xo. Si para algin m € N fuese im,, .o x5, (z}) # zf, (z) existiria
n > 0 tal que

o}, (z) — lUm 2}, (2,)| > 2n. (157)

m
n—oo

El conjunto U = {z € X : |2}, (z — x)| < n} es entorno débil de x y por
(157) UN {zL}>" | es finito, lo que contradice el cardcter de punto de
acumulacion de x. Luego

lim @7, (z,) =z}, (x) para todo m € N. (158)
Mids ain, supongamos que x # w-lim,,_,o x.. Existirdn z* € X*, 6 > 0
y una subsucesion {2} " de {xL} | tales que |z*(x — x2)| > 26 para
todon € N. Sea y € X punto de débil acumulacion de {z2} " . Como
antes, y € Xg y

lim a7, (22) = 7, (y) para todo m € N. (159)
Por (158) y (159) deducimos que xj,, (v) = x5, (y) si m € N. Como
Dy es total en Xg resulta x = y. Pero ahora el entorno débil

V={zeX:|z*(x—2)| <d}

oo

n—1: lo que no puede ser.

de x serd disjunto con la sucesién {2}

13.7. Teorema de Gantmacher

Teorema 13.33 (c¢f. [44])Sean X,Y espacios de Banach, T € B(X,Y).
Son equivalentes:

(i) T es débilmente compacto.

(i) R(T™) S w(Y).

(iii) 7™ € (w*, w).

(iv) T* es débilmente compacto.

Demostracién 13.34 (i = ii) Como T* € (w*,w*) y T** o1x =ty oT

resulta

w* *

(1 (X1)") € @ o) (K1) = 0 T) (K1)

(160)
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Ademds vy € (w,w*) y T ([X],) es relativamente débilmente compacto.
Luego 1y (T([X]l) ) es w* cerrado y por el Teo. 15.37 y (160) es

T (ux (1X]) € o (T(XT)")

(i = i) Como 1y € (w,w*),

w*

o (TIXT)") = o (T (X)) (161)

=T (ex (X))

c T (X"
=T (tx ([X]})) S v (V).

w*

Pero T (vx ([X],)) es w*-compacto por el teorema de Alaoglu y ser
T € (w*,w*). Ademds vy define un (w,w*)-homeomorfismo entre Y
y su imdgen. Por (161) concluimos que T ([X],) es compacto y sigue
la afirmacion.

(11 = i) Es inmediato.
(19t = ii) Dado x** € X*™, si T* € (w*,w), el operador T** (x**) deviene

w*-continuo. Razonando como en la Prop. 12.38(viii) deducimos que
T (™) € vy (Y).

(140 = iv) Por el teorema de Alaoglu [Y*], es w*-compacta y por hipdtesis,
T*([Y*],) resulta w-compacta.

(tv =1) Si T* es débilmente compacto T** € (w*,w). Si o™ € X™ sigue
entonces que T** (z**) es w*-continuo y por lo tanto pertenece a 1y (Y).
Asi R(T*) Cuy (Y) y sigue la tesis.

13.8. Teoremas de Gel “fand-Naimark

Teorema 13.35 (cf. [45], [46]) Sea® U una C*-dlgebra unitaria, con unidad
e y espacio de estados S(U), i.e. el espacio de formas lineales positivas uni-
tarias.

(i) Cada estado x de U induce una representacién ciclica (m,, H,) de U.

68 Palabras clave: Estados. Formas lineales (positivas, autoadjuntas). Representaciones
ciclicas. Representaciones equivalentes. Vectores ciclicos. Teorema espectral. Formula de
Hadamard. Teorema de representacion de Gel “fand.
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(ii) Sea (m,’H) representacién ciclica de U con vector ciclico zy y hagamos
Xx (@) = (7 (a) (z), 7o) para cada a € U. Entonces y, € S(U) y las
representaciones (m,,,H,.,) v (7, H) son equivalentes.

(iii) Dado a € U™ existe x € S(U) tal que x (a) = ||al| .
(iv) Existe una representacién isométrica de U.
Demostracién 13.36 (i) Dados x € S(U), v,y €U yt € R tenemos

0 < x((x+ty)" (z+ty))
X (@) + t (x (z*y) + x (y*z)) + X (y*y)
X

(z*z) + 2t Rex (z*y) + t2x (y'y) pues x = X~

Como t es arbitrario |Re x (z*y)| < (x («*z) x (y*y))"*. Reemplazando
eventualmente x por algun mailtiplo de x se verifica la desigualdad

I (@y)| < (x (%) x (y*y)"/>.

Indiquemos IT,, = {x € U : x (z*x) =0} . Si x,y € I, tenemos

0<x((z+y)" (z+y) =2Rex (z*y) < 2(x (z*z) x (y*y))""* =0,

y sigue ahora enseguida que Z, es un espacio vectorial complejo. St
ademds x € L, y a € U tenemos

0 < x ((az)" (az)) = x (2" (a"az)) < (x ("2) x ((a"az)" (a"ax)))""* = 0,

o sea I, es ideal a izquierda de U. Mds aun, I, es cerrado ya que si
Tn — x Yy cada x, €L, es

0 <x(zx)
< x (& — )" 2) + x (z32)
<l = )" o + O (@) x (o)
< (@ =) ]l
y haciendo n — oo vemos que x € I,.. Sean H, =U/Z,, ¢, : U —H,
la proyeccion al cociente y si x,y € U sea

4

(o (@), 4y (), = x (y')

154



Siqy () = ¢y (2) ¥y ¢y (y) = ¢y (t) sean u,v € T, tales que v = z+u e
y =t+v. Entonces
X (y'w) = x((t+v)" (z+u))
=X (t"2) + x (t"u) + x (v"z) + x (v'u)
=x(t"2),
y queda asi definido un producto interno (o,o) en H,. Sea HOHX la

norma inducida y H, el espacio de Hilbert que resulta al completar H,
respecto a esta métrica. Como I, es ideal a izquierda la relacion

Ty (@) (qx (7)) = gy (ax) sia,z €U,

define una aplicacion lineal , (a) : H, — H, tal que

Iy (a) (ax (@)1} = llgx (@)}
= x ((az)" (az))
= x (" (a"a) x)
< |la”al| x (z"x)
= [lall* lay ()11} -
Luego m, (a) extiende a un dnico operador contractivo de B(HX) Y que-

da definida una aplicacion lineal 7 : U — B(H, ) contractiva tal que
Ty (€) = Idy, . Ademds

*_ * .,
0 sea y (a)" = my (a*) y por lo tanto m, es una representacion de U.
Por otra parte, si hacemos e, = q,(e) vemos que m, (U) (ey) = Hy y
H, es denso en 'H,, i.e. e, es vector ciclico para 7. Ademds

(my (a) (ex) 76X>X = (ax (a) , 4y (€)>X =X (a)
para todo a € U.

(ii) Claramente o) (7 (a)) C oy (a) para cada a € U, de modo que si a es
hermitiano

Im (@)l = rep (7 (a)) <74 (a) = [lall-
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En el caso general,
Im (@)* = |7 (@) 7 (@)l = |Iw (a"a)|| < fla*a]| = ||a]

y m es contractiva. Ahora es claro que x, es lineal y dado a € U, como
podemos asumir Ty unitario y puesto que T es una representacion

X (@)] < [ (@) (o) || < [I7 (@) < lall

i.e. Xx € U*. Mds ain,

Xz (a) = Xx (0*) = (2o, 7 (a") (20)) = (7 (a) (o) , To) = Xx (a)
0 sea Xn es hermitiana. También
X (a%a) = (7 (a*a) (x0) , x0) = ||m (a) (x0)||* > 0,

e inferimos que x. es positiva (V. [21], Ch. VIII, Th. 3.6). En parti-
cular, 7 (a) (zo) = 7 (e) (7 (a) (xo)) para todo a € U y como w (U) (xq)
es denso en H resulta 7 (e) = Idy y

X (€) = [lzoll = 1,

i.e. Xr € S(U). Con la notacion precedente, sea 7y, (a) (ey,) = On,
para cierto a € U. Entonces qy, (a) = O0p,_ ¥y

0 =X (a*a) = (m (a"a) (20) ,20) = || (a) (0)]”,
0 sea 7 (a) (zo) = Ox. Queda definida la aplicacion lineal

QT (U) (ex) — 7 (U) (20)
Q (my, (@) (ey,)) = 7 (a) (w0) siacl,

que es isométrica pues

1Q (my, (@) (e II* = l|7 (a) (z0)[I” = X (a%a) = ||y, (@) (ex,)ll7q, . -

Asi @) se extiende a un operador isométrico de 'H,. en H. Finalmente,
como para a € U se tiene

Q (my, (@) (ey,)) = 7 (a) (w0) = 7 (a) (Q (ex,))

sigue la equivalencia de (my , Hy.) y (7, H).
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(iii) Sil es abeliana por el teorema de Gel ‘fand o (a) = Im (Gy (a)) , donde
Gy es la transformada de Gel fand de U. Como ||a|| € o (a) por ser a
hermitiano existe x € Py tal que

lall = Gu (a) (x) = x (a)

y Oy C S(U). En el caso general consideremos ¢ € S (C* (a)) tal que
¢ (a) = |lal| - - Como a es hermitiano por la férmula de Hadamard
lallgeey = ||ai| y bastard ver que existe una extension ¢ € S(U) de
. Clertamente, por el teorema de Banach-Hahn hay una extension
Y eU* de p, con

1@l = llell = 1 =@ (e)
Solo falta ver que @ > 0, para lo cual sea b € U' y demostremos
que @ (b) > 0. Sean zp € C y r > 0 tales que [0,|b]|]] € D [z0,7].
Como |0, ]|b]|]] es la interseccion de todos dichos circulos bastard ver
que |@ (b) — zo| < r. Precisamente, por el teorema espectral

o (b— zpe) = o (b) — 2 C[0,]|b]]] — 20 € D0, 7]
y como b — zpe es normal tenemos
£ (b) = 2o = |© (b — z0e)| < [b— 20| = 7p (b — 20€) <77
(iv) Con la notacion precedente, sean
H, = Z Dpesw)Hes
T iU = B(H,), T 2 @pesanTy.

Asi m, es una representacion bien definida de U y ||, (a)|| < |lal
para cada a € U. Por (iii) fijado a € U existe x € S(U) tal que

X (a*a) = ||a*a||. En consecuencia
2
lall” = [la*all
= x (a%a)

= (my (a"a) (€a+a) ; €ava),,
= [y (@) (cara)

< |l (@) Gy (€ara)) I,
<l (@13,

y sigue la tesis.
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13.9. Teorema de Goldstine

Teorema 13.37 (Cf. [52]) Sea X espacio normado. Entonces vx ([X],) es
o (X**, X*)-densa en [X*], .

Demostraciéon 13.38 Sean ¢ ¢ [X*],, A € S;(X*), r € R tales que
(@ (N\)| > r > 1. Entonces {¥ € X** : |[¥ (\)| > r} es un o (X**, X*)-entorno
de ® disjunto con [X**],. En consecuencia, [X**], es o (X**, X*)-cerrado.
Bastard ver entonces que todo elemento de [X**|, es adherente para vx ([X],).

Si no fuere asi, sea © € [X*]|, —1x ([X]I)U(X ) Por el Corolario 13.11
existen una aplicacion lineal continua A : (X*,0 (X, X*)) - C, e R y
0 > 0 tales que

o (X X*)

ReA(©) < B <+ <ReA(¥) si ¥ € ux ([X]) (162)

Hay un numero finito de elementos de X*, digamos A1, ..., \,, de modo que
N C A 1((C),), donde
N 2 {<I> € X*™: méx |®(\))]| < 1}.
1<5<
Si @ € Ni_ ker (1x+ (A;)) entonces m® € N y |A(®)] < 1/m para todo
m € N. En consecuencia, N7_; ker (1x+ (\;)) € ker(A). Definimos
F: X" —=C" F(®)=(®(\),.... 2(\)).

Sea S un suplemento en C" de F (X**), i.e. C" = F (X*) EBS. Sea

a:C"—=C, a(z)=AP) siz=F(P)+w, e X™ weSs.

Asi a estd bien definida: si ademds z = F (®1) + w con F(®) = F(P;)
entonces ® — @q € ker (1x- (A;)). Luego A (P®) = A(Py). Evidentemente a es
C-lineal y A = a o F. Existe v € C" tal que a(2) = (z,v) para todo z € C".
En definitiva,

A(®) = a(F(P))

@), v)
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para todo ® € X**. Luego A = 1x+ (X°), donde X\° = 377 w;\;. Por (162)
vemos que

Re® (\°) < B < B+6 <Re)X (z) siz e [X].
En particular, B4+0 <0y
Re® (A\°/B8) >1>1+6/8>Re(X/B) (z) siz e [X].

Haciendo \' £ \°/3, si z € [X], y M (x) # 0 sea o € S' de modo tal que
M (x) = |\ (z)| 0. Entonces

A (2)] = A (Gz) = Re X! (B) < 1+ /6.
En consecuencia,
M| <1+8/6<1<Re® (M) <O (AN < [N,

lo cual es absurdo y sigue la tesis.

13.10. Teorema de Hildebrandt

Teorema 13.39 (cf. [74]) Sea X wun espacio topoldgico discreto. Hay un
isomorfismo isométrico de espacios de Banach 1% (X)" ~ M 4q (X), donde
My.aa. (X) es el espacio de medidas finitamente aditivas acotadas sobre X.

Demostracién 13.40 Dados F € [ (X)) yE € P(X) sea up (F) = (xg, F) .
Claramente ji : P (X) — C es una medida finitamente aditiva. Sim € P s(X)
es una particion finita de X, digamos m = {Ej}?:p hay escalares complejos
unitarios {uj}?zl de modo que

ZKXE]:FM = Zuj <XE]>F> = <ZUJXEJ'7F> < HF”7
=1 j=1 j=1

de donde pp € Mypaa(X) y |lur| < ||F||. Dado ¢ > 0 sea f € [*(X)
unitario tal que |F|| —e < |(f, F)|. Como f(X) es compacto en C existen
T1,...,xs € X tales que f(X) C Ui_,D [x;,¢]. Haciendo F; = f~(D [z, ¢€]),
1 <@ <s, podemos escribir X = U;_,G; donde G; = Fy y G; = E; — U;;ll
sil <i<s. Asi {Gi}i_, € Bs(X) y hacemos g £ 35, f (vi) xa;, donde
escogemos y; € G; para cada i. Luego g € 1° (X)), |9l <1y |lf — gl <e.
En consecuencia, hay una sucesion de funciones simples { f,,},—, en B0,1]
de modo que f =lim,_. f.. En consecuencia

1]} =& < [{f; )| = M [{fo, F)] < [rll
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y deducimos que ||pr|| = ||F|| . Queda definida una aplicacion lineal e isométri-
ca W : 1% (X)" — My aq (X) tal que ¥ (F) = pp para cada F € 1°°(X)". Sea
ahora p1 € My.qq. (X) y para h € 1 (X) hagamos (h,G) = [ hdu. Es claro
que G € 1*(X)" y ¥ (G) = p, lo que completa la demostracién.

13.11. Teorema de Kakutani

Definicién 13.41 % Un espacio de Banach M se dice (AM) o abstracto si
estd parcialmente ordenado por una relacion < tal que:

(i) Siz,ye M, A\ >0y x <y entonces Az < \y.
(i) Siz,y,z€ My x <y entonces x + z < y + 2.

(iii) Dados z,y € M existe zVy € M, donde x V y denota a la minima cota
superior de {z,y} .

(iv) Dados x,y € M existe x Ay € M, donde = Ay denota a la maxima cota
inferior de {z,y} .

(v) Si{z,} e {yn} son sucesiones de M, z,, — =, y, — y y T, < y, para
cada n entonces x < y.

(vi) Siz Ay =0 entonces ||z —y| = ||z + vy .

(vii) Siz > 0ey > 0 entonces ||z Vy|| = max {||z],||y]}-

Proposicién 13.42 Sea M espacio de Banach (AM).

(i) Si0 <z <y entonces ||z|] < [y .

(i) Siz,y,z€ M,
zVy+z=(@+2)Vy+z2)yzAhy+z=(x+2)A(y+2). (163)

(iii) SiA>0yxz,ye M, A(zVy)=(Ax)V (\y).

(iv) Siz,ye M,z+y=xVy+zAy.

(v) Siz € M hagamos 2+ £ 20,2~ 2 (—2)V0y |z| = 2V (—2) . Entonces

r=x"—a, |Jz|=2"+2, 2zt Az =0.

9 Palabras clave: Espacios de Banach abstractos. Homomorfismos reticulares. Unidades
en espacios de Banach abstractos. Rayos extremos de conjuntos convexos. Conjuntos soli-
dos. Espacio de estructura de Kakutani.
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(vi) Siz,ye My zAy=0, |z Vyll =max{|lz], [y]}

Demostracién 13.43 (i) Es inmediato por la condicion (vii) de la Defini-
cion 13.41.

(il) Si z,y,z € M por la condicién (ii) de la Definicion 13.41 x V y + z
es cota superior de {x + z,y+ z}. St w fuere otra cota superior de
ese conjunto, w — z seria cota superior de {x,y}. En consecuencia,
w—z > xVy vy sigue la afirmacion. La otra identidad en (168) sigue
en forma andloga.

(iii) Es inmediato por la condicion (i) de la Definicion 13.41.

(iv) Dados x,y € M, v +y —x ANy > x porque y > = A y. Andlogamente,
r+y—x Ay >y. Siz fuere cota superior de {x,y}, comox+y—z <z
yr+y—z<uysigue que x +y —z < x Ay y sigue la afirmacion.

(v) Por (i) y (iii) vemos que
lz| +2=(22)vV0=2(zV0)=2z",
|z —x =0V (=22) =20V (—x)) =2z,
de donde |x| =2t + 2~ yx =a" —a~. Aplicando (iv),

Az =2t +a2 —atva =0. (164)

(vi) Ewvidentemente sigue de (vii) de la Definicion 13.41.

Ejemplos 13.44 Si Q es espacio de Hausdorff M = (C% (), [lo]|.) es es-
pacio (AM). En este caso, M si z,y € C%(Q) hacemos x < y si y solo
si x(t) < y(t) para cada t € Q. Asi M es espacio de Banach y las condi-
ciones (i) - (v) de la Definicion 13.41 se dan claramente. Respecto a (vi), si
x,y € M ex Ny =0 entonces x e y son no negativas en todo punto y como

v —y| <z +y<|z+y

resulta ||z —y|| < ||z + y||. Notamos ademds que z(t) = 0 (resp. y(t) = 0)
toda vez que y(t) > 0 (resp. si x(t) > 0), y asi ||x — y|| > ||z + y|| . Respecto
a la condicion (vii), si x >0 ey > 0 ciertamente

r<zVy<|zvyl

y por ello ||z|| < ||z Vy||. Andlogamente ||y|| < ||x Vy|| y en consecuencia
max {||z]], [ly[l} <=V yll. Ademds

rVy= méX{.l“,y} < méX{Hx” ) “yH}7
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i.e. ||z Vyl <max{|z|,|ly|l}. También son espacios (AM) los subespacios
de CL (Q) del tipo N 2 C% (Q,tq, ty, Aaya € A), en los que A # @, {tatoca s
{ta},en son subconjuntos de Q, {No},c4 C [0,1) yx (ta) = Aoz (t2) para todo
x € N. Asimismo, si S es subconjunto no vacio de € el subespacio C (2, 5)
de funciones de C% (Q) nulas sobre S es espacio (AM) de Banach.

Ejemplos 13.45 Si ) estd munido de la topologia discreta Ck () = I (Q).
Si (Q,%,m) es un espacio de medida positiva, M = L™ (0,3, m) es espacio
(AM), identificando funciones que difieren en conjuntos X-medibles de m-
medida cero.

Definicién 13.46 En un espacio M de tipo (AM) llamamos unidad a todo
elemento u € M, tal que ||ul]| =1 de modo que six € M y ||z|| <1 entonces
T <u.

Observacion 13.47 Desde luego, en el contexto de los ejemplos anteriores
CE () y L™ (2, %, m) tienen unidades. En cambio, si Q) es espacio de Haus-
dorff localmente compacto y ty es punto no aislado de € entonces C8 (2, {to})
no tiene unidades. Si hubiera alguna unidad u € C% (2, {to}) consideremos
t1 € {u<1/2} — {to}. Por el lema de Urysohn eziste v € C%(Q,{to}),
0 <z <1, tal que x (t;) = 1. Pero

l=a(t1) >1/2>u(ty),
por lo que u no podria ser unidad.
Lema 13.48 Sean M un espacio(AM), xog € M™ tal que ||xo| = 1.
(i) V., C Mz, donde B, = {f € M*: f(x0) = | f|| = 1}
(ii) Dados f € U, ey € M tal que ||zg Ayl < 1,
fly) =flzony) <1 (165)

(iii) Dado © € Py(M™), digamos © = {xy,...,x,}, existen yop € M y
©~ € Py (M™) del tipo ©~ = {yi, ..., Y} de modo que

(iiia) 0 <wyo <oy [lyol = 1.
(iiib) [yo A Ayi|| <1siA>0ei=1,..,n.

(ific) Sil<i,j<nyz;ANz;=0,2;, =y 0 x; =yj.
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(iv) Si © = {zy,...,x,} como en (iii), existe fo € V., tal que toda vez que
1<i,5<nyuz; Az; =0 entonces fo (z;) =00 fo(z;) =0.

Demostracién 13.49 (i) Sean f € V,, ey € M™T tal que ||y|| = 1. En-
tonces
0<(zo—y)VO<uzp 0<(y—ax0)V0<uy. (166)

Por la Prop. 13.42(i) obtenemos

l(zo =) VOl < llawoll =1y [I(y —20) VO < lyll =1. (167
Vemos que

20—y = (20 —y) VO~ (y —a0) VO = (20— y)" — (x0 —y)

Por (vi) de la Definicion 13.41 y (v) y (vi) de la Prop. 13.42,

lzo — yll = ||(zo — y)" — (zo —y)" || (168)
= |[(mo — )" + (z0 — )|
= [[|zo — /||

= |0 — )"V (w0 —y)"|

= méx {||(zo — ) "], |(zo — v) ||}
<1

En consecuencia
f@o—y)=1-f(y) <lzo—yl <1,

i.e. f(y)>0.

(i) Sea z = (1 =N (xoAy) + Ay, cony € M* tal que |lxg Ayl < 1y
0 <A< 1. Entonces
oAy <z <y, (169)

porquey—z = (1—=XN)(y—xo Ay) yz—x0 ANy = Ay — 29 Ay). Como
12l < (1 =) [lwo Ayl + Allyl

y llzo Ayl < 1, serd ||z]] < 1 si A\ es lo suficientemente pequeno. En
ese caso, por (169)

o Nz=x0N(YANz)= (o ANYy)ANz=1x9AVY. (170)
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Como f € B,, y usando (vii) de la Definicion 13.41,
1=f(z0) < f(xoV2)<|xoVz|]| =max{1,]z]} =1 (171)
Por la Prop. 13.42(iv), (170) y (171) obtenemos

feoANy) = f(woN2)
=1+ f(2)— f(zoV2)
= f(2)
=1 =X f(zoAy)+Af(y),

de donde sigue (165).

(iii) Haremos induccion en el cardinal n de ©. Sea zy = x¢ y si © = {x1}
Y |lzo A Azq]| < 1 para todo X > 0 sea y1 = 1 y 21 = 2. Sino, exis-
tird Ay > 0 tal que ||xg A Mz1|| = 1, en cuyo caso sea zy = xg N M1
e y1 = 0. En ambos casos, sea yo = z1. Ahora, si © = {1,122} con-
sideremos los elementos y, y z1 asociados a x1. Si ||z1 A Axs|| < 1
para todo A\ > 0 sea zo = z1 € Yyg = To. Sino existira Ny > 0 tal
que ||z1 A dexa|| = 1 y hacemos zo = 23 A Aaxa € yo = 0. En am-
bos casos sea yy = z3. Sea n > 1 y supongamos hallados elementos
positivos zg > z1 > ... > z,_1 de morma uno e yi,...,Yp—1 € M*T. Si
lzn_1 A Az, || < 1 para todo A > 0 escribimos z, = z,_1 € Y = Tp. Sino
existird A\, > 0 tal que ||z,—1 A Azl = 1 y hacemos z, = z,—1 A Ay,
e Yy, = 0. Hacemos yo = z, y sigue el paso inductivo. La condicion
(iiia) se verifica por construccion. Respecto a (iiib), si para i € N es
y; # 0 debe ser y; = x;. Como yo < z;_1 por la Prop. 13.42(i) si A >0
tenemos

lyo A Ayill = llyo A Azi|| < [lziey A Al < 1.

Respecto a (iiic) supongamos x; ANx; =0, 1 < j en N, z; # y;. Veremos
que ||zj—1 A Azj|| < 1 para todo A > 0, con lo que tendremos z; = y;.
Pero sabemos existe \; > 0 tal que z; = z;_1 AN \jx;, de modo que

0<zi_1ANAx;
<z N\ Az
= (zic1 A Niwy) A Az
= zi_1 N (N A Axj)
< Niwi A Az
< max {\;, A\} z; A z;
=0.
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(iv) Sean yo, Y1, ..., yn asociados a © conforme a (iii). Por el teorema de
Banach-Hahn existe fo € M* tal que fo (vo) = ||foll = 1. En conse-
cuencia f € By, y por (i) f > 0. Ademds por (iiia) vemos que

1= fo(yo) < fo(xg) <1,

i.e. fo € Yy, Supongamos x; N\ x; = 0 para ciertos 1 < i,j < n. Por
(iiic) podemos suponer x; = y; y ||zi—1 A Ax;|| < 1 para todo A > 0. Por
(ii) sigue que

Jo (A\x;) = fo (zim1 AN Ax;) < 1

cualquiera sea A\ > 0, de donde fo (x;) = 0.
Teorema 13.50 (cf. [80]) Sea M un espacio (AM) de Banach.

(i) Hay un espacio compacto Hausdorff 2, un conjunto de indices A, subcon-
juntos {fa},cas {fataca de @y {Aa},eq de [0,1) y un homomorfismo
acotado entre espacios (AM) de Banach

Sk M — Ch (Q, fa, fu, Maya € A). (172)
Diremos que € es el espacio de estructura de Kakutani de M.
(ii) Dado zg € M existe fo € Q tal que |6k (z0) (fo)| = [|zo]| -

(iii) Ox essuryectiva, y en definitiva (172) establece un isomorfismo isométri-
co reticular de espacios de Banach (AM). Esta afirmacién sigue de los
siguientes hechos:

(iiia) Sean Xy € C& (U fu, fus Aa,a € A), fo, g0 € Q. Existe yop € M tal que

Jo (?Jo) = Xo (fo) Y 90 (yo) =X (90) . (173)

(iiib) Sigo € Qy € > 0 existe zp € M tal que go (20) = Xo (90) v para todo
fees f(z) > Xo(f)—e.

(iiic) Dado € > 0 existe . € M tal que |f (z.) — Xo (f)| < ¢ para todo
feq.

Demostracién 13.51 (i) Sea 0 la clase de formas lineales f € M7 de
norma uno tales que si x,y € M es f(x) =0 o f(y) =0 siz Ay = 0.
SifeQyxye M, por (163) es (x—xAy) AN (y—xzAy) = 0.
Entonces

fleny)e{f (@), fy)}. (174)
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Siendo f >0,
fl@ny) < flz) A fy). (175)
De (174) y (175) concluimos que

flxny) = f(@) A fly)

Luego
flavy =flty—ary)=f@)+fy)—f@Nf(y)=f(@)Vf(y)

y todo elemento de €Y deviene en un homomorfismo de reticulos. FEl
. A —21)* * .

conjunto 0 = 0 es w*-compacto como consecuencia del teorema de
Alaoglu, y || f]| <1 para todo f € 2. Dado f € Q tal que ||f]| = A en
[0,1), f=MAf con f'€ L™ Quedan establecidas expresiones fo = Mo fau
entre elementos f € Q, f, € Q, Ao € [0,1) e indices a en cierto
congunto A. En particular, notar que los elementos de £ son asimismos
homomorfismos de reticulos. Ademds tenemos una aplicacion

Ok : M — C(Q, fa, fa, Aaya € A), O (2) (f) = [ (2), (176)

la que estd bien definida: Fijado x € M, §k (x) : @ — R es claramente
w*-continua, |6k ()| < ||z|| y si a € A se tiene

0 () (fa) = fa () = Aafa () = Aadi (2) (f2)-

Por otra parte, dx no solo es un operador acotado entre espacios de
Banach, siné también un homomorfismo de reticulos ya que st x,y € M
y f € Q) se tiene

Ok (xVy) (f) = f@Vvy)=f@)V [y) =k () (f) Vi (y) (f),
o (x Ay) (f) = fleny) = f@) A fy) =0k (2) (f) Aok (y) (f)
(ii) La afirmacion para o = 0 es trivial. Dado zo € M — {0}, si asu-

mimos el resultado para vectores de norma uno, existird fo € €0 tal

"En particular, || f|| = 1 para cada f € Q en caso que M tuviere alguna unidad u. En
efecto, por la Definicién 13.46 si f € Q'y ||z|]| < 1 entonces z < u, y como f > 0 y tiene
norma uno y |jul] = les f (z) < f (u) < 1. Como z es arbitrario, f (u) = 1. Sin6 habréd una
red {fi};c; de ' tal que f = w*-lim;e;s f; y es claro que

F(u) = im f; () = 1.

iel

En este caso ¥ deviene w*-compacto y dx : M — C(£) serd un isomorfismo isométrico
reticular de espacios abstractos de Banach.
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que | fo (zo/ ||zoll)| = 1, y como fo es R-lineal el resultado serd cierto
en general. Como en (168), ||zo| = max {||z{]|,||zo||}. Supongamos
|xo|| = 1 y el resultado cierto para elementos positivos de norma uno.
Si fuere ||z || = 1 ezistiria fy € Q tal que fy (zg) = 1. Luego || f1]| =1
y como xf Axg =0 habrd de ser fi (z5) = 0. Asi

|+ (zo)| = f4 (xJ) = 1= ||zl .

Asimismo, si HxO_H = 1 emistira f- € Q tal que f_(z_) = 1. Ahora
f-(x5) =0y

|f- (xo)| = [ (25) = 1= [lzol| .
Todo se reduce asi a probar el resultado cuando xq es positivo y de nor-
ma uno. Si © € Py (M) sea fo € UV, tal que toda vez que fo (x) =0
o fo (y) =0 cuando z,y € © yx Ay = 0. Indiquemos Qg al conjunto de
todos los funcionales con las propiedades de fo. Por el Lema 13.48(iv)
Qo # @ y claramente Qg es subconjunto w*-cerrado de [M*],. Si
F € Pi(Ps(M")) entonces NQo # @ porque NocrNo 2 Qo ro-
Siendo {Q@}eepf(Mﬂ una familia de partes cerradas del espacio w*-
compacto separado [M*],, existe fy € ﬂ@e'pf(M+)Q@. En consecuencia,
foe My
[ foll = f (o) = 1 = [0

porque fo € BV,,. Por el Lema 13.48(i), fo > 0 y claramente fy (z) =0
o fo(y) =0 toda vez que x Ny = 0. Entonces fo € Uy, en particular,
deviene en un homomorfismo de reticulos. En definitiva, fo € € e
inferimos que 0k es isométrica.

(iii) Asumiendo (iiia)-(iiic), sea {z,}.—, € M tal que para f € Q yn € N
es |f(xn) — Xo (f)| < 1/n. Dados n,m € N por (i) existe f € Q tal
que | f (xy, — 2m)| = ||2n — Zm||, de modo que

|70 — Zml| = |f (20 — )]
= |f (xn) = f (zm)]
< |f (@n) = Xo ()] + [Xo (f) = f (zm)]
<1/n+1/m.

Luego {x,},~, es sucesion de Cauchy. Sea xy = lim, o x,. Si g € Q
tendremos entonces

X0 (9) = g (w0)| = lim [Xo(g) — g (zn)] = 0.
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(iiia) Como X (0) = 0 podemos suponer fo # 0 o0 go # 0. Si fo = 0 ezisten

xg € M y p € R tales que go (o) # 0 y X (g0) = pgo (z0), en cuyo
caso bastara hacer yy = pxo. Supongamos entonces fo y go no nulos y
distintos. Si para algin a € A fuera fo = fo vy go = fu tendremos

fO — fa - )\af/a = )\ag[)-
Dado y € M tal que go (y) # 0 serd Ao = fo (v) /90 (y),

Xo () = X (g0) = 2 E‘;’;X (90)

y bastard que yo = (X (g0) /90 (y)) y. En otro caso, si || fo|| < 1 podemos
escribir fo = || foll [, donde f € U Ast |[foll € A, £ = fip) ¥ @

posteriori deberia ser

X (fo) = Il X() = lfoll £ (yo) -

Podemos asumir entonces que fo, g0 € ' y son distintos. Supongamos
ademds que existe A € R de modo que

Joly)) _ fo(y2)
90 (1) 9o (y2)
Si existiese yy € ker (fo) —ker (go), por (177) es M —ker (go) C ker (fy) .
Esto no es posible pues M — ker (fy) es denso en M y ker (fo) & M.
En consecuencia ker (fy) C ker (go) y {fo, g0} deberd ser linealmente
dependiente. Como fo, go € §Y serd fo = —go porque suponemos fo # go-
Como fo y go son positivos resulta fo = go = 0, lo cual no es cierto.

Luego ezisten y1,y2 € M tales que fo (y1) go (y2) — go (y1) fo (y2) # 0.
Luego el sistema de ecuaciones

X (fo) = afolyr) + Bfo (y2), X (90) = ago (y1) + Bgo (v2) (178)

admite una tnica solucion (oo, By) € R? y con yo = agyr + Boys de
(178) sigue (173).

A= st.go (Y1) # 0, go (y2) # 0, y1,y2 € M. (177)

(iiib) Fijados go € Q y e > 0, si fo € Q aplicando (iiia) existen yo € M tal
que go (Yo) = Xo (g0) y un w*-entorno Uy, de fo tal que

f(yo) > Xo (fo) — € para todo f € Uy,.

Por la compacidad de Q2 sean fi,..., fmn € Q, y1,.cc;ym € M de modo
que @ = UL Uy, y f(y;) > Xo(fj) —e st f el 1 <j<m Si
Yo=1Y1 V...V Yy entonces

90(Yo) = l<ji>7<ngo (yj) = Xo (90)
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ysifel
f(yo) = max f(y;) > Xo(f) —e.

(iiic) Dado € > 0, por (iiib), si gy € S existen xg € M y un w*-entorno V,
de go tales que g (xg) > Xo(9) —e sig e Qyg(zo) < Xo(g) +¢ si
g € Vy,. Por ser Q) compacto existen gi,...,g, € 2, x1,...,x, € M tales
que = UL Vg, g(x:) < Xo(g) +esigeVy yglz)>Xolg) —¢
sig e Q,1<1i<n. Finalmente, si x. = x1 AN... Nz, y si g € €,
ezistird i € {1,...,n} tal que g € Vi, y por lo tanto

Xo(g9) —e<glze) <g(m) <Xo(g) +e

Observacion 13.52 Si X es espacio de Hausdorff compacto C' (X) = Cy, (X),
BX C M (X), donde BX es la compactacion de Stone-Cech de X. Siendo
X compacto, sid: X — X, 6, (f)=f(x) siz e X yfe M, define un
homeomorfismo X ~ 5X. Sea M = C(X) y Q el espacio de Hausdorff aso-
ciado a M por el Teorema 13.50. Sabemos que ) C [M (X)Jr]1 y por (176)
resulta

g : C(X)—C(Q), 6K(x)(u)—/xxdu.

Mads aun, con la notacion del Teorema 13.50,
S(X)=8XCQ=0" =q.

Ademds ¥ C 6 (X), ya que si p € Q' y hay puntos distintos s,t € sop (u)
consideremos entornos disjuntos U y V' de s y t respectivamente. Por el
lema de Urysohn existen x,y € M no negativas tales que z(s) = y(t) = 1,
sop(z) € U y sop(y) C V. Pero entonces v Ay = 0 y tanto pu(x) como
i (y) son positivos, lo que no es posible. Si sop (u) = &, hay un cubrimiento
{U;},c; de X por abiertos tales que [, fdp =0 si f e M,0< f <1y
sop(f) C U, i € I. Luego en todo caso u(U;) = 0 y, como X se asume
compacto, jp = 0. Como ||u|| =1 debe ser entonces jn € § (X).

13.12. Teorema de densidad de Kaplansky
Lema 13.53 " Sea H un espacio de Hilbert.

(i) La composicién de operadores es fuertemente continua sobre [B (H)]; .

(ii) Si f es funcién compleja continua definida para |z| < 1 la funcién
(A, A*) — f(A) es fuertemente continua sobre el conjunto [N(H)],
de operadores normales unitarios.

"I Palabras clave: Subélgebras esenciales. Conmutadores. Transformacién de Cayley.
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(iii) La transformacion de Cayley
C:Re(B(H)) — U (B(H)), C(A) = (A—d)(A+i)"

estd bien definida, aplica operadores normales en unitarios y es fuerte-
mente continua.

(iv) Dada h € Cy (R, R) la funcién A — h(A) es fuertemente continua sobre
Re (B(H)) .

Demostracién 13.54 (i) Sean {A;}, ;. {B;},c, redes en [B(H)], fuerte-
mente convergentes a A, B € [B(H)], respectivamente. Si x € H, i € I
yj € J se tiene

1(AiB; — AB) (2)|| < [|A: (B; = B) (2))]| + [[(A: = A) (B (2))]
< I(B; = B) (2) ]| + [[(Ai = A) (B ()],

de donde sigue ensequida la afirmacion.

(ii) Dados Ay € [N(H)], y F' € Ps (H) veremos que hay un entorno fuerte
S de Ay en [N(H)|, tal que

max [|(f(A) = f(Ao)) (x)[| <1

zeF

si A € S. Por el teorema de Stone-Wierstrass C [z, Z] es uniformemente
densa en C ([C],). Sea g € C[z,Z] tal que

méx |g (z,Z) — f(z)] <1/ (3m),

|2]<1

con m = max,er ||| . Por (i) la funcion A — g (A, A*) es fuertemente
continua sobre [N(H)|,. Hay entonces un subconjunto finito G de 'H
tal que

mix (g (4, 4°) — g (A, A3)) (2)]] < 1/3

st maxyeq [|(A—Ao) (y)]] <1y A€ [N(H)],. Sea S el conjunto de
dichos operadores. Si A € S y x € F resulta

17 (A) = f (Ao) (@) < [I(F(A) — g (A, A%)) ()|
+ (g (A, A7) = g (Ao, Ap)) ()]
+1[((g (Ao, Ag)) = f(Ao)) ()|
<2||z|| /(B3m)+1/3
=1,

(V. [21], Ch. IX, §1).
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(iii) Basta notar que si A, Ag € Re (B(H)) se tiene
C(A) = C(Ao) = (A+4) " (A—1) — (A — 1) (Ao +1) (179)
=(A+i) [A—i— (A+i) (Ag—i) (Ao +i) 1]
=(A+i) H[A—i— (A+i) (1—2i (Ao +10))]
= —2i (A+4) " [L— (A+1d) (Ao +14)7'].
Six € H, como H(A—i—i)le <1 de (179) obtenemos
1€ (A) = € (A)) ()| < 2|z — (A+1) (Ao +4) ],
de donde C (Ag) = sot-lima_,4,C (A) en Re (B(H)) .

(iv) La funcion f definida sobre la circunferencia unitaria centrada en cero
tal que f(1) =0y

f(2)=hl-i(z+1)/(z=1)] si |z[=1yz#1
deviene continua. Como h(A) = f(C(A)) si A € Re(B(H)) la afirma-
cion sigue de (ii) y (iii).

Teorema 13.55 (Cf. [84]) Sea H un espacio de Hilbert y M una %-subdlge-
bra esencial de B(H), i.e. el subespacio generado por elementos de la forma

T(z) conT € M yx €H es denso en H. Entonces [M]ISOt = [Msﬂ :
1

Demostracién 13.56 Como todo subconjunto fuertemente cerrado de B(H)
es cerrado M es cerrado. Notemos que
—sot —sot

Msot g (Mi)—sot g <Msot) Y

i.e. (M*)fs(’t = M. Ademds si Y es un subespacio de un espacio de Banach

X, [Y], = [Y],. En efecto, [Y], 2 [Y], por continuidad de la norma. Ademds

es inmediato que (Y), C [Y], y asi

WL:(?—)lgW‘

Si asumimos el resultado cierto para M cerrado tendremos

- [H”t] .

1

B, = (1)) = ], = ) ]
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No hay pérdida de generalidad entonces si asumimos que M es cerrado. Las
sigutentes inclusiones son inmediatas

——=sot

Sea ahora T € [Re (M )] . Como M es convexo M~ = M"" (V. [21],
1

Th. 1X.5.2) y como x es wot-continua T € Re(M)SOt. Si S € Re(M),
—i ¢ opmy (S). Si M¢ es el conmutador de M, M® es una x- subdlge-
bra cerrada unitaria de B(H). Asimismo, M es una %-subdlgebra cerrada
unitaria de B(H) y por lo tanto gy (S) = onee (M) (V. [21], Ch. VI-
II, Prop. 1.14). En consecuencia estd definida su transformada de Cayley
C(S) = (S—14)(S+1i)"" en M. Por el Teorema 13.69 M = M. Con
la notacion del Lema 13.53(iv) y con h € [Cy (R, R)], tal que h(t) =t si
lt| < 1 sigue que h(S) € f(M)SOt, i.e. h(S) € [Re(M)hSOt. FEscribiendo
T = sot-limje; Tj con {T}},.; € Re (M) obtenemos

T = h(T') = sot-1im h(Tj)

jeJ
sot

yT € [Re(M)], . Ast

sot

[m@WﬂLgEﬁMﬂ. (180)

El monomorfismo

——sot

rw@@%)ﬁBm@H»

F([é g])WW%=Mx+B%cx+Dw,

con A,B,C,D € M, <M80t> y x,y € H, induce naturalmente una métrica

—=sot

en M, (M ) Mas ain, My <M$Ot> admite una involucion respecto a la que

resulta en una *-dlgebra de Banach. Asi M 21m (T') serd una *-subdlgebra
——=sot

cerrada esencial de B(H ® H). En el caso general, dado V € [M L sea
V e M tal que V(x,y) = (Vy,V*z) siz,y € H. Si z,y,2,t € H es

(V(@,9), (2:0)) = (Vg 24V, 8) = (. V) @, VE) = ((0,9), (VE,V*2)),
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e M

el

ie. V¥ =V Y HVH < 1. 8V = wot-lim;e; V; para cierta red {V;}
tenemos

0= lzlenll ((Vi=V)y,2) +(x, (Vi = V)1)]
=1m (Vi = V) y,2) +{(Vi = V)" ,1)]
= lim (Vi = V) y, (Vi V) ), (21))

i ((r(] (. Z})—V)<m,y>,<z,t>>

y podemos deducir que Ve [Re (F [M, (M)]SOt)]l . Como observamos en
(180) para el caso autoadjunto habrd una red {Wl}leL en My(M) tal que
{Re (" (W)}, € [B(H&H)], y V = sot-limer Re (I (W) . Sil e Ly

w € H, escribiendo W' = [Wilj]ijil , » VEMOs que

(V= (Wia+ W8)7) 72) )| < |(V = Re (0 (7)) (0,0)|

(7o + (72)7) 2] < IRe (0 () <1,

i.e. V = sot-limyep, [(W], + (Wél)*) /2] yV e [.M]lsmt

13.13. Teorema de Krein-Smulian

Teorema 13.57 (cf. [86]) En un espacio de Banach X, un subconjunto con-
vexo A de X* es w*-cerrado si y solo si AN[X*] lo es para cada r > 0.

Demostracion 13.58 FEuvidentemente la condicion es necesaria. Fijemos un
elemento xf ¢ A. Es facil ver que A ha de ser cerrado por lo que existe r > 0
tal que Bz, 1] N A= 0. Luego [X*], N B =0, donde B = (A — z{) /r. Sea
s > 0 y veamos que BN[X*]  es w*-cerrado. Sea {y;},.; una red de BN[X*],
y sea y* = w*-limer y;. Hay una red {z},c; € A tal que yi = (27 — ) /r
para cada i € I. Haciendo z* = x§ + ry* es facil ver que

w* hnllz =w" hm(a:0+ryz)—z
1€

g [X*] xX
tiene y* € BN [X*],. Veamos que hay una sucesion {F,} ", de subconjuntos
finitos de X tales que

Y Ccomo {z;‘}iel por hipdtesis z* € A. Luego ciertamente se

n—1
nF, C[X], y BN Fyn[X*], =0, (181)

n
k=0

173



donde F° denota, para cada parte F' de X, el correspondiente conjunto polar
Fo = {u* € X" :sup [(z,u")| < 1} :
zeF
Como [X*]; N B = 0 podemos hacer Fy = {0x}. Si Fy, ..., F,_1 se hubiesen
n—1
hallado verificando (181) sea Q = BN () FN[X*], ., . Entonces Q es w*-
k=0

compacto pues es w*-cerrado en [X*| que ademas lo es por el teorema de

Alaoglu. Si la familia

n+1’

={QnF:Fep; (X))}

de partes w*-cerradas de @) tuviere la propiedad de interseccion finita seria

NZ # (. Pero
N{F: Fep (X0) } = X,

La inclusion O es inmediata. Ademds si v* € X* y ||z*|| > n eziste x € [X];
tal que [{(x/n,x*)| > 1, i.e. 2* ¢ {x/n}° y ||x/n|| < 1/n. Asi

n—1

D+£NI=0n[X"],=Bn()FnN[X7,,
k=0

lo cual contradice (181). Existe entonces F,, € Py ([X]l/n) tal que QNF? = 0,

n
ie. BN N FYN[X*],,, = 0 y wvale el paso inductivo. Enumeremos los
k=0

elementos de U2 | F), en una sucesion {x,} - . Es claro que x,, — 0 y queda
definida la aplicacion T € B (X*, o), T(z*) = {{xn,2*)} >, . Ahora, T(B) es
convezo y por (181) serd T(B) N [co], = 0. Por el teorema de Banach-Hahn
existe A € ¢ y c € R tal que

Re (A A) <c<Re(T(z"),A) si A€ (co), ya* € B.

Reemplazando eventualmente A y ¢ por A/ ||A|| y ¢/ ||Al| podemos suponer
|Al| = 1. Si X € (co), sea s € C unitario tal que (A, A) =5|(\,A)|. Entonces

(A, A)] = (sA,A) = Re (sA\, A) <,
y como A es arbitrario

1 <e¢<Re(T(z%),A) siz* € B.
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Mads aiin, A = {A,},, y si x* € B como X es completo tenemos

(T(2"),A) = Y {arn, 2") Au = (o, 27,
n=1
donde xo =Y o0 Ay, y asi Re (xo, 2*) > 1 para cada x* € B. Por lo tanto
Ox- ¢ B" , de donde zt ¢ A" .

Corolario 13.59 Sea T € B(X,Y) on operador entre espacios de Banach.
Son equivalentes: (a) ran (T') es cerrado. (b) ran(T*) es w*-cerrado. (c)
ran (1) es cerrado.

Demostracién 13.60 Sean Z =ran(T) yp: X — X/ ker (T) la proyeccion
al cociente. Queda inducido T € B (X/ker (T'), Z) isomorfismo tal que

T|?=Top y ran(T) = ran(7). (182)
Ademds (X/ker (T))" ~ ker (T")° via la aplicacion siguiente: si x* € ker (T')°
sea ® (z*) (p(x)) = a* (x), x € X. O estd bien definido, es lineal e inyectivo.
Sin e (X/ker (T))" entoncesnop € ker (T)” y ®(nop) =1, i.e. ® es un
isomorfismo y ®~1 (n) = nop. Asimismo, Y*/Z° =~ Z*: Siq:Y* — Y*/Z°
sea U :Y*/Z° — Z* tal que ¥ (q (y*)) (2) = y* (2), donde y* € Y* y z € Z.
También ¥ estd bien definida, es lineal, inyectiva, y dado z* € Z* siy* € Y*
es extension de z* se tiene U (q (y*)) = z*. Consideremos la aplicacion

A:Y* Sker(T)’, A=d 'oT o Wogq.

Siy*eY* yx e X tenemos

ran(T*) = ® [ran (T*)] . (183)

En particular, T es inyectivo y tiene rango denso. Asumamos el resultado
vdlido para T': Si ran(T) fuere cerrado también lo serd ran (T') por (182) y
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ran (T*) por (183). Asimismo, como ran(T) es w*-cerrado, ® es isomorfismo
y ® € (w*,w*) por (183) vemos que ran (T*) ha de ser w*-cerrado. En defi-
nitiva, podemos remitirnos al caso en que T’ es un monomorfismo con rango
denso. Bajo estas hipdtesis obramos a continuacion:

(a = b) Siran(T) es cerrado y denso T es suryectiva. Si ademds es inyec-
tiva por el teorema de la funcién abierta T es inversible. Luego T™ es
inversible y sigue (b).

(b= a) Como ran (T*) = ker (T)°, suponemos que ran (T*) es cerrado y
que T es inyectiva, T* es suryectiva. Como ker (T*) = ran (T')°, T* resul-
ta inyectiva pues ran (7') es denso. Por el teorema de la funcién abierta
T* es inversible. Existe entonces ¢ > 0 tal que [X*], C T* ([Y*],). Si
x € X tenemos

1T ()]l = S v (T'(2)))]

=S 7" (y") (2))]
> sup [27(z))]

z*e[X*],

= cllz].

Asi T es acotada inferiormente y tiene rango denso, o sea es inversible.
Ahora (a) es inmediato.

(b = ¢) Es inmediato.

(c = b) Por el teorema de Krein-Smulian bastard ver que ran (7%*) N [X*]  es
w*-cerrado para cadar > 0. Sea z* € X* tal que 2* = w*-lim,, . T* (y;})
para cierta sucesién {y:} -, de Y*, con {T™ (y:)} ~, acotada en X*.
Como T tiene rango denso T* es inyectivo y T* [#*("") deviene in-
versible, en particular, acotado inferiormente. Luego {y} >~ | serd aco-
tada en Y* y, considerando eventualmente alguna subsucesién, por el
teorema de Alaoglu existe y5 € Y* tal que yj = w*-lim, .y} y en-
seguida vemos que z* = T (y5) .

13.14. Teorema de Mazur

Teorema 13.61 (cf. [97]) Sea X un espacio normado. Si C C X es convezo,
entonces C = 0%,
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Demostracion 13.62 Como la topologia de la norma es mds fina que la
topologia débil, C C 6U(X’X*). Sixz € X —C por el Corolario 13.11 existen
Ae X*, aeR ye >0 tales que ReA(x) < a < o+ ¢ < Re A (y) para todo
y € C. El conjunto M = {z € X : |A(z — 2)| <&} es un o (X, X*)-entorno
de x. Pero siy € C' tenemos

Ay —2)| = Re(y — ) >,

ie. MNC =@ yua¢ o,

13.15. Espectros. Teorema de Rickart

Si U es un algebra y a € U decimos que a es cuasi-reqular a izquierda
(resp. a derecha) si existe b € U tal que boa = 0 (resp. a o b = 0), donde
o denota el producto de Kaplansky r oy = x +y — xy para x,y € U. El
producto o es asociativo y admite a cero como elemento neutro. Un elemen-
to se dird cuasi-regular o perteneciente a QR () si lo es tanto a derecha
como a izquierda. Dado a € QR (U) es facil ver que existe a® tinico tal que
a®oa =aoa® =0,y a tal a® se lo llama elemento cuasi-inverso de a. In-
dicamos QS (U) a la clase de elementos cuasi-singulares de U, constituida
los elementos no cuasi-regulares de U. Estos conceptos estan motivados para
cubrir situaciones en las que el adlgebra U no es unitaria, en cuyo caso se
considera la correspondiente unitizacion. Asi, si U es algebra sobre un cuer-
po K (en general K = R o C) hacemos U# = UPHK munida de la estructura
algebraica natural en la cual

(a,k) + (b,h) = (a+ b,k + h)
k(a,h) £ (ka, kh)
(a,k) (b,h) = (ab+ kb + ha, kh)

para a,b € U y k,h € K. En particular, U# resulta algebra unitaria con
unidad e# £ (0,1). Ademds, si (U, ||||) es dlgebra normada también lo es U#
haciendo ||(a, k)|| £ ||a|| + |k| . Tenemos

U(U#) ={(a,k) : k#0y —a/k € QR (U)}

y si U no es dlgebra unitaria dado a € U es natural definir o (a) £ o ((a,0)),
de modo que

o(a)={k e K—{0k}:a/k e QS (U)} U{0k}. (184)

La definicién (184) es general, valida ain si el dlgebra es unitaria. Precisa-
mente, si U es unitaria, a € U y k # Ok tenemos que k € o (a) si y solo si

a/k € QS (U).
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Proposicién 13.63 SealUd un dlgebra normada. Entonces QR (U) es abierto
y la operacion QR (U) — QR (U), a — a° es un homeomorfismo.

Demostracién 13.64 La aplicacion j : U — U™ es un homomorfismo con-
tinuo, mds aun, isométrica. Ademds

(¢* = j(@)) (¢* — (b)) = * — j (a0 b)

para a,b € U. En consecuencia, si J (a) = e* — j(a) para a € U tenemos
J7H (U (U#)) = QR (U) y como J es aplicacion continua QR (U) es abierto.
Fijado ahora ay € U escribamos (ag+ h)° = af + k. Si x € U tenemos
(1 —af) (x —ap) = af o x. Haciendo x = ag + h resulta

ag = ((1 = ag) h) o (ag + k)
= h —agh + aj + k — (hag + hk — aghag — aghk) .
Luego
k — hk + aghk = —h + agh + hag — aghag. (185)
De (185) estimamos
1B = WAL= ag AR < K = (=Kl + [laghk]) (186)
< K[ = llaghk — k]|
< ||k — hk + aghk||
< (L+Jlagl)” 1Al

Finalmente, de (186) resulta

(1 + [laglh)” [17]

I(ao + )" — agl < 5 ,
’ T 1=+ agll) 1]

i.e. imy_g (ap + h)° = ag.

Teorema 13.65 (cf. [112], Th. 1.6.3) SiU es un dlgebra normada y v € U
eriste a € o (x) tal que g, () < |af.

Demostracion 13.66 Toda dlgebra normada real puede ser inmersa isométri-
camente en un dlgebra compleja (v. [112], Ch. I, §3), de modo que asumire-
mos que el dlgebra dada es compleja. Si 0 ¢ o (x) entonces U es unitaria,
x es inversible y 1 < 1y, (z)ryp (z71) . Por lo tanto, si ry,(x) = 0 entonces
0 € 0 (z) y la afirmacién resulta cierta. Supongamos que T4, (x) > |a| para
todo a € o (x). La funcién f(a) = (z/a)° resulta continua si |a| > 1y, ()
y nula en el infinito. Luego f es uniformemente continua en el semiplano

178



la| > rg (x). Figado n € N mayor que uno sean zi,...,z, las raices n-
ésimas de la unidad. Para w € C indicaremos w; = wz;, 1 < j < n. Como

H z — zj ) escribimos
Jj=1

— "= H (1 - %> (187)

RO (O B

y haciendo € = x en (188) es
() -R60)
(&) ~(2)=(2) 129

Por (189) podemos escribir (x/¢)" = (xz/(;) o R;, donde

-1

Rj:—ch%k, 1<j<n.

k=1

Por lo tanto

Si |C| > rsp (x) cada x/(; y cada R; resultard cuasi-reqular e inferimos que
f(G) = Rjo(C"a")". Ahora

n n—1 n n—1 n
YRi=-) by == "¢kt Ak (190)
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

Pero si 1 < k < n la aplicacion z — ¥ produce una biyeccion en las raices
n-ésimas de la unidad y la suma de éstas es nula, de donde por (190) es

S IG) = () (191)

Dado ¢ > 0 sea 6 > 0 tal que ||f(2) — f(w)| < € si|z—w| < 0 en el
semiplano |af 2 rg (z) . Sip =1y () y o = p+06/2 es | f (p;) = f ()] <e
para 1 < j <mn vy por (191)

l(p"a")" = (p7"a")" <&
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Pero lim,, .o, (¢ ""2™) = 0, ya que en caso contrario existird k > 0 y una sub-
sucesion infinita {n},. tal que ||Yp~™a™| > K para todo I. En consecuencia
||a:”lH1/m > kY™ para todo 1, i.e. p > 1 lo que es falso. Por la Prop. 13.63
es lim, o || (p7"2")° "z"|| = 0. Esto es imposible
ya que ||p~"z"|| = 1 para todo n.

13.16. Teorema de Segal

Teorema 13.67 (cf. [119]) Si G es grupo localmente compacto separado
el dlgebra L' (Q) es semisimple.

Demostraciéon 13.68 Dados f € L' (G) y g € Coo (G) por la desigualdad
integral de Minkowsky y la invariancia de la medida de Haar f x g € L? (G)
ylf*glly < Iflli llglly- Por el teorema de Banach-Hahn el operador lineal

M; : Coo (G) — L*(G), My (g) = f * g,

admite una extension a un operador lineal My : L* (G) — L? (@) de modo
que [|[Mg (9, < I, llglly para todo g € L?(G). En consecuencia queda
definido M : LY(G) — B(L*(Q)) operador lineal tal que M (f) = My y
M) < |Ifll, para cada f € L*(G). Notemos que L*(G) es una x-dlgebra
de Banach si para f € L*(G) escribimos f*(z) = f(z71)A¢ (z7!) parax € G.
Es fdcil ver que M deviene en un homomorfismo. Mds ain, para f € L' (G),
g,h € Co(G) por el teorema de Fubini y por propiedades de la medida de
Haar tenemos

(Mg (g),h) = (f *g,h)

- [

[ ][ 7o }
“Je Uf* ek

<97Mf*

"2 Palabras clave: Radical de Jacobson. Integral y medida de Haar. A*-dlgebras.
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Como M; es continuo y Coo(G) es denso en L*(G) podemos inferir que M es
un x-homomorfismo. Consideremos la clase U de entornos abiertos simétricos
relativamente compactos de e € G. Dado U € U por el lema de Urysohn existe
uy € Coo (G)T tal que sop (upy) CU y |lupll, =1. Si f € L}(G) yU €U
tenemos

I = £, = [ \ [ 560 ) (57 s f(y)‘ dy. (192)

Ademds por la invariancia de la medida de Haar

/G(UU)v (z7ly) do = /GuU (y'z) do = /GUU (x)dx =1

cualquiera sea y € G. Entonces en (192) tenemos

7 ) = 1l = [ | [ 0@ = ) ) (o) da
= [0 = ) ) o) Aa (7)o
= [ = 1) ) () A () s
< [ ()80 ) [ 15057 = s v

dy (193)

dy

dy

Como en la prueba del Teorema 11.6 de (193) sigue que {(uU)v}Ueu es apro-
zimacién acotada de la unidad a derecha de L'(G). Ahora, si M(f) = 0
serd f* (uy)” = Op2q) para cada U € U. Luego f * (uy)” = 0 a.e. para
todo U € U y por lo tanto f = Op1(q), i.e. M es un monomorfismo. Sea
ahora |f| £ ||M (f)|| para f € L* (G). Vemos que (L' (G), |o]) es un dlge-
bra normada, |f = g| < |f]lg] v |f* = f| = |f|* para todo f,g € L'(G), i.e.
L' (G) es un A*-dlgebra. Dado f € J(L'(G)), como f** f € J(L'(G))
deberd ser e, (f** f) =0 (V. [18], Prop. 1, p. 126). Por el Teorema 13.65
esTsp (f* % f) > |f** f|2 y podemos concluir que f = 0.

13.17. Teorema de Von Neumann

Teorema 13.69 (cf. [133]) Sean 'H un espacio de Hilbert y M una *-subdlge-
bra de B(H). Si P es la proyeccion de H sobre el subespacio cerrado generado
por elementos de la forma T(x) conT € M y x € H entonces

Ewd

M =L =M=P,
donde L={T € M*“:TP =PI =T}.
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Demostracién 13.70 Notemos que P € M N M. En efecto, si T € M
claramente PT = T. Ademds T = TP + T (Idy — P) y si y € ran(P)"

tenemos
1T ()| = (T* (T (y)) ,y) = 0

pues T* € M, de modo que TP =T y P € M¢. Si ademds S € M° yx € H
tenemos

(PS)(T (x)) = P ((ST) (z))

P((TS) (x))
= (T5) (x)
= (5T) (x)
S(P (T (x)))
= (SP)(T'(2)).
Ademds hay una sucesion {s, } -, de elementos de la forma s, = ;*;1 Tjn (Tjn),
donde n,j, € N, T}, € M y z;, € H de modo que (PS) (y) = lim,_ Sy.
Como S* € M¢ obtenemos

I(PS) WI* = ((S*PS) (v) )

= lim (S* (s,,),v)

= lim <Z in (S (zjn) ,y>
= 0.
Como P(y) =0 es ademds (SP)(y) =0 y P € M. Por otra parte
ran (P)" ={weH: X (w)=0s X € M}. (194)

Ciertamente, si w € ran (P)" dados X € M yt € H se tiene

0= (X*(t),w) = (t, X(w)),
y como t es arbitrario X (w) = 0. Asimismo, si w € H es tal que X(w) =0

cuando X € M sea s € ran (P). Con la notacidn anterior, con s = lim,,_, Sy,
tenemos

(sw—hm<z (jn) w >
~ i 3 (o TS, ()
j=1
= 0.
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Sigue entonces que M C L. Ademds es ficil ver que L es wot-cerrado, por
lo que mr C L dado que M es convezo. La identidad L = M“P se deduce
ahora sencillamente. Finalmente, sea U € L y fijemos un numero finito de
vectores z1, ..., zm € H. Veremos que S (U, 21, ..., zm) N M # &, donde

S(U, 21,0y 2m) = {X € B(H) : 1?%}21 (X =0U)(%)] < 1} :

Sea W = (X®™ (2)) yepr €n HO™ , con z = (21,,,.2m), Y sea Q € B(H®™)
el proyector de H®™ sobre W. Entonces @) determina una matriz inica de
operadores [Qi j],<; i< € M (B (H)) tal que

Qi(t)=> Qijlt;) si t=(tr,..tm)
Jj=1

en H®™ y 1 <i < m. Dadost € H®™, X € M hay tnicos u € W, v € W+
tales que t = u + v. En particular

l@x®™) )]” = ((X*")" QX" (v),v) = ((X*)*" QX®™ (1) ,v) =0
pues (X*)®™ (W) C W. Por lo tanto
(QX®™) (1) = Q (X (u) + X¥™ (1)) = X (u) = (X*"Q) (1)
yQ — X®. Asi

(QX®™), (t) = Z Qi (X () = X(Z Qi (t;) = (X"Q) (1)

ie. Qij — X y{Qij}i<ijcm C© MC. Como ademds (QX®™) (2) = X®™ (2)
sil<i<m resulta

X(z) =) Qi (X()=X(_Qi, (%))
=1
i.e. X (zl =2 Qi (z])) = 0. Siendo X € M arbitrario, por (194) resulta

5= Qiy(z) €ran(P)t sil<i<m.

j=1
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Pero ran (P)" =ran (Idy — P), U=UP y U € M de modo que

ZUQ” ZQ” (zj) sil<i<m.
7j=1 7j=1
Asi U™ (2) = Q (U®™ (z)) y U™ (2) € W, de modo que existe Xo € M tal
que ||[U®™ (z) — X§™ (2)|| < 1. Luego

méx [[(U — Xo) ()] < || U™ (2) — X§™ (2)]| < 1

1<i<m

yXo €S (U, 21y, 2m) N M.
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