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Prodlogo

El presente material es el resultado de 30 anos de ejercicio docente en
Topologia de Conjuntos a nivel de licenciatura, en la Universidad Auténoma
de Zacatecas, y se ha nutrido de la rica experiencia que un ramillete de
estudiantes entusiastas han ido aportando. Los primeros intentos de escribir
el presente texto tuvieron lugar desde la imparticién del primer curso, y
tanto su contenido como su estructura se han modificado de forma radical
en mas de una ocasion, atendiendo a los intereses de los estudiantes tanto
como a la maduracién que mi entendimiento de la topologia y sus usos me
han ido proporcionando.

El orden de presentacion de los temas, asi como la profundidad con la
que son tratados se han ido moldeando con cada una de las generaciones de
estudiantes con los que he tenido el privilegio de interactuar. Puedo afirmar
que este libro es de la autoria de ellos, aunque ciertamente, cada uno de los
errores me pertenece en absoluto. Puede encontrarse en este texto la huella
de cada uno de mis estudiantes en el transcurso de los anos sin excepcion
alguna, varios de ellos de forma muy significativa.

La primera versién consistié de las notas de clase que de mi curso tomé la
ahora doctora en Matematica Educativa Leticia Sosa Guerrero. No pue-
do dejar de mancionar a Jesus Leanos Macias, a Nydia Monserrat Veyna
Garcia, asi como a los hermanos Pedro y Marlem Solis Santana, quienes
contribuyeron encontrando una buena cantidad de errores e imprecisiones.
En la limpieza de la iltima version fue particularmente valioso el aporte de
la estudiante Andrea Arlette Espana Tinajero. No quiero dejar de agrade-
cer la también invaluable critica de los arbitros, sin cuyo apoyo habria en
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esta obra mas errores de los que seguramente conserva, todos los cuales han
escapado a mis numerosos escrutinios y son, por supuesto, de mi entera y
exclusiva responsabilidad.

Muchos colegas también, a través de sus generosos comentarios y opi-
niones propiciaron modificaciones que han mejorado el texto; y en otras
ocasiones, reforzado la conviccién de que los cambios no deben producirse,
so pena de no expresar las ideas segin las concibe el autor, o de perder
lo que de estilo propio en el texto pudiese ser encontrado. Agradezco a
todos ellos citando en orden alfabético: Lilia del Riego, Ernesto Lupercio,
Zbigniew Oziewicz, Alexander Pyschev, Miguel Maldonado, Juan Martinez,
Armando Mata, Guillermo Moreno (1), Juan José Rivaud (1), Gregory We-
ne, Peter Wynn y Miguel Xicoténcatl.

La paciencia y atingencia de Emilio Lluis, editor de la Publicaciones
Electrénicas de la Sociedad Matematica Mexicana son dignas de todo mi
reconocimiento, por la dedicacién puesta en la serie de la que el presente
texto forma parte.

Finalmente, y de forma muy especial, agradezco su tolerancia e incon-
dicionalidad a mi esposa Leticia, a mis hijas Ariadna Isis y Violeta Lucia,
al igual que a mis nietos Emilio, Dario y Adridn por el tiempo que no les
dediqué en el empeno por concluir este librito.

Juan Antonio Pérez
Zacatecas, Zac., México
mayo de 2015
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Introduccion

La Topologia es la méas jéven de las disciplinas consideradas como pilares
fundamentales de la Matemaética contemporanea, y sin embargo, pensada
como la rama de las matematicas cuyo objeto de estudio es la continuidad,
sus origenes se pierden con facilidad en la Historia.

La convergencia es otra de las propiedades naturalmente topoldgicas, y
es ella una de las primeras caracterizaciones de la continuidad a la que se
recurre en el trayecto del aprendizaje matematico. En realidad, continuidad
y convergencia no son sino dos manifestaciones del mismo fenémeno. Tanto
la continuidad como la convergencia se definen en términos de una nocién
de cercania o proximidad, lo que no necesariamente significa distancia.

Intuitivamente, un espacio topoldgico es un conjunto sobre el que se ha
definido una nocién de proximidad, que es la que le proporciona una es-
tructura topolégica. Un elemento de un conjunto, se convierte en un punto,
cuando el conjunto adquiere una estructura topoldgica. Una vecindad de
un punto es una coleccién de puntos cercanos a él.

Una aplicacién es continua si las imdgenes de puntos cercanos son tam-
bién puntos cercanos, lo que se expresa mejor en términos de vecindades:
la preimagen de una vecindad es también una vecindad.

La matematica del amor

Consideremos el siguiente ejemplo, extraido de las relaciones afectivas
que se dan entre los miembros de una sociedad, en donde los puntos del
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espacio son las personas, y en donde la vecindad més inmediata de un
punto es su nucleo familiar. La familia es la célula de la sociedad, y tiene su
origen en una pareja que decide compartir la vida, de manera que la minima
vecindad que una persona puede tener estd constituida por ella misma y
su pareja. La familia en primer grado incluye a padres y hermanos durante
la solteria, y a los hijos luego de la constitucion de la pareja. La familia
en segundo grado incluye a primos y tios, en cuando se irdn agregando
familiares politicos como suegros, yernos y nueras. El entorno familiar llega
a ser tan grande que incluye a la sociedad toda.

En estos términos, la familia en primer grado, en segundo, tercero, la
extendida y todas sus posibles ampliaciones constituyen vecindades de una
persona. Otras vecindades se construyen a través de la formacién de la-
zos de companerismo, amistad, afinidad politica y otros. Las intersecciones
entre ellas, necesariamente finitas, son también vecindades. Ejemplos son
los miembros de la familia con la misma profesiéon o semejante orientacion
politica.

La distancia fisica, geométrica o geografica, da paso a la idea de pro-
ximidad afectiva o afinidad, que no necesariamente tiene una expresion
numérica. El afecto también se construye a través de la cotidianeidad y
las coincidencias: clubes, escuelas, equipos deportivos y otros colectivos se
constituyen en vecindades de una persona. La persona x, aficionada al ba-
loncesto y el teatro, tiene dos hijos, que identificaremos por xp y x¢, que
practican el baloncesto y el teatro respectivamente. La comunidad depor-
tiva percibird una mayor cercenia de x con x, que con y, mientras que
la percepcion de la colectividad artistica seréd la exactamente opuesta. La
persona x se asume como igualmente cercano con cada uno de sus dos hijos.

T Lp
b4 e

/ \

/ \

/ \
/ . . \ Tt
. deportistas artistag .
\
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Notemos, por ejemplo, que una vez que z constituye una pareja con y,
toda vecindad de x incluye a y, al tiempo que toda vecindad de y contiene
también a x. Técnicamente decimos que los dos puntos distintos x, y no
son topoldgicamente distinguibles. La “distancia” de x a y y viceversa es
cero, a pesar de que no son el mismo punto, por lo que concluimos que la
nocion de proximidad o la de lejania no se identifican, en este caso, con la
de una métrica.

Las relaciones afectivas no se corresponden necesariamente con los nexos
en un espacio métrico, y ni siquiera con los de un espacio pseudométrico,
puesto que la intensidad del afecto que x siente por ¥y, no es necesariamente
igual al reciproco.

La nocién de cercania que proporciona la estructura topoldgica, enton-
ces, no siempre se corresponde con una pseudométrica. T'écnicamente: no
todo espacio topoldgico es metrizable. Caracterizar a los espacios topoldgi-
cos metrizables es una de las misiones de la Topologia de Conjuntos.

El antecedente euclidiano

La recta euclidiana no es un simple conjunto de puntos, pues ya de su-
yo, la recta euclidiana tiene una estructura topoldgica, a la que llamamos,
consecuentemente, topologia euclidiana. Una de las definiciones que se en-
cuentran en los textos de geometria elemental carcteriza a la recta como
una unién de puntos que tienen la misma “direcciéon”. Esta definicién inge-
nua esconde las ideas de orientacién, orden y direccién, que como veremos
més adelante, son definitorias de topologias especificas.
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Uno de los axiomas de la geometria euclidiana postula que dados dos
puntos distintos a y b, existe un tercer punto ¢, sobre la misma recta, que se
encuentra entre ellos. Si denotamos a < b se ha elegido una orientacion para
la recta, y un orden coincidente con ella; el axioma postula la existencia
de un tercer punto ¢ que satisface a < ¢ < b. La topologia euclidiana es la
topologia del orden determinada por este orden.

a ¢ b

La topologia del plano euclidiano es la topologia producto sobre el pro-
ducto de dos copias de la recta euclidiana, y asi para cualquier producto de
copias de la recta. El espacio de las sucesiones reales es el espacio topoldgico
producto R®, o més precisamente RY.

Intuitivamente, una funcién f : R — R es continua si su grafica no se
“rompe”, asumiendo la topologia euclidiana en ambas “copias” de la recta.
La grafica de una funcién continua es, en este sentido, una “recta curvada’.
Nos referimos en este caso a un ejemplo de continuidad, al que podriamos
llamar “continuidad euclidiana”, puesto que se refiere a la continuidad de
funciones entre espacios euclidianos, que son metrizables. De hecho, la to-
pologia euclidiana es determinada por la métrica euclidiana.

En este sentido, la grafica de una funcién continua es una copia de la
recta, que imita el hecho de que la recta no se “rompe”. Esta propiedad
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de la recta es también una propiedad topoldgica, y recibe el nombre de
completitud. Este hecho de “no romperse” de la recta expresa de forma
intuitiva que la recta euclidiana es un espacio métrico completo. En general,
los espacios euclidianos son espacios métricos completos.

La geometria de la deformacion

El primer paso en el estudio de los espacios topoldgicos es la clasifica-
cién, y en funcién de que la continuidad es la propiedad fundamental en
Topologia, dos espacios se consideran “esencialmente el mismo” si cada uno
de ellos puede “deformarse continuamente en el otro”. Es decir, si dados dos
espacios topolégicos X, Y, existen una biyecciéon bicontinua f: X — Y, lo
que significa que la inversa f~! : Y — X es también continua.

Si existe un homeomorfismo f : X — Y se dice que los espacios X,
Y son homeomorfos, y el homeomorfismo es claramente una relacion de
equivalencia, puesto que la composiciéon de aplicaciones continuas es una
aplicacién continua. Un circulo es homeomorfo con un cuadrado, y este a
su vez con un tridngulo. Lo que aqui parece esencial es que se trata de
curvas planas cerradas con exactamente “un agujero”.

Se ha dicho que un topdlogo es un matemadtico que no distingue entre
una dona y una taza. El significado es que estos dos objetos son objetos
homeomorfos, es decir, topolégicamente equivalentes. La dona y la taza
pertenecen a la misma clase de homeomorfismo. Las letras de del albafe-
to castellano pueden clasificarse mediante homeomorfismo. Los conjuntos
siguientes son las distintas clases de homeomorfismo correspondientes.
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{AR}

= {B}

{C,,J,L,M,N, S, U, V, W, Z}

{D, O}

{N}

{E,FG, T,Y}

{H. K}

{X}
= {P}
- {Q}

La letra “N” es la tnica letra maytscula del alfabeto castellano que
no es conexa. KEntre las mintdsculas, ni la “i” ni la son conexas. La
determinacién de las clases de homeomorfismo de los espacios topoldgicos
ha resultado ser, en general, un problema extraordinariamente complicado,
por lo que a se ha recurrido a clasificaciones més gruesas. Una de ellas es la
homotopia. Dos espacios son homotdépicamente equivalentes, si uno de ellos
puede deformarse continuamente en el otro.

[k
]

Las letras “A” y “O” son homotdpicamente equivalente, porque la “A”
puede deformarse continuamente “encogiendo” sus “patas”, en tanto que
“Q” es homeomorfa con la parte superior de la letra “A”. Estas dos letras
no son homeomorfas, dado que la letra “O” no tiene un punto con una
vecindad como la que se muestra en la ilustracién que sigue.
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La relacién de homotopia es también una relaciéon de equivalencia, y las
clases de homotopia de las letras del alfabeto castellano son las siguientes.

= {A,D,O,PQ, R}

- {B}
{Cl El E G7 H! I! J! K! L! M7 N! Sl Tl U! V! Wl Xl Y7 Z}

= {N}

La letra “N” no es ni homomorfa no homotépicamente equivalente con
ninguna otra, dado que es la Unica que no es conexa. Las letras en la clase
de homotopia de la letra “C” son simplemente conexas, porque pueden
ser deformadas en un punto. Las letras “B” y “D”, por ejemplo, no son
homotodpicamente equivalentes, puesto que presentan cantidades distintas
de “orificios”.

La clasificacion de espacios topoldgicos via homeomorfismo es un proble-
ma tan intrincado que no parece tener solucién a corto plazo. Muchos inva-
riantes son desarrollados con el objetivo de obtener clasificaciones parciales,
y seguramente el lector disfrutara el trayecto que conduce a la confeccion
de un catalogo semejante.
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Capitulo 1

Espacios Pseudométricos

Este primer capitulo se dedica a la exploracién de una clase particular
de espacios topolégicos, cuya estructura estd dada por una nociéon de “dis-
tancia”. Se pretende que el lector alimente la teoria a partir de los ejemplos
provenientes del Analisis, haciendo necesario el trdnsito hacia las nociones
mas generales de topologia y de espacio topolégico.

Las propiedades que podemos caracterizar como propias de la Topologia
se asocian con los fendmenos de la convergencia y la continuidad. En esa
perspectiva, esta asociada desde la antigiiedad con los puntos de contacto
entre la filosofia y las matematicas. Continuando en esa linea, la nocién
de infinito juega un papel fundamental en la exploraciéon de los hechos
topolégicos.

Por su parte, la topologia de los espacios métricos tiene sus origenes en la
geometria euclidiana, y constituye el eslabén que la conecta con la topologia
general. Adquiere entonces sentido la expresién comun que caracteriza a la
topologia como una geometria dotada de elasticidad.

Los requisitos minimos que debe satisfacer una nocién de distancia es
que un objeto dista cero de si mismo, y que la distancia entre dos puntos
nunca es mayor que la suma de sus distancias a un tercer punto. Estas
caracteristicas nos permiten extraer la esencia de las propiedades topologi-
cas, hasta el punto en el que finalmente se prescinde de ellas. El concepto

11
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CAPITULO 1. ESPACIOS PSEUDOMETRICOS

de distancia se hace un poco mas elastico, cuando la nocién de “cercania”
permite la existencia de puntos distintos que distan cero. Cada version es
mas general que la que le precede, y por tanto, mas poderosa.

1.1.

Meétricas y Pseudométricas

Sea X # @ un conjunto, una pseudométrica sobre X es una funcién

d: X xX —R

que satisface las siguentes propiedades:

1.
2.

(Simetria) d(z,y) = d(y, z) para z,y € X.

(Desigualdad del tridngulo) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2)
para z,y,z € X.

. (Regularidad) d(z,z) = 0 para z € X.

Una pseudométrica es una meétrica si cumple ademés con:

(No degeneracién) Si d(x,y) = 0 entonces = = y.

Un espacio pseudométricﬂ es un par (X,d) donde X es conjunto no
vacio y d es una pseudométrica. De la misma manera, un espacio métrico

1Un espacio pseudométrico es también llamado écart en francés, cuya traduccién literal
al castellano es divergencia, de manera que una traduccién con algo de sentido matemaético
seria espacio divergente.
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es un espacio pseudométrico (X, d), donde d es una métrica. Si (X, d) es un
espacio pseudométrico y x € X, se dice que x es un punt(ﬂ de (X, d).

Proposicion 1.1 Una pseudométrica es una funcion no negativa.

Demostracién. Usando las propiedades de regularidad, la simetria y la
desigualdad del tridngulo, para x,y € X arbitrarios tenemos

0=d(z,z) <d(z,y) + d(y,x) = 2d(z,y)
de donde d(z,y) > 0. m

Nota 1 La definicion de una pseudométrica puede ser mds concisa y ele-
gante, basta que satisfaga la propiedad de regularidad y la desigualdad del
tridngulo en la forma d(z,z) < d(x,y) + d(z,y).

Asi, la simetria se obtiene de d(z,y) < d(z,z) + d(y,z) = d(y,z), y de
d(y, ) < d(y,y) + d(z,y) = d(z,y).0

Ejemplo 1.1 Sobre un conjunto no vacio X definimos d : X x X — R

mediante
0 s x=y
den={ 7 % LY

la cual es claramente una métrica sobre X. Esta métrica se conoce como la
métrica discreta. [

2Nétese que un punto no pertenece a un conjunto, sino a un espacio.
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Ejemplo 1.2 Sobre un conjunto no vacio X definimos d : X x X — R
mediante d(z,y) = 0 para todo par (z,y) € X x X. Esta es claramente
una pseudométrica sobre X. Esta pseudométrica se conoce como la pseu-
dométrica indiscreta. [

Ejemplo 1.3 La métrica euclidiana sobre R™ se define por d(z,y) = |x—yl,
determinada por la norma pitagérica. O

Ejemplo 1.4 Toda métrica d : X x X — R induce una métrica acotada
D: X x X —[0,1) mediante

__dzy)
D(z,y) = Trd@.y)

Para demostrar que se satisface la desigualdad del tridngulo notemos que,
para a,b,c >0 con ¢ < a+b se tiene c(1+a+b) < (1+c)(a+b), de donde

c a—+b a b
< < + )
l1+¢c  1+a+b " 14+a+b 1+a+b

Notemos ademds que para s,t > 0 se satisface

S S
< .
1+s+¢t 7 1+s

En consecuencia

d(z,y) d(y, 2)
= 1+d(z,y)+d(y, z) + 1+d(z,y)+d(y, z)

D(z,z2) < D(z,y) + D(y, 2).

Este ejemplo serd de utilidad. [

En la jerga topoldgica es comin denotar I = [0,1] y llamarlo “el in-
tervalo”, por razones que seran evidentes en breve. De la misma manera,
dados conjuntos no vacios A y B, denotamos por B4 el conjunto de las
aplicaciones f : A — B. Si B es un anillo, entonces la aplicacién f € B4 se
llama funcidn.
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Ejemplo 1.5 Sobre R, la aplicacion dada por
d(f,g) = inf{[f(z) — g(z)| : © € [0, 1]}

es una pseudométrica pero no es una métrica. No obstante, la aplicacion
dada por

6(f,9) = sup{|f(z) — g(x)| : 2 € [0, 1]}

define efectivamente una métrica. O

Denotamos por C (RI ), o bien por M (I, R), la coleccién de las funciones
continuasﬂ sobre I, y por R (RI ) la de las funciones Riemann-integrables.

Ejemplo 1.6 Sobre C (RI), la aplicacion dada por

1
d(f.g) = /0 (@) — ga)|dz

es claramente una métrica. Sin embargo, sobre R (RI), d es unicamente
una pseudométrica.l]

Ejemplo 1.7 La funcion d : R? x R? — R definida mediante

l+ly| st zH#y

es una métrica en el plano, conocida como la “métrica ferrocarrilera”. [
Ejemplo 1.8 Definamos d : R? x R? = R por

d(z,y) = |1 —y1| + |v2 — ya|
es una métrica conocida como la “métrica del taxista”. [J

El subconjunto B¢(z¢) = {z € X|d(z,x0) < €} se conoce como la bola
abierta de radio € y centro xg.

3Se usa la ‘C’ obviamente, por ser la inicial de “continuidad” en castellano, en inglés se
usa ‘M’ por ser la inicial de “map” que se usa como sinénimo de “continuous mapping”.
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\ ) |

Los espacios pseudométricos son espacios topolédgicos, cuya topologia es
generada por las bolas abiertas, y el resto del capitulo se dedica a explorar
este hecho. Las propiedades que comparten los espacios pseudométricos
seran generalizadas, y revisadas en otros contextos mas adelante. En lo
sucesivo usaremos como sinénimos los términos “bola” y “bola abierta”.

Sean (X,d) un espacio pseudom étrico y x € X un punto, se dice que
el conjunto A C X es una vecindad de x si

Be(aj) - Aa

para algin ¢ > 0. El sistema de vecindades de x es el conjunto cuyos
elementos son las vecindades de z, y se denotaﬁ por N (x).

1.2. Conjuntos abiertos

Un conjunto U en un espacio pseudométrico (X,d) se dice que es un
conjunto abierto si U € N (x) para todo z € U, es decir, si es vecindad
de cada uno de sus puntos. La topologia sobre un espacio es la coleccion
de sus conjuntos abiertos, de manera que una primera tarea consistird en
caracterizar la condiciéon de ser un conjunto abierto.

4Laletra “N” se usa por ser la inicial del vocablo inglés “neighourhood” que se traduce
literalmente como vecindad, vecindario o entorno.
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Proposicion 1.2 Las bolas son conjuntos abiertos.

Demostracién. Claramente B.(z) € N(z). Sean ahora y € B.(z) con
y # x, 6 = min{d(x,y),e —d(x,y)} v z € Bs(y). Entonces, en todo caso
d(y,z) < e—d(z.y), y en consecuencia

d(z,z) < d(z,y)+d(z,2) <e

con lo que z € B.(z), con lo que B.(z) € N(y). m

Corolario 1.3 Un conjunto es abierto si y solo si es union de bolas.

Demostracién. Ejercicio. m

Notemos que, el espacio total X es un conjunto abierto, dado que con-
tiene todas las bolas posibles, y ademas el conjunto vacio @ C X es también
abierto, en este caso, por vacuidad.

Proposicion 1.4 La union de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracién. Basta observar que una unién de uniones de bolas es una
unién de bolas. m

Proposicion 1.5 La interseccion finita de bolas abiertas es una union de
bolas abiertas.

Demostracién. Si B, (z9)N...NB:, (z,) = &, no hay nada que demostrar,
en caso contrario, supongamos que x € Be,(z9)N...N Be, (), entonces si

g; =min{eg — d(x,x9),...,en — d(z,zp)}
es claro, por la desigualdad del tridngulo, que

B.,(z) € Bey(zo)N...N B, (xn)
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y ademas

B.,(z0)N...N B, (1) = U B.,(x)
TEBeq (z0)N...NBe,, (zn)

como se queria demostrar. m

Corolario 1.6 La interseccion finita de abiertos es abierta.

Demostracion. Ejercicio. m

1.3. Conjuntos cerrados

Un conjunto F' C X es un conjunto cerrado si su complemento F¢ C
X es abierto. La secciéon se dedica a caracterizar los conjuntos cerrados
en un espacio pseudométrico. Por abuso de lenguaje, y por comodidad,
llamaremos “puntos” a los conjuntos que constan de un tinico punto.

Proposicién 1.7 En un espacio métrico (X, d) los puntos son cerrados.

Demostracion. Si X consta de un tinico punto, no hay nada que demos-
trar. En otro caso, sean x,y € X dos puntos distintos, y sea ¢ = d(x,y) > 0,
entonces claramente = ¢ B:(y), de manera que, entonces {z}¢ es unién de
bolas. =
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Esta propiedad no necesariamente se cumple en un espacio pseudométri-
co (X, d), dado que para dos puntos distintos x,y € X, no se tiene garantia
de que d(z,y) > 0.

Proposicion 1.8 Los conjuntos cerrados en un espacio pseudométrico sa-
tisfacen:

1. El vacio y el espacio son cerrados.
2. La interseccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

3. La union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
Demostracion. Ejercicio. m

Si (X, d) es un espacio pseudométrico y @ # A C X, entonces la res-
triccién d|4x 4 es una pseudométrica sobre A, y la verificacién queda como
ejercicio. Entonces (A, d|4x ) es un espacio pseudométrico, y se dice que es
un subespacio pseudométrico de (X, d), el cual suele denotarse como (A, d).

1.4. Interior, cerradura y frontera

Se dice que = € X es un punto interior de A si A € N(x). El interior
de A es el conjunto de los puntos interiores de A y se denota por A°.

Proposicion 1.9 Para todo conjunto A se satisface A° C A.

Demostracion. Si A° = &, no hay nada que demostrar. Si x € A°, enton-
ces existe € > 0 tal que B.(z) C A, y en particular z € A. m

En interior de A es claramente un conjunto abierto, y de hecho, es el
maximo abierto contenido en A.

Sea A un conjunto en un espacio pseudométrico (X, d) un punto z € X
es un punto de adherencia de A si U N A # & para toda U € N(z). La
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cerraduraﬂ de A es el conjunto de sus puntos de adherencia, y se denota
mediante A. Claramente A C A para todo A C X.

Un punto z € X es un punto de acumulacion de Asi (U—{x})NA # @
para toda U € N(x). El conjunto derivado de A es el conjunto de sus
puntos de acumulacion, y se denota por A’. De las definiciones se sigue de
inmediato que todo punto de acumulacion es de adherencia, es decir, que
A C A.

Proposicion 1.10 Para todo conjunto A en un espacio pseudométrico se
tiene A= AU A’.

Demostracién. La inclusién AU A’ C A es muy clara. Por otra parte, si
xe€Ayax¢ A, sealU € N(z) tal que (U — {z}) N A = &, entonces, como
UNA# @, necesariamente x € A. m

La cerradura de A es claramente un conjunto cerrado, y de hecho, es
el minimo cerrado que contiene a A. En cualquier caso, si U es un abiero
contenido en A y F' es un cerrado que contiene a A, se satisface la relacion

siguiente.
UCA°CACACF

En general, es posible encontrar puntos de la cerradura de A que no
son ni puntos interiores ni puntos de acumulacion. La demostracién queda
como ejercicio. La frontera de A se denota por A y se define como AN A€,
Entonces, un punto frontera x es tal que U N A # @ y U N A° # & para
toda U € N(x). Asi, los conjuntos A°, dA y (A°)° son tres conjuntos
mutuamente ajenos cuya unién es el espacio, y ademéas 0A = 9(A°).

La frontera de A es entonces un conjunto cerrado, por lo que A = JA.
Ahora bien, como el lector podrd demostrar con facilidad, (0A4)¢ = X,
en espacios métricos, de suerte que 9(0A) = 0A. Nétese ademds, que en
espacios métricos, (0A)° = @.

Los espacios euclidianos tienen subespacios muy interesantes. El disco
de dimensién n + 1 se define como un subespacio de R"*! mediante

D"l = (g e R™L: 2] < 1},

5 Adherencia, clausura.
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mientras que la esfera de dimensién n es

S" = {x cR": |z| =1}

Es claro que como subespacios del mismo espacio euclidiano se satisface
S" = gDn

Exploraremos los conceptos de esta seccion mas adelante, en un contexto
mas general.

1.5. Continuidad

Consideremos dos espacios pseudométricos (X, dx) y (Y, dy). Sea ademés
f X — Y una aplicacién, decimos que f es continua en x € X si para
todo € > 0 existe § > 0 tal que si y = f(z), entonces

f(Bs(x)) € Be(y)-

Una aplicacion es continua si es continua en cada uno de los puntos de
su dominio. En términos coloquiales, una aplicacién es continua, si y sélo si,
las imégenes de puntos cercanos son también puntos cercanos. Observamos
entonces, que la nocién de continuidad descansa sobre la de cercania.
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[~ (e d)=(a1,b1)U(az,b2)

Ejemplo 1.9 La funcion f : R — R, cuya grdfica se reproduce arriba, es
continua. [

Ejemplo 1.10 La funcion escalon de Heam'sz'deﬁ h:R — R, dada por

h(t) =

0 st —oc0o<t<O
1 si 0<t<oo’

es continua en cada punto de la recta, excepto para t = 0.

50liver Heaviside (1850 - 1925), ingeniero y matematico inglés autodidacta, que contri-
buyé de forma importante en la construccion del cdlculo operacional. Le son atribubidos
una gran cantidad de descubrimientos matemaéticos, aunque no parece haber proporcio-
nado las demostraciones correspondientes.
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Notemos que para 0 < ¢ < 1 se tiene f~1(1 —¢,1+¢) = [0,00), que no es
abierto en R. [J

Ejemplo 1.11 La funcién de Dirichleﬂ A : I — {0,1}, que se define

mediante
1 si z€Q

A<x>:{0 si z¢Q’

no es continua en ningun punto de su dominio. La preimdgenes posibles de

abiertos no triviales son QNI y Q°N I, ninguno de los cuales es abierto.
O

Dados un espacio pseudométrico (X, d), un subconjunto no vacio A C X
y un punto x € X, la distancia del punto = al conjunto A se define mediante

d(z, A) = inf{d(z,y)|y € A}.

Teorema 1.11 La funcion d(_, A) : X — R es continua para todo A C X
en un espacio pseudométrico (X,d).

Demostracion. Claramente, si a € A, entonces para cualesquiera z,y € X:
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) +d(y,a),

por la desigualdad del tridangulo, y puesto que la desigualdad es vélida para
todo a € A, entonces

d(x, A) < d(x,y) + d(y, A),

de manera que

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Consecuentemente, si d(z,y) < ¢ entonces |d(z, A) — d(y, A)| < &, de donde
se sigue la continuidad. =

"Peter Gustav Lejeune Dirchlet (1805 - 1859), matemético alemdn, a quien se atribuye
la definicién formal contemporéanea de funcién.
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Teorema 1.12 Sean (X, d) un espacio pseudométrico y A C X, entonces
A= {z e X|d(z,A) = 0}.

Demostracién. Por definicién, x € A si y sélo si B.(z) N A # & para todo
e > 0, es decir, si y sélo si d(z,A) =0. =

Dados dos conjuntos A y B no vacios en un espacio pseudométrico
(X, d), definimos la distancia entre ellos mediante

d(A, B) = inf{d(a, B)|a € A}.

Queda como ejercicio para el lector demostrar que esta nocién de distancia
es simétrica, es decir, que

d(A, B) = inf{d(b, A)|b € B},

de donde se sigue que

d(A,B) = ;gg <blé1£ d(a, b)> = blgg <;I€11f4 d(a, b)> =d(B,A).

Supongamos que f : X — Y es continua y sea U C Y un conjunto abier-
to, dado x € f~Y(U), sea y = f(z) € U, y tomemos &, > 0 tal que
B.,(y) CU, ysead, >0 tal que f(Bs,(x)) C Be,(y). Tenemos entonces
que Bs, () € f~1(U), de donde f~1(U) es vecindad de todos sus puntos y
es en consecuencia abierto.

Supongamos reciprocamente que para todo abierto U C Y se tiene que
f~H(U) C X es abierto, y sea z € X un punto arbitrario. Tomemos B:(y)
para € > 0 arbitrario, donde y = f(z), por hipétesis f~'B.(y) C X es
abierto y ademds x € f~!B.(y), existe entonces § > 0 tal que Bs(x) C
f~'B.(y), es decir, f (Bs(x)) C B.(y), de donde se sigue la continuidad de
f.

Se ha demostrado el resultado siguiente para aplicaciones sobre espacios
pseudométricos.
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Teorema 1.13 Una aplicacion es continua si y solo si la preimagen de
todo abierto es abierta. B

Una biyeccién continua que tiene inversa continua es un homeomorfis-
mo, y claramente la inversa de un homeomorfismo es también un homeo-
morfismo. Se dice que los espacios X y Y son homeomorfos si existe un
homeomorfismo f : X — Y. La relacién de homeomorfismo es una relacion
de equivalencia en la coleccion de los espacios topolégicos, y en Topologia,
dos espacios que son homeomorfos son considerados como “esencialmente”
el mismo espacio.

Ejemplo 1.12 La funcidén exponencial exp : R — (0, 00), dada por exp(t) =
el es un homeomorfismo. La funcién tangente tan : (—m,7) — R es un ho-

meomorfismo, entonces, todo intervalo abierto es homeomorfo con la recta.

O

Ejemplo 1.13 La proyeccion estereogrdfica en una esfera de dimension n
es un homeomorfismo entre S™ — {ep+1} y R™. O

Ejemplo 1.14 La esfera S™ es homeomorfa con la frontera del (n+1)-cubo
I(I"*tY) c R, Los detalles de dejan como ejercicio. O
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1.6. Convergencia

Una sucesion en un conjunto X es una aplicacién s : N — X donde
N =1{0,1,2,...}. Denotamos usualmente s = (z,,) y s(n) = zy,.

Se dice que la sucesion (z,) estd eventualmente en A C X si existe
N € N tal que z, € A para todo n > N. Se dice que la sucesién (z,)
esta frecuentemente en A C X si para todo N € N existe n > N tal que
x, € A.

Sean (X, d) un espacio pseudométrico, y (x,) una sucesién en X. Se dice
que (x,) converge en X si existe x € X tal que (z,) estd eventualmente
en cada vecindad de x. Se dice en tal caso que (x,) converge a x € X,
6 equivalentemente que z es un limite para la sucesion ().

Proposicién 1.14 Sea (X,d) un espacio pseudométrico (X,d), entonces
(X, d) es un espacio métrico si y sélo si toda sucesion d-convergente en X
tiene un limite unico.

Demostracién. Que la pseudométrica d sea una métrica es la tnica forma
de garantizar que para dos puntos distintos existen bolas ajenas que con-
tienen a cada uno de ellos. Equivalentemente, la distancia entre dos puntos
distintos es estrictamente positiva si y sélo si d es una métrica. m

Noétese que en un espacio pseudométrico que no es métrico, es posible
definir sucesiones convergentes con més de un limite. Si d(z,y) = 0 con
x # y, entonces, para todo € > 0 se tiene que B.(z) N B:(y) # @. Tomando
un punto z, € Bi(z)N Bi(y) se obtiene una sucesién (z,) tal que z, — =
y también x, — gj !

Una sucesién (z,) tiene una subsucesion convergente en X, si existe
x € X tal que (z,,) estd frecuentemente en cada vecindad de x.

La convergencia es un fenémeno intimamente ligado con la continuidad,
y de hecho pueden considerarse dos manifestaciones distintas del mismo
fenémeno.

Teorema 1.15 Dados dos espacios métricos X, Y, una aplicacion f :



1.7. EL CUBO DE HILBERT 27

X — Y es continua en x € X, si y sélo si para toda sucesion (x,) en
X tal que x, — x se tiene que f(xzy,) — f(x).

Demostracién. Ejercicio. m

Debido a propiedades que exploraremos proximamente, las sucesiones
constituyen un modelo suficiente para la convergencia en espacios métricos.

1.7. El cubo de Hilbert

El cubo de Hilbertﬂ es un ejemplo particularmente importante, da-
do que como veremos, es un modelo universal para los espacios métri-
cos. Es claro que el producto de una cantidad finita de espacios métricos
(X1,d1),...,(Xn,dy), es de forma natural un espacio métrico mediante

d(z,y) = | > di(ar, yr)2,
k=1

donde z = (z1,...,2n),y = (Y1,--.,yn) € X7 X ... x X,,. No obstante, no
es claro que un producto arbitrario tenga estructura métrica.
Consideremos el producto

w0l

k=0

y definamos sobre él la aplicacién

Por el criterio de comparacién es claro que d esta bien definida, y mediante
paso al limite, es claro también que es una métrica. El espacio métrico

8David Hilbert (1862 - 1943), matemético alemdn.
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(H,d) se conoce como el cubo de Hilbert, su universalidad proviene del
hecho de que es un espacio compacto debido al Teorema de Tychonoﬂﬂ
cuyo enunciado es basicamente que un producto es compacto si y sélo si
cada factor es compacto.

El teorema de Tychonoff es un resultado muy profundo de la Matemati-
ca Cantoriana, pues como demostré Kelleym[?)él] en 1950, es equivalente con
el axioma de eleccién. El cubo de Hilbert es un subespacio del espacio de
Hilbert 12, cuyos elementos son las sucesiones reales de cuadrado convergen-
te.

1.8. Ejercicios

1. Demuestre que un subespacio pseudométrico es un espacio pseudométri-
co.

2. Demuestre que una bola relativa es una bola, es decir, que si (A, d) es
un subespacio pseudométrico de (X, d), para a € Ay € > 0 se define

B: a(a) ={b e Ald(a,b) < e},
entonces B; a(a) = B:(a) N A.

3. Proporcione un ejemplo de un conjunto A y un punto z € A en
un espacio pseudométrico (X, d), de forma que z no es ni punto de
acumulacién ni punto interior de A.

4. Demuestre que A = A° U A’ o proporcione un contraejemplo.
5. Demuestre que 0A C A.

6. Demuestre que para todo conjunto A en un espacio pseudométrico
(X, d) se satisface que (0A4)¢ = X.

9 Andrey Nikolayevich Tychonoff (1906 - 1993), matemético ruso.
1030hn Leroy Kelley (1916 - 1999), matematico norteamericano.
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10.

11.

12.

13.

Proporcione un ejemplo de un espacio pseudométrico (X, d) y una su-
cesién convergente en X que tenga mas de un punto limite. Demuestre
que esto no es posible en un espacio métrico.

Caracterice las bolas en cada uno de los ejemplos de espacios pseu-
dométricos proporcionados en el texto.

Sea (X, d) un espacio pseudométrico, y sobre él, considérese la relacién
de equivalencia dada por z ~ y si y sélo si §(z,y) = 0. Demuestre
que la aplicacién dada por d([z],[y]) = d(x,y) sobre X/ ~ estd bien
definida y es una métrica.

Demuestre que la colecciéon {X;|t € R}, donde

{2

es una particion de X = N; x R. Denotemos por ~ la relacién de
equivalencia tal que X/ ~= {X;|t € R}.

TLEN+},

a) Demuestre que la aplicacién dada por d(X, X)) = inf{|z — y| :
(x,y) € X; x X, } es una pseudométrica sobre X, pero no es una
métrica.

b) Demuestre que la aplicaciéon ® : R — X/ ~, dada por ®(t) = Xy,
es una biyeccién continua.

¢) Demuestre que ® no es un homeomorfismo.

Demuestre que el producto finito de espacios métricos es un espacio
métrico. (Sugerencia: use la desigualdad de Minkowski).

Dos métricas d y & sobre un mismo conjunto X son equivalentes si toda
d-bola es unién de d-bolas y viceversa. Demuestre que toda métrica

d es equivalente con “su” métrica acotada D = ﬁ‘ld.

Sean (X, d) un espacio métrico y r un nimero real positivo, demuestre

que D, = L es una métrica acotada sobre X, y que es equivalente

1+d
con d.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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. Sean X # @ un conjunto, (Y,d) un espacio pseudométrico y f :
X — Y una aplicacién, definase sobre X: d(x1,x2) = d(f(z1), f(x2)).
Demuestre que (X, J) es un espacio pseudométrico. Se dice que 0 es
la pseudométrica inicial sobre X inducida por f.

Sea (Y, d) un espacio métrico. Demuestre que la pseudométrica inicial
inducida por una aplicacion f : X — Y no es necesariamente una
métrica.

Sean (X, d) un espacio pseudométrico, Y # & un conjunto, y f : X —
Y una aplicacién suprayectiva. Si se define sobre Y la funcién J dada
por 0(f(x1), f(x2)) = d(x1,z2), determine bajo qué condiciones § es
una pseudométrica sobre Y.

Demuestre que la equivalencia de pseudométricas es una relacién de
equivalencia entre pseudométricas.

Dos espacios pseudométricos (X,d) y (Y,d) son equivalentes si exis-
te un homeomorfismo f : X — Y, tal que d es equivalente con la
pseudométrica inicial inducida por f. Demuestre que la equivalen-
cia de espacios pseudométricos es una relaciéon de equivalencia entre
espacios pseudométricos.

Demuestre que sobre el plano, la métrica euclidiana, la métrica de la
suma d(x,y) = |x1 —y1| + |2 — yo| y la métrica del mdzimo d(z,y) =
max{|x1 — y1|, |xr2 — y2|} son todas equivalentes.

Demuestre que el producto numerable de espacios métricos es un es-
pacio métrico, haciendo uso del hecho que toda métrica es equivalente

con una métrica acotada. (Sugerencia: use la desigualdad de Minkows-
ki).

Considérese, para I = [0, 1], el espacio métrico I x I C R? con la
métrica euclidiana, y sobre él la relacién de equivalencia (0,t) ~ (1,t),
paratodot € I.Si C = I x I/ ~, determine una pseudométrica sobre
I x I, de manera que la proyeccion p : I x I — C induzca una métrica
sobre C.
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(1,¢)
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Se obtiene asi una métrica sobre el cilindro, a partir de una pseu-

dométrica sobre el cuadrado.
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Capitulo 2
Espacios Topologicos

Las ideas topoldgicas estan presentes en practicamente todas las disci-
plinas matematicas contemporaneas, y en muchos casos, como por ejemplo
en el Anilisis, constituyen su columna vertebral. Sus origenes pueden ras-
trearse hasta la antigua civilizacién griega, en la que se descubre el hecho
de que en un poliedro regular se satisface v — a + ¢ = 2, donde v es el
nimero a vértices, a en nimero de aristas y c¢ el de caras. Es un hallazgo
de Poincar@ que la misma relacién se cumple para un poliedro cualquiera,
con independencia de si es o no regular. Se descubre asi el primer invariante
topoldgico.

La formulacién del Calculo por CauchyP} con la introduccién del con-
cepto de limite caracteriza como hechos topolégicos la continuidad y la
diferenciabilidad. La covergencia se revela como una de las formas en las
que se manifiesta la continuidad.

Hacia 1865, Mébiusrﬂ describe la llamada banda de Maobius, con lo que
se pone de manifiesto que los espacios euclidianos no constituyen un modelo
suficiente para los espacio topoldgicos, puesto que sus propiedades no son en
todos los casos, hereditarias a subespacios. En los primeros anos del siglo

"Henri Poicaré (1854 - 1912), matemético intuicionista francés, precursor de la Topo-
logia Algebraica.

2 Agustin Louis Cauchy (1768 - 1857), matemético francés.

3 August Ferdinand M&bius (1790 - 1868), matemdtico alemén.

33
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XX, Sierpiﬁskiﬁ da a conocer el ejemplo de espacio topoldgico que lleva
su nombre, evidenciando que la separaciéon de puntos en un espacio es un
asunto mas delicado de lo que pudiera hacer parecer la exploracién de los
espacios euclidianos.

Se hace necesaria la construccién de una teoria que se encargue de este
tipo de estudios, y se inicia la configuracién del ahora omnipresente cuerpo
de conocimientos, siendo el de KuratowskiE]BS] uno de los primeros textos
de Topologia, y que es practicamente un compendio. En él incorporé lo que
se conoceria luego como los axiomas de cerradura de Kuratowski, una forma
alternativa de definir una topologia. El ahora clasico libro de Kuratowski
se publica por vez primera en polaco hacia 1958.

Muchos anos de investigacion matemaéatica condujeron a la formulacién
del concepto de espacio topoldgico, el cual es el centro de atencién de este
capitulo.

2.1. Espacios Topologicos

Para reunir todos los elementos necesarios que nos permitan tratar
con espacios topoldgicos, deberemos demostrar algunos hechos bésicos a
propésito de conjuntos. Recordemos que dada una familia F = {A,|a € A}
de subconjuntos de un conjunto dado X, la unién de la familiaﬁ F se define
como la unién de los conjuntos que son elementos de F, es decir:

Ur=U 4= 4.

AeF acA

v es el conjunto de todos los elementos de X que pertenecen al menos a un
elemento de la familia F.
De manera completamente andloga definimos la interseccién de una fa-

“Waclaw Franciszek Sierpinski (1882 - 1969), matemadtico polaco.

®Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980), matemadtico polaco.

5Los términos coleccidn y familia serdn considerados como sinénimos de conjunto en
el sentido cantoriano, es decir, sujetos a la axiomatica de Zermelo-Fraenkel-Cantor.
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milia de conjuntos F como

NF=()4=) 4o

AeF acA

que es el conjunto de los elementos de X que pertenecen a todos los ele-
mentos de la familia X.
El caso en el que la F = & es de particular importancia.

Proposicion 2.1 La union de una familia vacia es el conjunto vacio, es
decir
Ue=2

Demostracion. Supongamos que UZ # @ y sea x € UJ, entonces © € A
para todo A € &, pero dado que A ¢ @ para todo conjunto A, entonces
tal x no puede existir y en consecuencia queda demostrada la proposiciéon. m

Como puede observarse, la veracidad de la proposicién recién demos-
trada no tiene relacién alguna con el conjunto de referencia X, de manera
que se satisface en general. Contrariamente al caso recién considerado, la
proposicién que sigue, debido a la inexistencia del conjunto de todos los
conjuntos, requiere de la participacién de un conjunto de referencia.

Proposiciéon 2.2 La interseccion de una familia vacia de subconjuntos de
X es X, simbolicamente
e =X

Demostracién. Dada una familia F de conjuntos, denotemos por F =
{A°|A € F} la familia que contiene a los complementos de los elementos de
F. Tenemos entonces que & = @ y aplicando las leyes de DeMorgan y la
proposicién anterior

(ﬂ@)C:Ué:UQZQ

de donde claramente N =2 =X. m
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El resultado anterior puede ser obtenido gracias a que los conjuntos
considerados se encuentran contenidos en un conjunto de referencia. Es
debido a ello que se posibilita considerar el “complemento” que es una
nocion relativa. Es claro entonces, que la nocién de interseccién de una
coleccién vacia es también una idea relativa.

Una topologia sobre el conjunto X es una familia de subconjuntos 7 C
2% que satisface los dos axiomas siguientes:

1. La unién de una familia arbitraria de elementos de 7 es un elemento
de 7.

2. La interseccién de una familia finita de elementos de 7 es un elemento
de 7.

Los elementos de una topologia 7 se dice que son conjuntos abiertos
respecto de 7, o bien que son 7-abiertos. Con esta terminologia los axiomas
anteriores pueden reescribirse diciendo que la unién arbitraria de abiertos
es abierta y que la interseccién finita de abiertos es abierta.

Proposicion 2.3 SiT es una topologia para el conjunto X, entonces @ € T
yX erT.

Demostracién. Basta tomar colecciones vacias de elementos de 7. m

De acuerdo con el resultado previo, el vacio y el total son abiertos en
cualquier topologia, y de hecho la coleccién {&, X} es una topologia sobre
el conjunto X, la minima topologia posible.

Un espacio topoldgico es un par (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una
topologia sobre X. Se dice que el conjunto X es el conjunto subyacente al
espacio topolégico (X, 7). Si no hay lugar a confusién acerca de la topologia
7 haremos referencia al espacio topolégico X, prescindiendo de la referencia
a la topologia 7. Los elementos de un espacio topoldgico se llaman puntos.

Ejemplo 2.1 La topologia mds grande que admite un conjunto X es su
conjunto potencia 2% que contiene a todos los subconjuntos de X , es decir,
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en esta topologia todos los conjuntos son abiertos. Esta topologia se llama
la topologia discreta en virtud de que cada punto del espacio tiene una
vecindad quen no comparte con ningun otro punto. La topologia discreta es
la topologia generada por la métrica discreta.l]

Ejemplo 2.2 La topologia mas pequena que admite un conjunto X es 7 =
{2, X}, que recibe el nombre de topologia indiscreta, debido a que en ella
todos los puntos del espacio deben compartir la misma vecindad. La topo-
logia indiscreta es la topologia generada por la pseudométrica indiscreta.[]

Ejemplo 2.3 Dado el conjunto X = {a,b} donde a # b, el conjunto S =
{@,{a}, X} es una topologia para X en la que debe notarse que dos puntos
distintos no admiten vecindades ajenas, mdads aun, dados dos puntos, no
necesariamente existe una vecindad de cada uno de ellos que no contenga
al otro. Esta topologia se conoce como la topologia de Sierpinski, luego de
haber sido descubierta por el matemdtico polaco Wactaw Sierpiriski (1882 -
1969) y usada profusamente como contraejemplo.C]

Ejemplo 2.4 Los abiertos de la recta real R son los subconjuntos de R que
pueden expresarse como union de intervalos abiertos. La topologia descrita
por esta nocion de conjunto abierto se conoce como la topologia euclidiana.[]

Ejemplo 2.5 Para un conjunto dado X, consideremos la familia C de sub-
conjuntos de X que contiene a & y a todo subconjunto U tal que su comple-
mento U¢ = X — U es un conjunto finito. En el caso X = R, los elementos
de la familia descrita son rectas con una cantidad finita de puntos ausentes.

La familia C es una topologia sobre X que recibe el nombre de topologia
cofinita. La figura anterior ilustra un abierto en la topologia cofinita de la
recta. [



38 CAPITULO 2. ESPACIOS TOPOLOGICOS

Ejemplo 2.6 Sobre X = R podemos definir una variante interesante de
la topologia cofinita, consideremos como abiertos a todos los abiertos de la
topologia cofinita y ademds todos los conjuntos U C X tales que 0 ¢ U. O

Ejemplo 2.7 La topologia conumerable se define de forma andloga a la
topologia cofinita, en ella los abiertos, ademds de &, son los conjuntos que
tienen complemento numerable. [

Ejemplo 2.8 Denotemos por I =R — Q = Q€ el conjunto de los nimeros
wrracionales. La recta real X = R dotada de la topologia que tiene como
abiertos, al vacio, y a los conjuntos de la forma U U I donde los U es

un abierto euclidiano. FEste espacio topoldgico se conoce como la recta de
Michael.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, se dice que la coleccién de abiertos
B C 7 es una base para 7 si todo abierto es union de elementos de B. Se
dice que S es una subbase para 7 si la familia B de todas las intersecciones
finitas de elementos de S es una base para 7. Claramente toda base es
también una subbase, y toda topologia es una base para si misma. Dada
una base B para una topologia 7, decimos que todo elemento de 7 es B-
abierto.

Dos bases By y By para la misma topologia 7 se dice que son bases
equivalentes. Es decir, dos bases son equivalentes, si todo elemento de B
es Bs-abierto, y todo elemento de By es Bi-abierto.

Ejemplo 2.9 La coleccion de todos los intervalos abiertos de la recta real
es una base para la topologia euclidiana de R. La coleccion de todos los
intervalos abiertos de la forma (a,00) ¢ (—00,b) es una subbase para la
topologia euclidiana de la recta.l]

Ejemplo 2.10 La familia de los conjuntos U C X, tales que U€ tiene
cardinalidad 1, es una subbase para la topologia cofinita de X .[J

Ejemplo 2.11 La coleccion de los intervalos de la forma [a,b) C R es
base para una topologia sobre R, y la topologia generada se conoce como la
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Topologia del Limite Inferior, y la recta con esta topologia, es llamada la
Recta de Sorgenfregﬂ Notese que todo abierto en la topologia euclidiana es
también abierto en la topologia de Sorgenfrey.

Ejemplo 2.12 Una base para la topologia euclidiana de R™ es la familia de
todas las bolas abiertas B:(x) = {y € X : |x —y| < e} y puede demostrarse
con facil idad que esta familia es base para alguna topologia. Iqualmente, la
familia de las cajas, es decir, de los productos de la forma Iy x ... x I, C
R™ donde I, = (ag,br) C R es un intervalo abierto para k = 1,...,n es
base para alguna topologia. Un ejercicio interesante consiste en demostrar
que toda bola es union de cajas y toda caja es union de bolas, con lo que
tendremos que ambas bases son equivalentes. [

Como veremos del siguiente resultado, no cualquier familia de subcon-
juntos es 1util como base para una topologia.

Teorema 2.4 La familia B C 2% es base para alguna topologia sobre el
conjunto X si y solo si:

1. UB=X.

2. Toda interseccion finita de elementos de B es union de elementos de

B.

Demostracién. Supéngase que B es base para la topologia 7 sobre X,
entonces X € 7 y en consecuencia X es unién de elementos de B; por otra
parte, si U,V € B entonces U,V € 7y UNV € 7 con lo que se satisface la
segunda de las condiciones. Supongamos reciprocamente que B satisface las
dos condiciones anteriores y denotemos por 7 la familia de las uniones de
elementos de B, entonces cualquier unién de elementos de 7 es una unién
de elementos de B, y ademads cualquier interseccién finita de elementos de
T es la unién de intersecciones finitas de elementos de B, cada una de las
cuales es por hipétesis una union de elementos de 5. m

"Robert Henry Sorgenfrey (1915 - 1996), matemético norteamericano.
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Proposicién 2.5 La familia S C 2% es subbase para alguna topologia sobre
el conjunto X si y solo si US = X.

Demostracion. Ejercicio. m

Una relacién de orden parcial “<” es una relacion reflexiva, antisimétrica
y transitiva. La antisimetria significa que si a < by b < a, entonces a = b.
Un conjunto parcialmente ordenado 6 poseﬁ es un conjunto sobre el que
se tiene definido un orden parcial. Un conjunto parcialmente ordenado se
dice que es un poset completo si tiene un elemento maximo y un elemento
minimo. Un poset se dice que estd totalmente ordenado si todo par de
elementos es comparable, es decir, si dados dos elementos cualesquiera a y
b se satisface que a < b 6 que b < a.

Este parece ser un momento oportuno establecer la diferencia entre el
conjunto de los ordinales finitos w = {0, 1,2,3, ...} que es ademads el primer
ordinal numerable, y el monoideﬂ de los ndmeros naturales N = (w,+).
Construyendo los ordinales recursivamente mediante 0 = @ y n+ 1 =
n U {n}, la inclusién de conjuntos proporciona una estructura de Poset
sobre w.

El ordinal wU{w} es un ordinal numerable estrictamente mayor que w.
El primer ordinal no numerable @ = [0,Q) es el ordinal cuyos elementos
son todos los ordinales finitos o numerables. El cardinal de w es Xg y el
cardinal de 2 es N1, por lo que con frecuencia denotamos w = wg y 2 = wy,
ademds de #(wo) = No v #(w1) =Ny .

Con la construccion descrita antes se tiene wy = g y wi = Ny. Note-
mos ademads que #(w U {w}) = Vg, pero claramente w U {w} # Ng. Como
materiales de consulta para Teoria de los Conjuntos y Aritmética Ordi-
nal se recomiendan los textos de Herndndez [28], Amor Montano [3], [4], el
imprescindible Halmos[27] y el més elemental [52].

8 Acrénimo de “partially ordered set”.

9Un magma es un par (M, ) donde M es un conjunto no vacio y u es una operacién
binaria sobre M. Un monoide es un magma asociativo con elemento identidad. En el
capitulo 8 se presenta la nocién de monoide desde la perspectiva de la Teoria de las
Categorias.
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Ejemplo 2.13 Si (X, <) es un poset, definase a < b sobre X, sia <by
ademds a # b. La topologia generada por los conjuntos de la forma {x €
Xla < x < b} se conoce como la topologia del orden. O

Consideremos un conjunto X y dos topologias 7 y 72 definidas sobre X,
si 71 C 1o decimos que 1o es mds fina que 71 0 bien que T es mds gruesa que
T9, lo que denotamos por 71 < 73. Coloquialmente decimos que la topologia
mas fina es la que tiene mas abiertos.

Proposicion 2.6 Dado un conjunto X, la familia de las topologias defini-
das sobre X es un poset completo respecto de la relacion <.

Demostracién. La relacién definida es claramente reflexiva antisimétrica
y transitiva. La topologia indiscreta es el elemento minimo y la topologia
discreta es el elemento maximo. m

{o, X} 92X

< ;

Proposicion 2.7 La interseccion de topologias es una topologia.

Demostracién. Ejercicio. m

Los conjuntos abiertos son los subconjuntos de un espacio que definen
su topologia, notamos entonces que los abiertos son a la topologia lo que
las bolas son a la pseudométrica.
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Una vecindad de un punto es un conjunto que contiene un abierto que
contiene al punto, es decir, si z € A y existe un abierto U tal que x € U C
A, decimos que A es una vecindad de x € X. En ese caso también U es
claramente una vecindad de z, se dice de hecho que es una vecindad abierta.

Dados un espacio topolégico X y un punto z € X, denotamos por N (x)
la coleccién de todas las vecindades del punto z. Este conjunto N (x) es el
sistema de Uecmdadeﬂ del punto x € X.

Ejemplo 2.14 Con la topologia euclidiana, [0,2) C R es una vecindad de
1, pero no lo es ni de 0 ni de 2. [J

Ejemplo 2.15 En la recta de Sorgenfrey, [0,2] C R es una vecindad de 0,
pero no lo es de 2. [

Teorema 2.8 La familia de las colecciones de vecindades {N (z)|z € X}
tiene las propiedades siguientes:

1. SiBe N(x) y BC A, entonces A € N(x).
2. Toda union de vecindades de x es una vecindad de x.

3. Toda interseccion finita de elementos de N(x) es un elemento de

10F] conjunto N (z) se conoce también, y de hecho mds propiamente, como filtro de
vecindades de x. La razén para usar esta terminologia serd mas clara en el capitulo 6.
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4. Si A € N(z), entonces existe B € N(z) tal que A € N(y) para todo
Yy € B.

Demostracién. Ejercicio. m

Proposicién 2.9 Un conjunto U es abierto si y sélo si U € N(x) para
todo x € U.

Demostracién. Si U es abierto, entonces claramente U es vecindad de
todos sus puntos. Reciprocamente, suponiendo que U es una vecindad de
cada uno de sus puntos, para cada x € X elijamos un abierto V, C U tal
que z € V,, claramente entonces

U= Va

zelU

de donde U es unién de abiertos y en consecuencia es a su vez un conjunto
abierto. Nétese que en el caso U = &, la proposicion se satisface por vacui-
dad. m

2.2. Conjuntos Cerrados

Dado un espacio topolégico (X, 7), un conjunto F' C X se dice que es
un conjunto cerrado si su complemento X — F' = F° es abierto. La coleccion
de los conjuntos cerrados serd denotada por F, queda definida mediante

F={UU € 7},
y se dice que es el sistema de cerrados del espacio topoldgico (X, 7).

Teorema 2.10 El sistema de cerrados F de un espacio topoldgico X, tiene
las siguientes propiedades:
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1. La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

2. La union de cualquier coleccion finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

Ademds un conjunto es cerrado si y solo si su complemento es abierto.

Demostracién. Basta usar las leyes de De Morgan. =

Se sigue inmediatamente que @ y X son conjuntos cerrados, de manera
que estos dos conjuntos son simultaneamente abiertos y cerrados, el ejemplo
de conjuntos como [a,b) C R muestra que en una topologia puede haber
conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados. Nos referiremos a @ y X como
los abiertos triviales o bien los cerrados triviales.

Corolario 2.11 (Sierpinski, 1927) La coleccion de los complementos de los
elementos de una coleccion de conjuntos que satisfacen las condiciones del
teorema anterior es una topologia para el conjunto X.

Demostracion. Ejercicio. m

La cerradura A de un conjunto A es la interseccién de todos los cerrados
que contienen a A. Por la discusién previa, la cerradura de un conjunto

es un conjunto cerrado. De la definicién se desprende que A C A y que
A = Asiysélosi A es cerrado. Una consecuencia inmediata es que A = A.
La cerradura suele también llamarse clausura 6 adherencia. Los puntos en
la cerradura de A se llaman entonces puntos de adherencia 6 puntos de

clausura.
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Proposiciéon 2.12 Sea A una coleccion finita de conjuntos en un espacio
topoldgico. La cerradura de la union de A es la union de las de las cerraduras
de los elementos de A.

Demostracién. Para fijar ideas consideremos A = {A1,..., A,}, si deno-
tamos A = {A41,...,A,}, lo que pretendemos demostrar es entonces que

U U/T:UZ.
k=1 k=1

Cada cerrado que contiene a UA contiene a cada elemento de A, de ma-
nera que UA C UA. Reciprocamente, un conjunto cerrado que contiene a
cada elemento de A contiene a la unién, con lo que se obtiene UA C UA
quedando demostrada la afirmaciéon. m

Ejemplo 2.16 La propiedad anterior no puede extenderse a uniones infi-
nitas. Por ejemplo, si A, = [%,2] para n € Ni, entonces A, es cerrado, y
puede verse como la cerradura de B,, = (%, 2]. Claramente

U 4. =1(0.2].
neNL

El lector no tendrd dificultad en proporcionar otros ejemplos. [

Sea F una familia de conjuntos que satisface las condiciones del teore-
ma que caracteriza a los conjuntos cerrados, entonces, la coleccién de los



46 CAPITULO 2. ESPACIOS TOPOLOGICOS

complementos de los elementos de F es una topologia. La siguiente es una
caracterizacén de la cerradura en términos de vecindades.

Proposicion 2.13 Dados un espacio topolégico X y A C X, un punto
x € X estal que x € A siy sdlo si UN A # & para toda U € N (z).

Demostracién. Si z € A, entoces = es un elemento de cada cerrado que
contenga al conjunto A, en particular, si U es un abierto y x € U, entonces,
UNA+# @, ya que de lo contrario U€ es cerrado, A C Uy x ¢ U°, lo que
contradice la hipétesis. Reciprocamente, sea F' C X un cerrado con A C F,
siz ¢ F, entonces F es una vecindad de x que no tiene elementos comunes
con A, de forma que nuevamente encontramos una contradicciéon. m

Proposicion 2.14 Para dos subconjuntos cualesquiera A y B de un espa-
cio topoldgico X se satisfacen:

1. ANBCANB, y

—~BCA-B.

5N

2.

Demostracion. Ejercicio. m

El interior de un conjunto A es la unién de todos los abiertos contenidos
en A y se denota por A°. Claramente A° es un conjunto abierto.
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Proposicion 2.15 El interior de A es el mdximo abierto contenido en A.

Demostraciéon. Supongamos que U es un abierto tal que A° C U C A,
entonces, por definicién de interior U C A°, de manera que A° = U con lo
que queda demostrada la proposicién. =

El exterior de A es la unién de todos los abiertos ajenos con A, es decir,

la unién de todos los abiertos contenidos en A°. En consecuencia, el exterior
. . . —FC
de A es el interior de A€, o sea, el conjunto (A°)° = A".

Proposiciéon 2.16 Un conjunto U es abierto si y solo si para todo x € U
existe un abierto V. tal que x € V, C U.

Demostracién. Supongamos que U es abierto, entonces basta hacer V, =
U para todo = € U. Reciprocamente, dada la existencia de tales V,, abiertos,
entonces claramente

U= Va

zelU

de donde U es unién de abiertos y por consecuencia es abierto. m
La siguiente es una 1til caracterizacién del interior de un conjunto.
s o, . . —\C
Proposicion 2.17 Dado un conjunto A se satisface que A° = (AC) .

Demostracién. Dado que A¢ C A€, entonces (ﬁ)c C Ay es abierto, de
manera que (ﬁ)c C A°. Reciprocamente, si € A¢, entonces para toda
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U € N(x) se tiene que U N A€, es decir, no hay ninguna vecindad de x
contenida en A, por lo que x € (A°)°; tenemos entonces que A¢ C (A°) de
donde A° C (A°)°. m

Estd claro que el exterior (A€)° y el interior A° de un conjunto dado A
son abiertos ajenos, y los puntos que no son ni exteriores ni interiores son
llamados puntos frontera. La frontera del conjunto A es el conjunto de sus
puntos frontera, y la denotaremoﬂ por OA.

El interior de un conjunto A es la unién de todos los abiertos contenidos
en Ay se denota por A°. Claramente A° es un conjunto abierto.

£ A 0A

Proposicién 2.18 Para todo conjunto A C X se salisface que 0A = AN
Ac.
Demostracién. Claramente (A°)° = A¢y ((A4°)°)° = A, de donde
OA = [A° U (A9)°]° = (A°)° N ((A)°)° = AN Ac
como se queria demostrar. m
De las definiciones se desprende con claridad que @° = & = 9(9) = @,

ademds de que X° = X = X, pero X = @. Por otra parte, los operadores
interior y cerradura son idempotentes, es decir:

A=4, y (A°)° = 4A°.

"1a notacién més usual en la literatura castellana es Fr(A), o bien Bd(A) en la
literatura sajona. En el ultimo caso, se trata de una abreviacién de “boundary”.
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Ademas, el operador frontera es también idempotente, en el sentido de que
0(0A) = 0A.

Las demostraciones son inmediatas y se consideran ejercicio. Las siguientes
son algunas propiedades interesantes del operador frontera, cuya demostra-
cién debiera estar al alcance del lector.

Proposicion 2.19 Para conjuntos cualesquiera A y B en un espacio to-
poldgico X se satisface:

1. A= AU (04),
2. 0A=A - A°,
3. (AUB)UJ(AUB)=(AU0A)U(BUOB).

Demostracién. Ejercicio. m

Un punto x € X se dice que es un punto de acumulacion de A si
(U —{z})N A # & para toda U € N(z). El conjunto de los puntos de
acumulacién de un conjunto dado A se llama el conjunto derivado de A 'y
se denota por A’, de manera entonces que xz € A" siy sélo si z € A — {x}

Proposicion 2.20 Todo punto de acumulacion es un punto de adherencia

Demostracién. Ejercicio. m

Como veremos en las proposiciones que siguen, el conjunto derivado
goza de propiedades por demds interesantes.

Proposiciéon 2.21 Sean X un espacio topoldgico y A1,..., A, una colec-
cion finita de subconjuntos de X, entonces

n / n
(U Ak) - U Al
k=1 k=1
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Demostracion. Ejercicio. m

Ejemplo 2.17 La propiedad anterior no se cumple para uniones infinitas.

Tomemos por caso la sucesion de subconjuntos de la recta euclidiana A, =

[—1 + %, 1- l] definidos para todo natural positivo. Mientras que

U Ap = (_17 1)

neNL
tenemos Al = A,, para todo n, y en contraparte (—1,1) = [—1,1]. O

Proposicion 2.22 Sean X un espacio tgopolégico y A C X. Entonces
x €A siysdlosixe(A—{z}).

Demostracién. Basta notar que (A — {z}) —{z} = A — {z}. =

Proposicién 2.23 Si A C B, entonces A’ C B’.

Demostracién. Ejercicio. =

Proposicion 2.24 Sean X un espacio topologico y un punto x € X, en-
tonces © ¢ {x}'.

Demostraciéon. Ejercicio. m
Proposicién 2.25 Para todo conjunto A en un espacio topoldgico X se
satisface A= AU A'.

Demostracion. Ejercicio. m

Proposicién 2.26 El derivado A’ es un conjunto cerrado.
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Demostracién. Supongamos que z ¢ A’, y sea U € N (z) tal que UN(A—
{z}) = 2. Siy € U, entonces y ¢ A — {x}, en particular y ¢ (4 — {z})' C
A’, de manera entonces que UNA' = 2. &

Corolario 2.27 Para todo conjunto A en un espacio topologico X se sa-
tisface A" C A'.

Ejemplo 2.18 FEste es en realidad el mejor resultado posible, ya que es
posible encontrar puntos en A’ que no son puntos de A”. Tomemos por
caso el conjunto A ={(1,L)m,ne N} CcR%. O

Mientras que A" = {(0,2)|m € Ny} U{(£,0)|n € Ny} U{(0,0)} se tiene
que A” ={(0,0)}. O

Un conjunto A se dice que es denso en X si A = X. Un espacio se dice
separable si contiene un denso numerable.

Ejemplo 2.19 El conjunto de los racionales Q es denso en R, de manera
que R es un espacio separable. Todo conjunto infinito es denso es un espacio
cofinito. Todo conjunto es denso en un espacio indiscreto. No hay conjuntos
densos distintos del total en un espacio discreto. [

Un punto z € X es un punto aislado de Asix € A— A’, y el conjunto
A— A’ se conoce como el conjunto de los puntos aislados de A. Un conjunto
se dice que es un conjunto aislado si no tiene puntos de acumulacion.



52 CAPITULO 2. ESPACIOS TOPOLOGICOS

Ejemplo 2.20 El punto 2 € R es aislado en el conjunto [0,1] U {2}. Todo
conjunto finito y todo conjunto discreto son conjuntos aislados en R con la
topologia euclidiana. [J

Un conjunto A se dice denso en si mismo si no tiene puntos aislados,
es decir, si A C A’. Nétese que para un conjunto denso en si mismo se
satisface que A= AU A = A'.

Ejemplo 2.21 Un intervalo semiabierto de la forma |a,b) en la recta eucli-
diana es denso en si mismo pero no es ni abierto ni cerrado. El subespacio
Q es denso en R y es ademds denso en st mismo. [J

Un conjunto es perfecto si es cerrado y denso en si mismo.
Ejemplo 2.22 Un intervalo cerrado en la recta euclidiana es perfecto. [

Ejemplo 2.23 En la recta euclidiana, el intervalo [0,1) no es un conjunto
perfecto, porque no es cerrado, en tanto que el conjunto [0,1] U {2} no es
un conjunto perfecto, porque mo es denso en si mismo. [

2.3. Topologia Relativa

Dados un espacio topolégico X y un subconjunto A, podemos definir
una topologia sobre A en la que los abiertos tienen la forma A N U donde
U es un abierto en X. Del hecho que

Am(U Ua> = J@nu.)

acA acA

ANULN...NU,) =(ANTU)N...0(ANT,),

queda claro que los conjuntos recién definidos determinan una topologia
sobre A que depende de la topologia de X. Esta topologia se conoce como
la topologia relativa 6 topologia de subespacio. Una vez que A se ha topologi-
zado de la manera descrita, pasa de ser un subconjunto a ser un subespacio
de X.
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Ejemplo 2.24 La topologia de subespacio sobre R¥ C R™, para k < n es
la topologia euclidiana si la topologia sobre R™ es la euclidiana. La figura
anterior ilustra el k-disco D como subespacio del n disco D™. O

Ejemplo 2.25 La topologia de subespacio en un espacio discreto es la dis-
creta, en un indiscreto es la indiscreta y en un cofinito es la cofinita. [

Ejemplo 2.26 La topologia relativa de Z en R, con la topologia euclidiana,
es la discreta. U

Proposicion 2.28 Sean X un espacio topolégico y A C X. La topologia
sobre A es la topologia de subespacio siy solo si ANF es cerrado en A para
todo cerrado F en X.

Demostracién. Basta observar que los cerrados son los complementos de
los abiertosy A—(ANF)=A—-F=ANF° m

Proposiciéon 2.29 Sean X un espacio topoldgico y A C X un subespacio.
Si B es una base para la topologia de X, entonces B4 = {BN A|B € B} es
una base para la topologia de subespacio de A.

Demostracién. Ejercicio. =

Proposiciéon 2.30 Sean X un espacio topoldgico y A C X un subespacio.
Si S es una subbase para la topologia de X, entonces S4 = {S N A|S € S}
es una subbase para la topologia de subespacio de A.

Demostracién. Ejercicio. ®
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2.4. Numerabilidad

La especificacién de una base es una forma eficiente de definir una to-
pologia sobre un espacio dado, y la posibilidad de encontrar una base con
los requisitos minimos es siempre una situaciéon deseable. Una base finita
genera una topologia finita, sin embargo una base numerable puede tener la
capacidad de generar una topologia de cardinalidad sensiblemente mayor.

Un espacio topolégico que admite una base numerable se dice que es
2°—numembl@FZ], o que satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Ejemplo 2.27 El espacio euclidiano R™ es sequndo numerable, ya que ad-
mite como base la coleccion de las bolas con radio racional y con centro en
un punto con coordenadas racionales. [

Una base locall¥ en 2 € X es una coleccién B, de abiertos que genera
el sistema de vecindades de z, es decir, tal que para toda N € N (x) existe
B € B, tal que B C N. Un espacio X se dice que es 1°-numembldlz‘r] si
admite una base local numerable en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 2.28 La recta de Sorgenfrey es 1°-numerable, dado que, por ejem-
plo, los intervalos de la forma [0, %) constituyen una base local en 0. U]

Ejemplo 2.29 Todo espacio métrico es 1°-numerable.

Ejemplo 2.30 La recta con la topologia cofinita no es ni 1°-numerable ni
2°-numerable. Lo mismo ocurre con la topologia conumerable. [J

Proposicion 2.31 Todo espacio 2°-numerable es 1°-numerable.
Demostraciéon. Ejercicio. m

Proposicién 2.32 Todo espacio 2°-numerable es separable.

12En algunos textos se usa como sinénimo el término completamente separable.
3Bquivalentemente: sistema fundamental de vencidades.
148e usa también como sinénimo el término débilmente separable.
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Demostracién. Sean X es espacio 2°-numerable y I3 una base numerable.
Sean ahora ¢ : B — X una aplicaciérff] tal que p(U) =z, € Uy D la
imagen de ¢, entonces claramente D es denso y a lo sumo numerable. m

Ejemplo 2.31 El Plano de Moore es uncaso de espacio 1°-numerable que
no es 2°-numerable. Se define como X = R x [0,00), cuya topologia tiene
como base las bolas euclidianas B:(x,y) con e < |(x,y)| para las vecindades
de los puntos (x,y) € Rx(0,00), y de la forma By(z,y)U{(x,0)} cony >0
para las vecindades de los puntos (x,0) € X.

Los detalles son considerados ejercicio. [

2.5. Continuidad

Sean X | Y dos espacios topoldgicos. Una aplicacion f : X — Y es
continua si para todo U C Y abierto se tiene que f~1(U) C X es abierto.
En términos locales, supéngase que f(x) = y, la aplicacién f es continua
enz € X siysolosi f~1(U) € N(x) para toda U € N (y).

Ejemplo 2.32 Toda aplicacion constante ¢ : X — Y es continua, ya que
las preimdgenes posibles son & y X. U

15Este es un ejemplo de funcién de eleccién.
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Ejemplo 2.33 Toda aplicacion identidad 1 : X — X es continua, siem-
pre que la topologia sobre el dominio es mds fina que la topologia sobre el
codominio. [J

Ejemplo 2.34 La funcion escalon de Heaviside h : R — R no es continua
en cero con la topologia euclidiana. No obstante, es continua en cada uno
de sus puntos si el dominio es la recta de Sorgenfrey. [

Ejemplo 2.35 La funcion de Dirichlet A : I — {0,1} no es continua con
la topologia euclidiana, pero es continua si el intervalo I tiene la topologia
discreta. Incluso, para la topologia T = {I,I N Q,I NQ°, &}, la funcién A
es continua. U

Ejemplo 2.36 Toda aplicacion definida sobre un dominio discreto es con-
tinua. Toda aplicacion con codominio indiscreto es continua. [

Proposicion 2.33 Una aplicacion f : X — Y es continua si y solo si para
todo v € X y toda U € N(f(x)) se tiene que f~H(U) € N'(x).

Demostracién. Ejercicio. m

Proposiciéon 2.34 La composicion de aplicaciones continuas es una apli-
cacion continua.

Demostracién. Sean f: X — Y y g: Y — Z aplicaciones continuas, y
sea U C Z abierto, entonces g1 (U) C Y es abierto por la continuidad de
gy

(goHTHU)=fHg (U)X

es abierto por la continuidad de f. m

El resultado anterior es ciertamente elemental, pero su importancia no
es menor, dado que permite incorporar estructuras algebraicas sobre los
espacios de funciones, al igual que el proximo.

Proposicion 2.35 La restriccion de una continua es continua.
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Demostracion. Sean f : X — Y una aplicacién continua y A un subes-
pacio de X, entonces, para U C Y abierto, claramente (f|4)"'(U) =
f71(A)N A que es abierto en A. m

Es siempre 1til tener caracterizaciones distintas de un fenémeno, y en
este caso de la continuidad, de manera que pueda ser reconocible bajo
circunstancias diversas.

Teorema 2.36 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. La aplicacion f : X — 'Y es continua,
2. f~4B°) C (f~1(B))° para todo BCY,

3. f(A) C f(A) para todo A C X,

4. La preimagen de cerrados es cerrada.

Demostracion. Procederemos de forma circular 1 = 2 =3 =4= 1:

(1 = 2). Basta notar que por continuidad f~!(B°) es abierto, y que como
B° C B, entonces f~1(B°) C f~1(B).

(2=3). Sean y € f(A), z € Atal que y = f(x) y U C Y una vecindad
abierta de y € Y, entonces f~1(U) C f~1(U)°. Sia € f~1(U)° N
A, entonces f(a) € UnN f(A), de manera que U N f(A) # &, y en
consecuencia y € f(A).

(3=4). Sean F C Y cerrado y E = f~!(F) C X. Entonces f(E) C
f(E) =F = F, de manera que £ C f~(F) = F, de donde E = E.

(4=1). Sea U C Y abierto y F = U®, entonces f~1(F) = f~1(U°) =
f~Y(U)¢ C X es cerrado, y por tanto f~(U) es abierto.

Con ello quedan demostradas las equivalencias. m
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Los abiertos de un espacio topolégico no son siempre tan accesibles
como los elementos de una base o una subbase, tal es el caso de los espa-
cios de funciones o los espacios producto. Es por ello necesario contar con
herramientas de verificacion de la continuidad en bésicos y subbasicos.

Proposiciéon 2.37 La aplicacion f : X — Y es continua si y sélo si la
preimagen de todo bdsico de Y es abierto en X.

Demostracién. Si f es continua la conclusién es obvia. Reciprocamente,
supongase que la preimagen de todo bésico es un abierto, y sea U C Y un
abierto arbitrario, escribamos U como unién de basicos

U= U Ba,
acA

dado que, entonces

FHU) = 171(Ba),

acA
es claro que f~1(U) es abierto en X. m

Corolario 2.38 La aplicacion f : X — Y es continua si y solo si la
preimagen de todo subbdsico de 'Y es abierto en X.

Demostracién. Nuevamente, si f es continua la conclusion es obvia. Supénga-
se ahora que las preimagenes de subbésicos son abiertas y sea B C Y un
bésico arbitrario, escribamos B como interseccion finita de subbésicos

B=5n...nS,,
y puesto que, entonces
FHB) = 1SN0 (S,

es claro que f~!(B) es abierto en X, de manera la conclusién se sigue del
resultado previo. m

Los dos resultados siguientes son ttiles en la construccién de aplicacio-
nes continuas, dada la continuidad de algunas de sus restricciones a subes-
pacios cerrados o abiertos.



2.5. CONTINUIDAD 59

Proposicién 2.39 (Lema de pegadura para cerrados) Sean A, B C
X subespacios cerrados tales que AUB =X,y f: X — Y una aplicacion.
Si tanto fla como f|p son continuas, entonces f es continua.

Demostraciéon. Sea F' C Y cerrado, entonces, por continuidad, tanto
fIZNF) = f4(F)N A como f|5'(F) = f~'(F) N B son cerrados en X, y
dado que ademas

FTHE) = fIRF) U fIEHF),
se sigue que f1(F) es cerrado en X. m
El nombre de estos resultados, aludiendo a la pegadura@ proviene del
hecho de que permiten “pegar continuamente” aplicaciones continuas; una

notacién alegérica que se usa con frecuencia es f = f|4 U f|p. El resultado
analogo para abiertos es mas generoso.

Proposicién 2.40 (Lema de pegadura para abiertos) Sean

A ={Ay|a € A}
una coleccion de abiertos de X tales que U = X, y f : X — Y una
aplicacion. Si fo = fla, es continua para todo a € A, entonces f es
continua.

Demostracién. Basta notar que, para U C Y abierto, f;1(U) = f~1(U)N
A, es abierto en A, y en consecuencia es abierto en X. Por otra parte, es
claro que

o)y = o,

acA

de donde f~1(U) es abierto en X. m

En inglés los resultados son conocidos como “glueing lemmas”, y en castellano se
conocen también como los “lemas del engrudo” o los “lemas de pegadura” .
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2.6. Homeomorfismos

Los espacios topoldgicos se clasifican médulo homeomorfismo, de ma-
nera que dos espacios se consideran esencialmente el mismo si son homeo-
morfos. Decimos en este caso que uno y otro son dos modelos distintos
del mismo espacio topolégico. Antes tratar con el concepto de homeomor-
fismo, necesitamos transitar por dos conceptos complemetarios con el de
continuidad.

Una aplicacién f : X — Y se dice que es una aplicacion abierta si
la imagen de todo abierto es abierta, y andlogamente, se dice que es una
aplicacion cerrada si la imagen de todo cerrado es cerrada.

Ejemplo 2.37 La funcidn escalon de Heaviside h : R — R es cerrada, dado
que todas las imdgenes posibles son cerradas en la recta, pero claramente
no es abierta. [

Ejemplo 2.38 La funcion de Dirichlet A : R — {0,1} es abierta y cerrada,
st la topologia sobre el codominio es la discreta.

Ejemplo 2.39 Considérese la funcion f: R — R dada como sigue.

1 .
)z st x>0
f(x>_{0 si ©<0

Esta funcion es cerrada, pero no es abierta, para convencerse basta consi-
derar las imdgenes de los intervalos (—1,1) y [—1,1]. O
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Ejemplo 2.40 Considérese la proyeccién p; : R? — R sobre el primer
factor, es decir, dada por pi(z,y) = x, la cual es claramente continua. El
conjunto A = {(z, )|z # 0} C R? es cerrado, y dado que p1(A) = R—{0},
es claro que p1 no es cerrada. Las proyecciones no son, en general, cerradas,
aunque st son abiertas. [

Un homeomorfismo es una aplicacion biyectiva y bicontinua, es decir, es
una biyeccion continua con inversa continua. Si la aplicaciéon f: X — Y es
un homeomorfismo, se dice que los espacios X y Y son espacios homeomor-
fos. Claramente, dado que la composicién de aplicaciones es una aplicacién
continua, se sigue que la relacién de homeomorfismo es una relacion de
equivalencia sobre la coleccion de los espacios topoldgicos. La veracidad de
la proposicién siguiente, es consecuencia inmediata de las definiciones. La
aplicacién f : X — Y es un encaje, si la restriccién f : X — f(X) es un
homeomorfismo.

Proposiciéon 2.41 Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una bi-
yeccion continua. Las proposiciones siguientes son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo,
2. f es abierta,
3. f es cerrada.
Demostracién. Ejercicio. m
Ejemplo 2.41 La exponencial E : [0,1) — S' dada por E(t) = e*™ es

claramente una biyeccion continua. No obstante, no es un homeomorfismo,
dado que no es abierta, la imagen del abierto [O, %) no es abierto en S'.

2
U
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Puede verse también que no es cerrada, observando que la imagen del ce-
rrado [%, 1) no es cerrada en S*. O

Un homeomorfismo de un espacio en si mismo es un automorfismo, y es
claro que la identidad 1, : X — X es obviamente un automorfismo, ademas
de que la inversa de un automorfismo es un automorfismo. La composicion
de homeomorfismos es un tercer homeomorfismo, de manera entonces que
la composiciéon de automorfismos es también un automorfismo. En conse-
cuencia, la coleccion de automomorfismo de un espacio topolégico dado X,
denotado por Aut(X), tiene estructura de grupo respecto de la composicién
de aplicaciones, es decir, el par (Aut(X), o) es un grupo.

Ejemplo 2.42 Toda transformacion afin, es decir, de la forma f(x) =
ax +0b paraa € R ybeR"™, es un automorfismo de R™. [J

2.7. Ejercicios

1. Sea X un espacio pseudométrico, demuestre que la coleccion de bolas
con radio positivo es una base para su topologia. Demuestre que la
coleccion de bolas con radio de la forma n%rl con n € N, es también
una base.

2. Demuestre que que si S es una subbase para una topologia dada 7, la
coleccién de las intersecciones finitas de elementos de S es una base
para la misma topologia.

3. Demuestre que los intervalos abiertos en la topologia euclidiana cons-
tituyen una base para su topologia. Determine una subbase.

4. Demuestre que la intersecciénde una coleccion de topologias sobre un
conjunto X es una topologia sobre X.

5. Sean (X1,d1) y (X2, dz2) dos espacios métricos. Demuestre que la fun-
cién definida como d = \/d? + d5 es una métrica, y que genera la
topologia producto sobre X; x Xo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sean f1: X7 — Y1y fo: Xo — Ya son aplicaciones abiertas (resp.
cerradas), demuestre que

f1Xf21X1XX2—>Y1XY2
es una aplicacién abierta (resp. cerrada).

Sean X un espacio topoldgico y A un subespacio. Demuestre que:

a) A=4
b) (A°)° = A°
¢) 0(0A) =0A

Demuestre que (ANB)" € A'NB’, y encuentre un contraejemplo para
la igualdad.

Demuestre que, en general, A’ C 0A.
Proporcione un ejemplo de un conjunto A y un punto x € A’ — A”.
Sean (X, d) un espacio métrico y x € X un punto. Demuestre que:

a) {x} es un conjunto cerrado, y
b) NN (z) = {x}.

Note que estas propiedades no se cumplen en espacios como el de
Sierpinski.

Encuentre todas las topologias de un conjunto de tres elementos y
clasifiquelas por homeomorfismo.

Encuentre todas las topologias de un conjunto de cuatro elementos y
clasifiquelas por homeomorfismo.

Caracterice la frontera de un espacio discreto.

Demuestre que 0A es un conjunto cerrado.
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16

17.

18.

19.

20.

21.
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. Sean (X,d) un espacio métrico y g € X un punto fijo. Demuestre
que la funcién f : X — R dada por f(z) = d(x,zo) es continua.

Un conjunto A C R"™ es convexo si para cualesquiera a,b € A y todo
t € I, se tiene que (1 —t)a + tb € A. Demuestre que si A es convexo,
cerrado, acotado y tiene interior no vacio, entonces A es homeomorfo
con D™,

Denotemos por Rg a la recta de Sorgenfrey, ademas de R% = RgxRg.
Demuestre que A = {(z, —z)|x € Rg} es un subespacio discreto de
R%.

S

Denotemos por R. a la recta considerada como conjunto, y sea f :
R, — Rg la aplicacién dada por f(x) = —z. Determine la topologia
inducida por f sobre R..

Discuta la continuidad de las funciones siguientes:

a) f:R — R dada por f(z) = 2.

: R — R dada por f(z) = cosz.

S

:R xR — R dada por f(z,y) =x +y.
:R x R — R dada por f(z,y) = xy.
:R xR — R dada por f(z,y) = x.
:N — R dada por f(z) = 22.

o

[

IS®
S N e N N N
S

f

Sean (X, 71) y (X, 72) espacios topolégico con el mismo conjunto sub-
yacente, y sea 1, : (X,71) = (X, m2) la aplicacién identidad. Discuta
las condiciones que han de imponerse a:

a) 7 con independencia de 7o,

b) 7 con independencia de 77,

para asegurar la continuidad de 1.
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. Demuestre que f : X — Y es continua si y sélo si la preimagen de
cada basico de Y es abierto en X. Una base para la topologia de un
espacio es una coleccion de subconjuntos tal que todo abierto es unién
de elementos de la base. Note que cada basico es abierto.

Considere el subespacio X = (—o00,0) x {0}U[0,00) x {1} y la proyec-
cién p : X — R dada por p(z,y) = . Demuestre que es una biyeccién
continua, pero no un homeomorfismo. Use cada una de las equivalen-
cias de continuidad para demostrar que p~! no es continua. ;Existe
una topologia sobre X que haga de p un homeomorfismo?

Demuestre que F : [0,1) — S! dada por E(t) = €?*™ es una biyeccién
continua que no es un homeomorfismo. ;jExiste una topologia sobre
[0,1) que haga de p un homeomorfismo?

Determine la minima topologia sobre R tal que la funcién parte en-
tera g : R — Q sea continua donde Q tiene la topologia euclidiana.
Recuerde que g(z) = [z] € Z, y satisface z — [z] € [0, 1).

Sea f: X — Y una aplicacién.

a) SiY es un conjunto y X es un espacio topoldgico, determine la
maxima topologia sobre Y que hace continua a f. Note que f es
continua si Y es un espacio indiscreto.

b) SiY es un espacio topolégico y X es un conjunto, determine la
minima topologia sobre X que hace continua a f. Note que f es
continua si X es un espacio discreto.

. Considere el espacio de funciones R? cuyos elementos son aplicaciones
de la forma f : 2 — R donde 2 = {0, 1} tiene la topologia discreta y
R la topologia euclidiana.

a) Para A C 2y U C R abierto describa los conjuntos de la forma
UA,U) = {f e R?|f(A) C U}

b) Considerando la biyeccién ® : R? — R x R dada por ®(f) =
(f(0), f(1)), escriba las cajas de la forma (a,b) x (¢,d) € R x R
como intersecciones de conjuntos de la forma U(A,U) en R2.
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¢) Determine una topologia sobre R? que haga de ® un homeomor-
fismo.

28. Considere el espacio de funciones R? cuyos elementos son aplicaciones
de la forma f : 2 — R donde 2 = {0, 1} tiene la topologia de Sierpiriski
S={2,1,2}.

a) Para A € S y U C R abierto describa los conjuntos de la forma
UATU) ={f e R?*|f(A) C U}

b) Considerando la biyeccién ® : R? — R x R dada por ®(f) =
(f(0), f(1)), describa las imagenes en R x R de los conjuntos de
la forma U(A,U) C R?, y de sus intersecciones finitas.

¢) Determine una topologia sobre R x R que haga de ® un homeo-
morfismo.

29. Determine:

a) Si el ordinal 2 tiene la topologia discreta, la minima topologia
sobre R tal que la funcién de Dirichlet A : R — 2 es continua.

b) Siel ordinal 2 tiene la topologia de Sierpinski, describa la minima
topologia sobre R tal que la funcién de Dirichlet A : R — 2 es
continua.

¢) Condiciones sobre la topologia del dominio para que la funcién
f:R = R dada por f(z) = Ly £(0) = 0 sea continua.

x
d) Condiciones sobre la topologia del dominio para que la funcién
f:R = R dada por f(z) = Ly £(0) = 0 sea continua.

xT

e) Condiciones para que la funcién anterior sea un homeomorfismo.

30. Considere Ms(R) como R* con la topologfa euclidiana, demuestre que
la funcién determinante det : M2(R) — R es continua para R con la
topologia euclidiana.

31. Sea f : R — R, el dominio es la recta de Sorgenfrey y el codomi-
nio la recta euclidiana, demuestre que f es continua si y sélo si es
superiormente semicontinua.
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32.
33.

34.

35.

36.

Demuestre que z € A’ si y sélo si x € A — {z}.

Demuestre que una aplicacién es continua si y sélo si es continua en
cada uno de los puntos de su dominio.

Si X es cofinito, demuestre que f : X — Y es continua si y sélo si
f~Y(K) es finito 6 es X para todo cerrado K C Y.

Demuestre que la funciéon f : R — R dada por

es cerrada pero no es abierta.

Caracterice las funciones continuas y no suprayectivas f : Ro — Rp,
donde R¢ es la recta cofinita y Ry es la recta euclidiana.
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Capitulo 3

Topologias (Generadas

En el terreno de la divulgacién matematica, suele decirse que la To-
pologia es una “geometria de goma”, y es también frecuente que como
alegoria de la Topologia se use la expresion segtin la cual un topdlogo es
un matemaético incapaz de distinguir entre una dona y una taza. Sea hace
asi referencia a que el método topoldgico de clasificar los objetos centra
su atencién en el homeomorfismo, lo que puede describirse coloquialmente
como una “deformacién” continua que es “continuamente reversible”.

Por cuanto hace a la divulgacion las frases anteriores son validas, pero
en lo que se refiere al tratamientoformal, esas nociones imprecisas requieren,
para ser verdaderamente ttiles, de la formalizacién propia de las diversas
disciplinas matematicas. Como ya se ha observado, los fenémenos de la con-
tinuidad y la convergencia son los objetos de estudio de la Topologia. El
coloquial acto de “pegar” significa, con més contenido matemédtico “pegar
continuamente”, lo que tiene que ver con la eleccion adecuada de aplica-
ciones, mismas que generan topologias respecto de las cuales se mide la
continuidad.

El presente capitulo se nutre de una generosa colecciéon de ejemplos
en los cuales las aplicaciones “inducen” topologias. Observamos asi que la
continuidad no es una propiedad intrinseca, sino que puede ser moldeada de
acuerdo con las necesidades que se presenten. La tltima seccién, dedicada

69
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a los espacios de adjuncién, ejemplifica la manera formal y rigurosa en la
que los espacios se “pegan” unos con otros, formando espacios nuevos.

3.1. La topologia inicial

Consideremos un conjunto X, un espacio topolégico Y, y una aplica-
cion f : X — Y si 7 es una topologia sobre X tal que f es continua, y
si ademas 7 C T entonces también 7 hace continua la aplicacion f. Nos
interesa optimizar, es decir, determinar la minima topologia sobre X para
la cual f es continua.

Proposicién 3.1 Dados un conjunto X, un espacio topoldgico (Y, T) y una
aplicacion f: X =Y, la coleccion

7 ={f(U)IU T}

es una topologia sobre X, y es la minima topologia respecto de la cual f es
continua.

Demostracién. El hecho de que 7 es una topologia se sigue de que la
preimagen preserva uniones e intersecciones, por otra parte, si 7 es la co-
leccién de todas las topologias sobre X que hacen continua a f, es claro
que 74 € T,y ademas, si 7 € T, ocurre que 7 C 7. W

Como sabemos, la interseccién de una coleccién de topologias sobre un
conjunto X es una topologia sobre X, y se dice que la interseccién es el
infimo de tal coleccién de topologias. Entonces, con la notacién del resultado
previo

7 = inf(T).

En general, si T es una coleccién de topologias sobre un conjunto dado X,
entonces

inf T = (T

es la maxima topologia que estd contenida en cada una de las topologias
que son elementos de la coleccién T .
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Se dice que 7 es la topologia inducida por f: X — Y sobre X, se dice
también que 77 es la topologia inicial de X respecto de f, o bien que es la
topologia débil de X respecto de f. El término topologia inicial se debe a
que la continuidad de f “inicia” en 7, dentro del poset de las topologias
sobre X. Recordemos que una topologia dada es mds fuerte que otra si la
contiene. Entonces 7y es la topologia méas fuerte que estd contenida en todas
las topologias respecto de las cuales f es continua. La topologia inicial es
también conocida como topologia débil, dado que es la més débil sobre X,
respecto de la cual f es continua.

Ejemplo 3.1 Sean X un espacio topoldgico y A C X. La aplicacion in-
clusion i : A — X induce la topologia de subespacio sobre A, dado que
iHU)=UNnA.O

Ejemplo 3.2 Sea h : R — R la funcién escalon de Heaviside, donde el
codominio tiene la topologia euclidiana. La topologia inicial sobre el dominio
inducida por h, es T, = {&,R, (—00,0], (0,00)}. O

Ejemplo 3.3 Sea D : I — I la funcion de Dirichlet, donde el codominio
tiene la topologia euclidiana. La topologia inicial sobre el dominio inducida
por D, estp ={2,[,QNI,Q°NI1}. O

Ejemplo 3.4 Considere al funcién exponencial exp : [0,27) — S, dada
por e, donde el circulo tiene la topologia de subespacio del plano euclidiano,
entonces [0,7) ¢ 7., dado que no es preimagen de ningun abierto del
circulo. O

xp 7

La topologia inducida por una aplicacién resuelve un problema parti-
cular de continuidad, y es posible que la situacién involucre mas de una
aplicacién, en cuyo caso, se hace necesario modificar ligeramente el concep-
to de topologia inicial. Consideremos ahora un conjunto X, una coleccién
de espacios topologicos {(Ya, 7o)l € A}, y una coleccién de aplicaciones
F ={fa: X = Yy|a € A}. Una fuente de aplicaciones es una coleccién
{fa : X = Y,|]a € A} donde cada Y, es un espacio topoldgico y X es un
conjunto.
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Estamos interesados en definir de forma 6ptima una topologia sobre X,
respecto de la cual, cada f, sea continua. Para tal efecto, los elementos de
la coleccién

Sa={fa'(U)|U € 70,0 € A}

deben ser abiertos en X, pero no hay garantia alguna de que S4 sea una
topologia sobre X. No obstante, si es claro que |JS4 = X, por lo que S4
es subbase para una topologia 7 4.

La topologia 74 se dice que es la topologia inicial de X respecto de la
coleccién F. Al igual que en el caso en el que la coleccién F tiene cardinali-
dad 1, esta topologia recibe también el nombre de topologia débil 6 topologia
inducida por la coleccion F. Se dice también que la topologia 74 es la to-
pologia inicial respecto de la fuente definida por la coleccién F.

3.2. La topologia producto

Un caso particularmente interesante de topologia inducida por una co-
leccién de aplicaciones es la topologia producto. Sea X = {(X,, 7o)|a € A}
una coleccién de espacios topolédgicos, y designemos por X el producto car-

tesiano
X = H X,.
aceA

La a-ésima proyeccidn es la aplicacion p,, : X — X, pada por p(z) =
Zo donde z = (z4]a € A).

Ejemplo 3.5 En el caso de un producto finito X = X1 X ... x X,,, la pro-

yeccion py : X — Xy estd dada por pi(z) = x), donde x = (x1,...,xy) €
X. Notese que implicitamente se usa en hecho de que el segmento inicial
{1,...,n} es un conjunto ordenado, lo que obviamente no ocurre necesa-

riamente con un conjunto arbitrario de indices A. [

La topologia producto se define como la topologia inicial inducida por
las proyecciones p,, es decir, es la topologia que tiene como subbase a las
preimagenes de la forma p,}(U) para U C X,, abierto.
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Los bésicos de la topologia producto tienen entonces la forma

pgll(UCYl) n... ﬂp;i(Uan)7

donde U,, C X,, es abierto para k =1,...,ny ademés aq,...,a, € A.

HB;&& X/B

| |
| |
I |
| |
| |
| |
| |
! !
I !
| |
I |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! !
I !
| |
I |
| |
1 1

U Xa

Otra forma de ver el basico anterior es la expresién

H Xg | XUy X ... X Ug,,-
Bé{a1,...,.an}

Ejemplo 3.6 El espacio euclidiano R™ tiene claramente la topologia pro-
ducto, si se considera como el producto de n copias de la recta. Considere-

mos el conjunto de funciones RIOL-n=1} " existe claramente una biyeccion

D R{O,l,...,n—l} L R"

dada por ®(f) = (f(0),..., f(n—1)). La topologia inicial sobre el dominio
hace del espacio de funciones dado un espacio homeomorfo con R™. Este
ejemplo nos permite vislumbrar un método para topologizar un espacio de
funciones con dominio finito. Notemos que, si pr : R™ — R es la k-ésima
proyeccion, entonces

o HpH(U)) = {f e RO f(k —1) e U},



74 CAPITULO 3. TOPOLOGIAS GENERADAS

con lo que obtenemos una subbase para la topologia de RiOLn=1} O

La topologia de las cajaﬂ sobre un producto de espacios topoldgicos, se
define como aquella que es generada por los productos de abiertos. Como se
puede observar, los abiertos de la topologia producto son también abiertos
en la topologia de las cajas, pero la contencion reciproca no se satisface si
el producto tiene una cantidad infinita de factores.

Proposicion 3.2 La topologia de las cajas es mds fina que la topologia
producto.

Demostracion. Ejercicio. m

Proposicion 3.3 La topologia de las cajas coincide la topologia producto,
para un producto finito.

Demostracién. Ejercicio. m

3.3. La topologia final

En la presente seccién examinaremos la forma de topologizar el codomi-
nio de una aplicacién, dada una topologia sobre su dominio. Sean entonces
(X, 7) un espacio topolégico, Y un conjunto y f : X — Y una aplicacién.
La topologia final 7y sobre Y, inducida por f, se define como la méxima
topologia respecto de la cual f es continua. La topologia final se conoce
también como topologia fuerte, dado que es la mas fuerte sobre X, respecto
de la cual f es continua.

Proposicion 3.4 Dada f: X — Y una aplicacion, U C Y es abierto en
la topologia final si y sélo si f~1(U) es abierto en X.

Demostracién. Dado que U C Y es abierto en la topologfa final, entonces,
por la continuidad de f se tiene que f~'(U) C X es abierto. Si tenemos

Box topology.



3.3. LA TOPOLOGIA FINAL 75

ahora que f~1(U) C X, entonces U es abierto en alguna topologia para la
cual f es continua. Ahora bien, dado que 7; contiene a todas las topologias
que hacen a f continua, tenemos que U € 77. ®

La topologia final puede también describirse como sigue: el conjunto
U C Y es abierto si y sélo si f~1(U) C X es abierto.

Ejemplo 3.7 Consideremos por ejemplo la aplicacion exponencial
exp : [0,27) — St

La topologia de S como subespacio del plano no es la topologia final de-
terminada por exp, dado que, por ejemplo, en tal topologia, la imagen de
[0,7) es abierto, pero no es abierto en la topologia euclidiana del circulo. OJ

Ejemplo 3.8 Consideremos ahora la aplicacion exponencial
exp : [0,27] — ST

La topologia de S' como subespacio del plano coincide en este caso con
la topologia final determinada por exp, dado que, la preimagen de toda
vecindad de 1 € S1, suficientemente pequenia tiene la forma

[0,e) U (21 — ¢, 27],
que si es un conjunto abierto en [0,2w]. Notemos que, por ejemplo,
[0,7) U {27}

no es abierto en [0,27], luego, la imagen de [0,7) no es abierto en S' con
la topologia final. O

Un pozo de aplicaciones es una colecciéon P = { fo|a € A}, donde cada
X, es un espacio topoldgico, en tanto que Y es un conjunto. La topologia
final sobre Y inducida por el pozo P, es la maxima topologia respecto de la
cual cada f, es continua. Una forma equivalente de describir la topologia
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fuerte es la siguiente: el conjunto U C Y es abierto, siy sélosi, f;1(U) C X,
es abierto para todo a € A.

Como vimos antes, la topologia producto es un caso paradigmatico de
topologia inicial. La unién ajena juega el papel analogo para la topologia
final.

3.4. La topologia cociente

Un caso especial de la topologia final es la topologia cociente. Sean X
un espacio topoldgico y A C X un subespacio, en el que se supone adicio-
nalmente que A ¢ X. Consideremos el conjunto

Y = (X — A)U{A},

en el que el subespacio A ha sido “colapsado” en un punto, particularmente,
AeY.
Consideremos ahora la aplicaciéon ¢ : X — Y dada por

si zeX—-A
si ze€A

La topologia final sobre el conjunto Y inducida por f se dice que es la
topologia cociente. El espacio resultante se dice que es el espacio cociente
de X mdédulo A, y se denota mediante X/A. Se dice que la aplicacién ¢ es
la proyeccion o bien, la aplicacion cociente.

No debe caerse en la tentacién de creer que una aplicacién cociente es
necesariamente abierta, como lo muestra el ejemplo que sigue.
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Ejemplo 3.9 Supongamos que A° # & como subespacio de X. Si A es
cerrado y no es abierto en X, entonces q(A°) = {A} C X/A que no es
abierto.

Ejemplo 3.10 Consideremos A = {0, 1} como subespacio del intervalo I =
[0,1] con la topologia euclidiana. Si q : I — I/A es la aplicacion cociente
y f: I — S es la exponencial dada por f(t) = e*™, definamos h por la
conmutatividad del siguiente diagrama.

I q

/A

Sl

Claramente h es una biyeccion. Si U C S es abierto, entonces f~1(U) C I
es un abierto ajeno con A o que contiene a A, luego h=1(U) = q(f~1(U)) C
I/A es abierto, de modo que h es continua, y dado que por un argumento si-

milar puede verse que también es abierta, entonces h es un homeomorfismo.
O

Ejemplo 3.11 Generalizando el ejemplo anterior, consideremos la esfera
S™=1 como subespacio del disco D™. La proyeccion estereogrifica muestra
que D™ — S"~1 es homeomorfo con S*~! — {e,}, dado que este ltimo es
homeomorfo con R™. Entonces, puede verse con facilidad que S™ y D™ /S~
son homeomorfos. [

Ejemplo 3.12 (El arete hawaiano) Considerando a Z como subespacio
de la recta euclidiana R, el cociente topoldgico R/7Z tiene un subespacio ho-
meomorfo con el circulo por cada intervalo de la forma [n,n+1], y “colapsa”
a los enteros en un punto. El arete hawaiano es un mmilletcﬂ numerable
de 1-esferas. [

2El concepto de ramillete serd formalizado més adelante, en este mismo capitulo.
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Ejemplo 3.13 (La recta indiscreta) Considerando a Q como subespa-
cio de la recta euclidiana R, el cociente topoldgico R/Q tiene propieda-
des de interés, poseyendo la misma cardinalidad que la recta misma. Sea
q:R — R/Q la proyeccion, si U C R/Q es abierto, entonces ¢~1(U) C R
es un abierto ajeno con los racionales o bien que los contiene, es entonces
el vacio o el total, de manera pues que U =@ 6 U =R/Q. O

3.5. La topologia de identificacion

4 ?

Sean X un espacio topoldgico ‘~’ una relacién de equivalencia sobre
X, la topologia de identificacion sobre el conjunto cociente X/ ~ se define
como la topologia final inducida por la aplicacién cociente g : X — X/ ~,
es decir, U C X/ ~ es abierto si y sélo si ¢7}(U) C X es abierto.

Una identificacion es una aplicacion f : X — Y continua, suprayectiva,
y tal que U C Y es abierto si y sélosi f~1(U) C X es abierto. La proyeccién
q: X — X/ ~ es claramente entonces una identificacién. Se dice también,
que el espacio X/ ~ es un espacio de identificacion.

La topologia cociente es un caso particular de la topologia de identi-
ficacion, en la que la relacién de equivalencia tiene a cada punto que no
estd en el subespacio A como una clase de equivalencia, y donde A es la
clase restante.

Consideremos una aplicaciéon f : X — Y, donde Y es un conjunto y
X tiene estructura de espacio topoldgico, y supongamos adicionalmente
que f es suprayectiva, y definamos la relacién de equivalencia sobre X,
dada por x ~ y si y sélo si f(x) = f(y), entonces, como el lector puede
verificar por sus medios, el espacio Y con la topologia final inducida por
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[, es homeomorfo con el espacio cociente X / ~, ademds de que f misma
induce un homeomorfismo f, dado por f[z] = f(x).

f

X Y

X/ ~

El lector puede verificar también que la topologia de identificacion so-
bre X/ ~ coincide con la topologia inicial inducida por f, si primero se
topologiza a Y.

Ejemplo 3.14 (La banda de Mé&bius) [| Sobre el rectangulo I x I, con-
sideremos la relacion de equivalencia (z,y) ~ (x,y) para (z,y) € (0,1) x I
y (0,2) ~ (1,1 — x). El espacio de identificaci’on se conoce como la banda
de Mobius. Intuitivamente, la banda de Mébius se obtiene identificando dos
lados opuestos de un rectangulo, con orientaciones opuestas. [

b a
ll 18
a b

3 August Ferdinand M&bius (1790 - 1868), matemdtico alemén.
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Es importante hacer notar que una identificacién no es necesariamente
cerrada o abierta. En el ejemplo anterior, notamos que la imagen del abierto
del rectangulo que muestra la figura que sigue, no es abierta en la banda
de Mobius, respecto de la aplicacién de identificacion correspondiente.

Dados un conjunto X y una relacion de equivalencia ~ sobre X, una
seccion de la aplicacion cociente g : X — X/ ~, es una aplicacién

s:i(X/~)— X

tal que go s =1x/..

1x/n

X/ ~

X/ ~

En términos coloquiales, a través de una seccién se elige un “represen-
tante” de cada clase de equivalencia. Una seccidn de una aplicacién supra-
yectiva f : X — Y es una aplicacién s : Y — X tal que fos = ly. Elegimos
asi un representante por cada punto en la imagen.

Proposicion 3.5 Una aplicacion continua f : X — Y es una identifica-
cton st admite una seccion continua s : Y — X

Demostracion. Si s : Y — X es una seccién continua, basta demostrar
que si f71(U) C X es abierto, entonces U C Y es abierto, para ello es
suficiente observar que

U=(fos) ' (U)=s""(f71(U))
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y usar la continuidad de s. m

El lector puede caer en la tentacion de creer que toda aplicaciéon supra-
yectiva f : X — Y es una identificacién, lo que es cierto sélo en el caso en
el que X tenga la topologia inicial inducida por f, o Y tenga la topologia
final inducida por f. Si la topologia sobre X es ma&s fina que la inicial, f
es una aplicacién continua y suprayectiva, pero no es una identificacion.
Andlogamente, si la topologia sobre Y es mas gruesa que la final, entonces
f es una aplicacién continua y suprayectiva, pero no es una identificacién.

El resultado que sigue caracteriza las identificaciones de entre las apli-
caciones continuas y suprayectivas. Tengamos presente que f : X — Y es
una identificacién siy sélosi Y = X/ ~ para z ~ y si y sélo si f(z) = f(y).

Proposicion 3.6 Sea q : X — Y wuna identificacion. Entonces f 1Y — Z
es continua si y sélo si foq: X — Z es continua.

Demostracién. Si ¢ es una identificacién y f es continua, fogq es continua
por ser composiciéon de continuas. Si f o g es continua y U C Z abierto,
entonces V = (f o q)"1(U) = ¢ }(f~1(U)) C X es abierto, de manera que
f71(U) C Y es abierto, por definicién de identificacién. m

Notese que el argumento final en la demostracion anterior, no afirma
que g sea una aplicacién abierta, puesto que V no es un abierto arbitrario de
X. Un caso particularmente interesante de identificaciones ocurre cuando
se tiene una accién de un grupo sobre un espacio.

Sea G es un grupo topoldgico, es decir, un grupo que tiene una estructura
de espacio topolégico, respecto de la cual la aplicacion G x G — G, dada
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por (z,y) + zy~! es continua. Una accidn de G sobre un espacio topolégico

X es un homomorfismo de grupos
p: G — Homeo(X),

en el que por economia notacional escribimos gz en lugar de p(g)(x). Ladrbi-
ta de = es el conjunto

G(x) = {gz|g € G},

y el espacio de 6rbitas, que se denota por X /G, puede verse como un espacio
de identificacién en el que las clases de equivalencia son las dérbitas.

Ejemplo 3.15 Considere el espacio X = S* x [~1,1] y el grupo ciclico de
orden 2, denotado por Ca, con generador r. La banda de Mdbius puede verse
como el espacio de orbitas de la accion antipodal de Co sobre X, definida
mediante r(z,t) = (—z, —t). O

Ejemplo 3.16 (El espacio proyectivo real) El grupo ciclico de orden
2, Cy, wisto como subgrupo multipilicativo de C — {0}, tiene la topologia
discreta como subespacio del plano. Consideremos la accion “antipodal” de

Cy sobre S™. El espacio proyectivo real de dimension n es el espacio de
orbitas RP" = S™/Cy. O

Ejemplo 3.17 (El espacio proyectivo complejo) FEl grupo T es el sub-
grupo multipilicativo de C — {0}, cuyo conjunto subyacente es S, con la
topologia de subespacio del plano. El grupo T actia de forma natural sobre
la esfera S?"t1 C C™ por “rotacion”, es decir, por restriccion de la mul-

tiplicacion compleja. El espacio proyectivo complejo de dimension n es el
espacio de drbitas CP" = S?"+1/T. O

3.6. Construcciones

Muchos de los espacios topoldgicos que son de utilidad pueden ser cons-
truidos a partir de algunos espacios “elementales”. La presente seccién se
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compone basicamente de una coleccién de ejemplos, en los que se ilustran
algunas de las construcciones mas ttiles.

La maés sencilla de las construcciones que ya es no trivial es el cilindro
de un espacio topolégico X, que se define simplemente como el producto
X x 1.

X x{1}

X x{0}

El cono de X se denota como C'X y se define como el espacio cociente
X xI/X x{1}.

N\
7

X x{0}

La suspensio%ﬁ de un espacio puede pensarse como el cociente

CX
X x {0}

La suspensién del espacio X se denota por SX.

4Suspensién no reducida.
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Xx{1}

N

W

Ejemplo 3.18 La esfera de dimension cero S° es el subespacio S° = {+1}
de la recta euclidiana. La esfera de dimension 1, denotada por S*, es ho-
meomorfa con la suspension de S°, es decir S' = SS°. Andlogamente, la

esfera de dimension 2 es es homeomorfa con la suspension de S', o sea que
S?2 = 85t = 825%. En general S"H = 551 = gn—lgl — gngo,

sn = SS"‘l

La suspension de la (n — 1)-esfera es la n-esfera para todo enteron > 1. O

—Sn—1

En teoria de homotopia nos interesan los espacios con un punto distin-
guido al que llamaremos punto base. Un espacio X con un punto base xg
se llama espacio punteado, y se denota como el par topolo’gicﬂ (X, z0).

Las construcciones topoldgicas adquieren caracteristicas propias de los
fenémenos homotdpicos. El ramillete, también llamado suma cund’| de dos

®Un par topoldgico es un par de espacios (X, A) en el que A es un subespacio de X.
Por economia notacional denotamos el par topolégico (X, {zo}) mediante (X, zo).
SEn inglés wedge sum.
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espacios punteados (X, zg) y (Y, y0) se denota como X VY y se define como
el espacio
X\/Y:{Io}XYUXX{yQ}CXXK

en el que el punto base * es (xq, Yo ), haciendo asi del par topoldgico (X VY, *)
un espacio punteado.

Ejemplo 3.19 El ramillete S* v S' es la figura “ocho”. O

El ramillete se extiende de forma natural a una coleccién arbitraria de
espacios punteados, por ejemplo, el arete hawaiano puede describirse de
forma alternativa como el ramillete

\ st

keN

El producto reducz'dcﬂ también conocido como producto cuna, de dos
espacios punteados (X, zo) y (Y, y0) se define como el espacio cociente

X xY

XANY = .
XVY

El producto reducido es entonces un espacio punteado (X AY, %) en el que
el punto base * es la imagen del ramillete bajo la proyeccién cociente.

Ejemplo 3.20 Consideremos la 0-esfera y elijase un punto base en ella.
por ejemplo, el punto 1 € S® C R. El ramillete S° Vv S° es un espacio dis-
creto de tres puntos, uno de los cuales es punto base. Entonces, el producto
reducido S° A S° = ¥98° es nuevamente un espacio homeomorfo con S°.

"El inglés smash product obien wedge product.
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En general, para todo espacio punteado X se satisface que SONX = ¥0X =
X.Od

La suspension reducida X de un espacio punteado (X, zg) se define
como el producto reducido S' A X, donde S' es considerado como espacio
punteado (S',1). En virtud del ejemplo anterior 5% = S*. Con un poco
de esfuerzo puede demostrarse que £S' = S?, y en general 5" = §7t1,

Ejemplo 3.21 Puede verse con facilidad que S'x S™—S'VS™ es un espacio
homeomorfo con (D' — SY) x (D™ — S™"1), que es a su vez homeomorfo
con D"t — 8" Usando este homeomorfismo se ve con claridad que ©.S™ =
Sn—i—l‘ O

Adicionalmente, ¥"+180 = 781 = 97 = §7*1 Por otra parte, de la
discusién se sigue que la suspension SS™, y la suspensiéon reducida 3.5,
son homeomorfas, con la diferencia de que la 1iltima, de forma natural y
por construccion, es un espacio punteado.

Una forma alternativa y mas intuitiva de ver la suspensién reducida es
considerarla como el espacio cociente de la suspension colapsando en un
punto “todos” los puntos base.
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N+ 4

Una aplicacion continua induce aplicaciones continuas entre las suspen-
siones respectivas. Mds precisamente, dada f : X — Y en la categoria
Top de los espacios topolégicos, la aplicacién Sf : SX — SY dada por
Sflx,t] = [f(z),t] es claramente una aplicacién continua, por lo que la
suspension puede interpretarse como un functor S : Top — Top.

Anélogamente, dados dos espacios punteados (X, zg) v (Y, v0), la apli-
caciéon continua f : X — Y en la Categorfaﬁ Top, de los espacios to-
polégicos punteados, induce Xf : ¥X — XY mediante X[z, z] = [f(x), 2],
en la misma categoria. La suspensién reducida es entonces un functor
>f : Top, — Top,.

3.7. Espacios de Adjuncion

La topologia de una unidn ajena X LY se define como la topologia final
inducida por las inclusiones ¢,, : X = XUY ademdsdes, : Y — XUY.En
la préxima seccion tendremos la oportunidad de generalizar este concepto.

Para usos homotépicos, algunas veces es necesario sustituir un espacio
por otro “més grande” que tenga el mismo tipo de homotopia, es decir,
intuitivamente, que tenga las mismas propiedades de “deformacién”. Dos

8La seccién 8.5 contiene una brevisima introduccién a la terminologfa de las categorfas
y los functores. La referencia cldsica para el tema es Mac Lane [42].
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de estas construcciones son el cilindo de una aplicaciérP]y el cono de una
aplicaciéﬂ En esta seccién describimos ambas construcciones, ademas de
otros espacios de adjuncion, que informalmente, nos proporcionan herra-
mientas para “pegar”’ espacios.
Dada una aplicacion continua f : X — Y, el cilindro de f se define
como el espacio de identificacion
(X xI)UY
My =-——"—,

~

donde ~ identifica (x,0) ~ f(z) y deja el resto de los puntos fijos.

De forma similar, dada una aplicacion continua f : X — Y, el cono de
f se define como el espacio de identificacién

cxuy
Cp=—,

donde nuevamente ~ identifica (z,0) ~ f(z) y deja el resto de los puntos
fijos.

9Mapping cylinder.
10\Mapping cone.



3.7. ESPACIOS DE ADJUNCION 89

Si f: A — Y es una aplicacion y A C X, definimos el espacio de
adjuncion de X con Y a través de f mediante
XuyYy
XU f Y = ,

~

donde a ~ f(a) para a € A, manteniendo el resto de los puntos fijos. Se dice
entonces que f es la aplicacion de pegadur@ Si A es un espacio comun
a X yaY,y ademds la aplicacién de pegadura es la identidad en A, el
espacio de adjuncion correspondiente se denota como X Uy Y.

Ejemplo 3.22 (La esfera) Consideremos la inclusion g : S* — DFFL,
La esfera de dimension k+ 1 puede obtenerse como el espacio de adjuncion
de dos copias del (k + 1)-disco, teniendo como funcion de pegadura a la
inclusion g. Entonces S¥1 = DF+1 Ug D**1. Como por otra parte la k-
esfera puede considerarse como subespacio comin de dos (k 4 1)-discos,
podemos también escribir SF+1 = DFFL g, DF1. O

Ejemplo 3.23 (El plano proyectivo) La fmnterﬂ de la banda de Mébius
M es un espacio homeomorfo con S*. Sea f: S* — M un homeomorfismo
de sobre la frontera de M, el plano proyectivo RP? puede describirse como
D? Ur M, o bien como D?ug M. O

1 Glueing map.

12Nos referimos aqui no a la frontera topolégica, sino a la frontera como variedad, es
decir, el conjunto de puntos que tienen una vecindad homeomorfa con una abierto de
H? = {(z1,22)|x2 > 0}.
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En los dos casos previos, el espacio de adjunciéon obtenido es justamente
el cono de la funcién de pegadura. No es el caso del ejemplo que sigue.

Ejemplo 3.24 (La botella de Klein) E Consideremos dos copias de la
banda de Mébius M, y la frontera comin S*. Dada la inclusion i : S* — M
sobre la frontera, la botella de Klein K puede describirse como el espacio
de adjuncion M U; M o bien M Ug1 M. [J

3.8. Ejercicios

1. Determine la topologia inicial sobre R, inducida por la aplicacién
parte entera p : R — Rg, donde Ry es la recta euclidiana.

2. Determine la topologia inicial sobre R, inducida por la aplicacién
parte entera p : R — Rg, donde Rg es la recta de Sorgenfrey.

3. Determine la topologia inicial sobre R, inducida por la funcién escalén
de Heaviside h : R — Rg, donde Rg es la recta de Sorgenfrey.

13Felix Klein (1849 - 1925), matemédtico alemén, a quien se debe la demostracién de
que las geometrias métricas son casos particulares de la geometria proyectiva.
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10.

11.

Determine la topologia inicial sobre I = [0, 1], inducida por la funcién
de Dirichlet f : I — Ig, donde Ig es el intervalo considerado como
subespacio de la recta de Sorgenfrey.

Considere Rg la recta euclidiana, Rg la recta de Sorgenfrey, y Rp
la recta cofinita. Describa la topologia producto sobre los siguientes
productos:

a) X2, donde X es el espacio de Sierpinski.

S

)

) Rg x X, donde X es el espacio de Sierpinski.
) Reg x Rg.

) R x Rp.
)
)
)

o

ISW

RS X ]RS.

Rr x Rp. §Se trata del plano cofinito?.

9

—

g RsxRF.

Determine la topologia final sobre R, inducida por la aplicacién parte
entera p : Rp — R, donde Rg es la recta euclidiana.

Determine la topologia final sobre R, inducida por la aplicacién parte
entera p : Rg — R, donde Rg es la recta de Sorgenfrey.

Determine la topologia final sobre R, inducida por la funcién escalén
de Heaviside h : Rg — R, donde Rg es la recta de Sorgenfrey.

Determine la topologia final sobre I = [0, 1], inducida por la funcién
de Dirichlet f : Is — I, donde Ig es el intervalo considerado como
subespacio de la recta de Sorgenfrey.

Demuestre que el producto de dos espacios discretos es un espacio
discreto. jSe satisface para productos infinitos?

Demuestre que el producto de dos espacios indiscretos es un espacio
indiscreto. jSe satisface para productos infinitos?
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12.

13.
14.

15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.
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Demuestre que el espacio cociente 1/{0,1} es homeomorfo con el
circulo S*.
Describa el espacio cociente R/Q.

1

Demuestre que el espacio cociente 1/{0, 5,1} es homeomorfo con el

ramillete S v ST
Construya paso por paso SS° y £5°.
Construya paso por paso SS' y £S1.

Construya la suspension no reducida del espacio de Sierpiniski, y su
suspension reducida, donde el punto base es el punto cerrado.

Construya la suspensién reducida y la no reducida de un espacio dis-
creto con tres puntos.

Demuestre que el espacio cociente D?/9S! es homeomorfo con S2.

Considere el espacio producto I x I, y sobre él la relacién dada por
(z1,22) ~ (y1,92) si (x1 — y1,22 — y2) € Z X Z. Demuestre que esta
relacién es una relacién de equivalencia, y que el espacio (I x I)/ ~
el homeomorfo con el toro T2.

Demuestre que el proyectivo de dimensién 1, RP! es homeomorfo con
las 1-esfera S'.

Demuestre que [1,2) es homeomorfo con (—1,0].

Considere la proyeccién estereografica St — R dada por
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Encuentre una ecuacién para la proyeccién estereografica S? — R2.

24. Demuestre que J x J x J es homeomorfo con I x I x I, para J = [—1,1],
encontrando un homeomorfismo explicito.

25. Demuestre que I x I x I es homeomorfo con el 3-disco D3.

26. Demuestre que la unién ajena [0, 2] U [3,2] es homeomorfa con SY x I.
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Capitulo 4

Compacidad

De entre las propiedades de las que puede gozar un espacio topoldgico
encontramos en un lugar muy especial la conexidad y la compacidad. En es-
te capitulo estudiaremos la compacidad, una de las propiedades topoldgicas
mas significativas. Abordamos la conexidad en el capitulo siguiente.

La compacidad es una caracteristica de los espacios topoldgicos que tiene
profundo significado, por tanto que, al igual que la conexidad, se peserva
bajo aplicaciones continuas. El hecho de que la compacidad se conserve
en productos es garantizado por el célebre Teorema de Tychonoﬂﬂ (58],
1930), que es ademds equivalente con el axioma de eleccién de acuerdo con
un resultado de Kelleyﬂ ([34], 1950), por lo que puede pensarse como un
teorema carcateristico de la matematica cantoriana.

Para obtener resultados interesantes expondremos, de inicio, algunos de
los axiomas de separacién, electos en particular, de entre los que se refieren
a la separacion de puntos. En las secciones siguientes se exponen las propie-
dades de compacidad local y paracompacidad. Se revisa a continuacion el
resultado méas importante del capitulo, el teorema de Tychonoff. El capitulo
concluye con la exposicion del proceso de compactificacién de Alexandroﬁﬂ

! Andrey Nikolayevich Tychonoff (1906 - 1993), matemético ruso.
2John Leroy Kelley (1916 - 1999), matemético norteamericano.
3Pavel Sergeyevich Alexandroff (1896 - 1982), matemdtico ruso.

95
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([2], 1924), que permite hacer un espacio compacto de uno que no lo es,
mediante la simple operacion de “agregar” un punto, por lo que se conoce
también como la compactificaciéon en un punto.

4.1. Axiomas de Separacién

Sea X un espacio topolégico, se dice que dos puntos z,y € X son to-
poldgicamente distinguibles si existe una vecindad de alguno de ellos que
no contiene al otro. Nétese que dos puntos que son distinguibles son au-
tomaticamente distintos. Dos puntos distinguibles x,y € X constituyen un
par distinguible (z,y), si existe una vecindad de x que no contiene a y.

Un espacio topolégico X es un espacio de Kolmogoroﬂ o un espacio Tp,
si toda parejaE] de puntos x,y € X es topolégicamente distinguible. N6tese
que un espacio es Tp, equivalentemente, si al menos uno de los pares (z,y)
6 (y,x) es distinguible. Una pareja {z,y} es distinguible, si ambos pares
(z,y) v (y,z) son distinguibles.

Ejemplo 4.1 Un espacio indiscreto con mds de un punto no es Ty. U

Ejemplo 4.2 La recta de Michael tiene como conjunto subyacente los pun-
tos de la recta real, y sus abiertos son de la forma UUQ°, donde U C R es
un abierto euclidiano. La recta de Michael no es Ty, ya que, en ella, ningin
par de irracionales es distinguible. [

Proposicion 4.1 Un espacio es Ty si y solo si dos puntos distintos tienen
cerraduras distintas.

4 Andrey Nikolayevich Kolmogoroff (1903 - 1987), matematico ruso.
®Una pareja de puntos es un conjunto de dos elementos que los contiene. Un par de
puntos es un conjunto ordenado de dos elementos que los contiene.
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Demostracién. Supéngase que X es Tp, claramente, si (z,y) es un par
distinguible, entonces = ¢ {y}, y en consecuencia {z} # {y}. Reciproca-
mente, si z € @ — @, entonces toda vecindad de z contiene a x, pero
alguna vecindad de z no contiene a y, es decir, (z,y) es un par distinguible,
de manera que X es Ty. m

Un espacio topolégico X es un espacio de Frécheﬁ 0 un espacio 17, si
todo par de puntos en X es distinguible. Es decir, un espacio es 11, si para
dos puntos cualesquiera z,y € X, la pareja {x,y} es distinguible, es decir,
tanto el par (z,y) como el par (y,z) son distinguibles. Equivalentemente,
dados dos puntos, existe una vecindad de cada uno que no contiene al otro.

Ejemplo 4.3 El espacio de Sierpinski es Ty, pero no es T1. U

Proposicion 4.2 Un espacio es T1 si y solo si en él los puntos son cerra-
dos.

Demostracién. Sean X un espacio 77 y * € X, entonces, para todo
y € X — {z} existe entonces U € N(y) tal que z ¢ U, de manera que {z}°
es abierto. Supéngase ahora que los puntos son cerrados y sean z,y € X dos
puntos distintos arbitrarios, entonces y ¢ {x}, es decir, existe U € N (y) tal
que x ¢ U. Como estos son puntos arbitrarios, entonces X es 77. m

Un espacio topolégico X es un espacio de Hausdorﬁ[]o un espacio 15, si
dos puntos cualesquiera tienen vecindades ajenas. Més precisamente, si para
cualesquiera x,y € X existen U € N(z) y V € N(y) tales que UNV = &.
Coloquialmente, un espacio es Th si separa puntos por abiertos.

SMaurice René Fréchet (1878 - 1973), matemético francés.
"Felix Hausdorff (1868 - 1942), matemdtico alemén.
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Ejemplo 4.4 La recta cofinita es 11, pero no es Ts. [

Proposicion 4.3 Las propiedades de separacion Ty, T1 y 1o son heredita-
rias a subespacios.

Demostracion. Ejercicio. m

Proposicién 4.4 Todo espacio Ty es 11 y todo espacio Ty es Tj.
T =T = 1T

Demostracién. Ejercicio. m

Ejemplo 4.5 Todo espacio métrico es To, pero un espacio pseudométrico
no es necesariamente Ty, como caso tomemos un espacio indiscreto con
mds de un punto. O

Proposicion 4.5 Un espacio X es de Hausdorff si y sdlo si la diagonal
A ={(z,x)|lr € X}

es cerrado en X x X.

Demostracion. Ejercicio. m

Proposicion 4.6 Un espacio pseudométrico es métrico si y solo si es Tp.

Demostracién. Sea (X, d) un espacio pseudométrico, y sean z,y € X dis-
tintos. Supongamos que X es Tp, y que (z,y) es distinguible, entonces, para
algun € > 0, existe B:(z) tal que y ¢ B.(z), luego d(z,y) > 0, con lo que
(X, d) es un espacio métrico. Reciprocamente, si (X, d) es métrico, entonces
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es Ty y en consecuencia es Ty. W

Un espacio topolégico X es reqular si dados un cerrado F' C X y un
punto = ¢ F, existen abiertos ajenos U y V talesque z €¢ Uy FF C V. Un
espacio se dice que es T3 si es regular y 77.

Un espacio topolégico X es normal si dados dos cerrados ajenos F, F' C
X, existen abiertos ajenos U y V tales que F C U y F' C V. Un espacio se
dice que es T} si es normal y 77.

Ty T3 15 T To

I

Normal Regular
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4.2. Espacios compactos

Una coleccién de conjuntos U = {U,|ae € A} es una cubierta del con-

junto A si
Ac |,
acA

y se dice que V C U es una subcubierta de U si también es una cubierta
para A.

Si X es un espacio topoldgico, A C X y U, C X es es abierto para todo
a € A, decimos que U es una cubierta abierta para A.

Se dice que A C X es un espacio compacto si toda cubierta abierta para
A admite una subcubierta finita.

Ejemplo 4.6 Todo subespacio finito de un espacio topolégico es un espacio
compacto. [

Ejemplo 4.7 Todo espacio cofinito es compacto. [J

Ejemplo 4.8 La recta euclidiana no es una espacio compacto. Si consi-
deramos por ejemplo la cubierta abierta consistente de los intervalos de la
forma (n — 1,n + 1)para n € Z, observamos que no es posible elegir una
subcubierta finita. La demostracion detallada queda como ejercicio. Enton-
ces, un intervalo abierto no es compacto. El lector podrd demostrar sin
dificultad, que los intervalos de la forma [a,b) y (a,b] no son compactos. O

Ejemplo 4.9 Un espacio numerable y discreto no es compacto. Los detalles
contituyen un sano ejercicio. [J

Ejemplo 4.10 En la recta euclidiana, el conjunto A = {%|n € N+} no es
compacto, pero AU {0} si lo es. Los detalles se dejan como ejercicio para
el lector. (J

Ejemplo 4.11 Por el teorema de Heind}Boref|, en espacios euclidianos
cerrado y acotado es equivalente a compacto. Volveremos posteriormente
sobre los detalles. O

8Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881), matemaético alemén.
9Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956), matemdtico y politico francés.
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Ejemplo 4.12 Considere la recta real con la topologia en la que cada abier-
to bdsico es complemento de un intervalo cerrado. Posterior a demostrar
que esta es en efecto una topologia sobre R, invitamos al lector a demostrar
que con esta topologia, la recta es un espacio compacto. [

Una coleccién de conjuntos {Cy|a € A} tiene la propiedad de intersec-
cion finita (PIF), si toda subcoleccién finita tiene interseccién no vacia.

Teorema 4.7 Un espacio topoldgico X es compacto si y sélo si toda familia
de cerrados con la propiedad de interseccion finita tiene interseccion no
vacia.

Demostracién. Supdéngase que X es compacto y sea F = {F,|a € A} una
familia de cerrados de X con la propiedad de interseccién finita. Si NF = &,
entonces U = {FS|a € A} es una cubierta abierta de X, la que admite por
hipdtesis una subcubierta finita, digamos {FY, ..., FS}. Tenemos entonces
que X = FYU...UFf, de donde F1 U...UF, = &, en contradiccién con la
hipdtesis segtn la cual F tiene la propiedad de interseccién finita. Recipro-
camente, supongase ahora que toda familia de cerrados con la propiedad de
interseccién finita tiene interseccién no vacia, y sea U = {Uy|a € A} una
cubierta abierta de X. Si no existe una subcoleccién finita de U que sea
cubierta de X, entonces F = {US|a € A} es una familia de cerrados con
la propiedad de interseccién finita que por hipétesis debe tener interseccion
no vacia, contrariamente a la eleccién de U como una cubierta abierta de

X. m

La compacidad es hereditaria a subespacios cerrados.
Proposicion 4.8 Un cerrado en un compacto es compacto.

Demostracién. Sean F' C X cerrado y X compacto. Si U = {U,|a € A}
es una cubierta abierta para A, entonces V = U U {F°} es una cubierta
abierta para X. Elijase por compacidad una subcubierta finita 1, entonces
Vo — {F°} C U es una subcubierta finita para A. m
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La compacidad es una propiedad topoldgica, en el sentido de que se
preserva bajo continuidad.

Proposicién 4.9 La imagen continua de un compacto es compacta.

Demostracién. Sea X un espacio compacto, bastard demostrar que Y es
compacto si f : X — Y es continua y suprayectiva. Si U = {Uy|a € A} es
una cubierta abierta para Y, entonces V = {f~(Uy,)|a € A}, por continui-
dad, es una cubierta abierta para X. Si Vo = {f~Y(U1),...,f~HU,)} CV
es una subcubierta finita para X, entonces Uy = {U1,...,U,} C U es una
subcubierta finita para Y. m

Los espacios de Hausdorff son particularmente generosos con la compa-
cidad.

Proposicion 4.10 Un compacto en un Hausdorff es cerrado.

Demostracién. Sean K C X compacto y X Hausdorff. Si K = X no hay
nada que demostrar, en caso contrario, elijase x € K€, y para cada y € K,
un par de abiertos U, € N'(z) y V;, € N(y) tales que U,NV, = &. Entonces
{Vyly € K es una cubierta abierta para Y, de la que elegimos una subcu-
bierta finita {Vj,,..., V), }, de manera que si V. =1V,, U... UV, , entonces
KCV,ysiU=Uy,N...NU,,,y en consecuencia U € N(z) y UNV = &,
de maneraque UNK =J. =

La compacidad es ficilmente caracterizable en espacios métricos.

Ejemplo 4.13 Por el teorema de Heine-Borel, en espacios euclidianos, un
subespacio es cerrado y acotado si y sélo si es compacto. Un subespacio de
un espacio métrico se dice que es totalmente acotado si estd contenido en la
union de una coleccion finita de bolas de una radio dado. En espacios métri-
cos, el teorema de Heine-Borel garantiza que un subespacio es compacto si
y solo si es cerrado y completamente acotado. [

Proposicién 4.11 Una biyeccion continua de un compacto en un Haus-
dorff es un homeomorfismo.
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Demostracién. Sean X compacto, Y Hausdorff y f : X — Y una biyec-
cién continua. Si A C X es cerrado, entonces es compacto, y por continui-
dad, F(A) C Y es también compacto. Ahora bien, como Y es Hausdorff,
entonces f(A) C Y es cerrado. Entonces f es cerrada, y en consecuencia
f~! es continua. m

Este resultado, a pesar de su aparente sencillez, debe tomarse con pre-
caucién, como puede observarse de los dos ejemplos que siguen.

Ejemplo 4.14 La exponencial f : [0,2m) — S, dada por f(t) = € no
es un homeomorfismo, aunque es una biyeccion continua y S' escompacto
y Hausdorff, dado que [0,27) no es compacto. La inversa f~1 : S' —
[0,27) no es un homeomorfismo, a pesar de que f~1 es una biyeccion, S*
es compacto y [0,27) es Hausdorff, puesto que f~1 no es continua. O

Ejemplo 4.15 Considere el intervalo [0, 1] con la topologia euclidiana [0, 1]
y con la topologia de Sorgenfrey [0,1]s. La aplicacion identidad [0,1]p —

[0,1]s no es un homeomorfismo, a pesar de que [0,1]g es compacto y [0,1]s

es Hausdorff, porque no es continua. La aplicacion identidad [0,1]s —

[0,1]g es una biyeccion continua sobre un Hausdorff, pero no es un ho-

meomorfismo, de manera que [0,1]s no es compacto, a pesar de que es

cerrado y acotado. [J

El resultado mas importante de esta seccion es el teorema de Tychonoff.

Teorema 4.12 (de Tychonoff,1930) m Un producto es compacto si y
solo si cada uno de los factores es compacto.

Demostracién. Sean {X,|a € A} una coleccién de espacios topoldgicos,
y X su producto. Si X es compacto, dado que la proyeccion p, : X — X,

10 Andrey Nlcolayevich Tychonoff (1906 - 1993), matemaético ruso. El 1930 Tychonoff
publicé la demostraciuén de su teorema para el caso de Productos del intervalo I = [0, 1],
y en 1935 la observacién de que el caso general se demostraba de forma andloga. La
primera demostracién publicada completa se aparecié en el articulo de 1937 Les groupes
de Betti d’un complexe infini del matemédtico checo Eduard Céch (1893 - 1930).
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es contiua y suprayectiva, entonces X, es compacto. Reciprocamente, Sea
F = {F;li € Z} una familia de cerrados de X con la PIF, la que puede
suponerse maximal, en el sentido de que si I, F; € F, entonces F;NF; € F,
ya que si F C G, necesariamente NG C NJF. Por consiguiente, para cada
a € A, la coleccién F,, = {pa(F;)|i € Z} tiene la PIF, de manera que por
la compacidad de X, ocurre que NF, # . Eh’jaseiﬂ To € NFq, v sea
x = (z4]a € A) € X, que claramente satisface que ps(x) = x, para cada

a € A. Sea
S :pgll(Uocl) n... ﬁp;i(Uan)

un bésico de la topologia producto para X, tal que x € S, entonces p,(S) es
un abierto de X, que contiene a z,, y en consecuencia p,(S) Npa(F;) # @
para todo a y para todo i, de manera que p;kl(Uak) N F; # @ para todo
ke {l,...,n} ytodoi € I. Sea y,, € p;j(Uak) N F; para i € 7 fijo, y
témese un punto y € Fj tal que pa, (y) = Ya,, para k € {1,...,n}, que
claramente satisface que y € SN F;, con lo que SN F; # &. Se sigue de
aqui que SN F; # @, para todo i € Z. Entonces x € F; = F; para todo
1 € Z, con lo que, entonces x € NF. A

En la demostracion del teorema anterior juega un papel central el axio-
ma de eleccidn, y es un hallazgo de Kelley[34], publicado en 1950, que este
resultado también implica el axioma de eleccién.

Teorema 4.13 (Kelley, 1950) El axioma de eleccion es equivalente con
el Teorema de Tychonoff.

Demostracién. Una de las implicaciones ha quedado demostrada en el
resultado previo, supongamos entonces valido en teorema de Tychonoff,
supéngase que Y = {Y,|a € A} es una coleccién no vacia de conjuntos no
vacios, y sea

y¢ | Yo

acA

1Nétese que aqui se hace uso del axioma de eleccién.
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Nétese que tal punto en verdad existe, por ejemplo, si

Y= UYO“

acA

Denotemos X, = Y, U {y}, y ddtese a este conjunto de la topologia 7, =
{Xa,{y}, @}, respecto de la cual es claramente compacto, y por hipétesis,

el producto
X =] X«
acA

es compacto. Claramente Y, es cerrado en X, de manera que por continui-
dad p;!(Y,) es cerrado en X y es no vacio. Para toda subcoleccién finita
{ai,...,a,} C A se satisface que

T € pa_ll(yal) n... ﬂp;i(yan)

donde z, = yparaa ¢ {a1,...,a,} yseelige zq, € Yy, parak € {1,...,n}
dado que cada Y, es no vacid' Tenemos entonces que {p;!(Ya)|a € A} es
una coleccién de cerrados de X con la PIF, de manera que por compacidad,
tiene interseccién no vacia, y dado que

) ra'(Ya) = ] Ya

acA acA

se ha completado la demostraciéon. =

4.3. La topologia compacto-abierta

Como hemos visto antes, un elemento (z1,...,z,) € X" puede verse
como una aplicaciéon
AL ... ,n}— X

12Nétese que aqui no es necesario el uso del axioma de eleccién, dado que se trata
de una coleccién finita; la existencia de cada z., estd garantizada por el axioma de los
pares, en la axiomética de Zermelo-Fraenkel.
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tal que f(k) = . De igual manera, dado U C X abierto, el conjunto
plzl(U ) € X™, donde pg : X™ — X es la k-ésima proyeccion, se identifica
con el conjunto de las aplicaciones f : {1,...,n} — X tales que f(k) € U.

Si denotamos este conjunto de aplicaciones mediante U(k, U), podemos
considerar a la coleccién como subbase para una topologia sobre X {Ln}
y para ello basta observar que si 7 es la topologia sobre X, entonces

LnJ | Uk, U) = x11m),

k=1Uer

En efecto, si f € X" y U C X es un abierto tal que f(k) € U,
entonces f € U(k,U). Ademas, por las observaciones anteriores, con esta
topologia, el espacio producto X" y el espacio de funciones X {Lm} gon
homeomorfod™]

Consideremos, dados dos espacios topolégicos X, Y, el conjunto Y~
cuyos elementos son las aplicaciones f : X — Y. Este conjunto puede ser
topologizado como un espacio producto, dado que cada elemento f € YX
puede verse como un punto (p(z)|z € X) en el producto

[

zeX

mediante la asignacién f +— (f(x)|z € X). La topologia inicial inducida por
esta biyeccién es la topologia producto sobre YX.

Si denotamos U(A,B) = {f € YX|f(A) C B} parad C X y BCY,
notamos que U(k,U) NU(k,V) = Uk,UNV) y UKk,U) NnUmM,U) =
U{k,m},U) en X{1md,

Proposicion 4.14 Dados A, A1, A C X y B,B1,Bs C Y, entonces, sobre
YX se satisfacen:

1. U(A,Bl) QU(A,BQ) :Z/[(A,Bl ﬁBg), Y

13Considerando al natural n como el ordinal n = {0,...,n — 1}, tenemos que X" y
X {0n=1} gon en realidad el mismo conjunto.
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2. U(A1, B)NU(As, B) = U(A, U Ay, B).

Demostracién. Ejercicio. m

El resultado siguiente nos proporciona una forma alternativa y muy util
de topologizar un espacio de aplicaciones.

Proposicién 4.15 La coleccion de los conjuntos de la forma U(K,U) para
K C X compacto y U CY abierto es subbase para una topologia sobre Y.

Demostracién. Dada f € Y¥, claramente f € U(z,U) para z € X y
U e N(f(z)) abierta. m

La topologia generada por esta subbase es la topologia compacto-abierta
sobre YX.

Proposiciéon 4.16 La topologia compacto-abierta es mds fina que la topo-
logia producto.

Demostracién. Un subbésico de la topologia producto es un subbdésico
de la compacto abierta U(A,U), donde A es un conjunto finito, consecuen-
temente, todo abierto de la topologia producto es abierto en la topologia
compacto abierta. m

Como recordamos, la topologia de las cajas es mas fina que la topologia
producto, y coincide con ella para productos finitos. Entonces, para produc-
tos finitos, la topologia producto es precisamente la compacto-abierta. En
el caso general, la topologia compacto-abierta es una topologia intermedia
entre la product(le v la de las cajas.

147 a topologia producto, en analogia, podria ser llamada la “topologia finito-abierta”.
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topologia compacto-abierta

topologia producto

Un conjunto de la forma U(A,U), donde A C X es arbitrarioy U C Y
es abierto, es abierto en la topologfa de las cajas para YX, con lo que se
observa que la topologia compacto-abierta esta contenida en la de las cajas.

Por otra parte, notemos que para K C X y U C Y, se satisface que

UK, U) = (] Uz, V),
zeK

de manera que, en particular, si x € K, entonces U(K,U) CU(z,U).

Lema 4.17 Todo abierto de Y, con la topologia compacto-abierta, estd con-
tenido en un abierto de la forma U(xz,U).

Demostracién. Siz; € K; parai € {1,...,n} yU = U;U...UU,, entonces
UKL U N oNU(K, Uy) CU(2, U) DN U (2, Uy) CU(25,0),
con lo que se obtiene el resultado. m

Las aplicaciones constantes revisten una importancia particular, puesto
que, entre otras cosas, ellas constituyen un subespacio de YX homeomorfo
conY.

Lema 4.18 Toda vecindad de una aplicacién constante ¢ en YX contiene
una vecindad de ¢ de la forma U(K,U)
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Demostracién. Un abierto que contiene a f € Y tiene la forma
W=UK,U)N...NU(K,,U,),

y claramente, si U = Uy N...NU,, y W contiene una aplicacién constante
¢, entonces U # @. Si ademds denotamos K = Ky U ... U K,, entonces
UK U CWycelUK,U). m

Una buena noticia es que las propiedades de separacion del codominio,
se preservan en el espacio de aplicaciones.

Proposicién 4.19 Sean X, Y espacios topoldgicos. Entonces, Y es Haus-
dorff si y solo si Y es Hausdorff.

Demostracién. Supéngase primero que Y es Th, y sean f,g € Y distin-
tas. Sea x € X tal que f(x) # f(y), y sean U,V C Y abiertos ajenos tales
que f(x) e Uy f(y) € V, entonces f € U(z,U), g € U(x,V) y ademds
U(z,U)NU(z, V) = @. Si se supone reciprocamente que YX es T», dados
dos puntos distintos y1,y2 € Y, consideremos dos las aplicaciones cons-
tantes c1,co : X — Y con valores y; y o respectivamente, y sean W; y
W, vecindades ajenas de c; y co respectivamente. Tomemos K, Ko C X
compactos y Up,Uy C Y abiertos, tales que ¢; € U(K1,U1)) € Wy y
co € U(K2,Usy) C Wsy. Escribiendo ahora K = Kj U Ks, tenemos que
U(K,U;) y U(K,Us) son vecindades ajenas de ¢; y co respectivamente.
Si z € Uy NUs, y c es la aplicacion constante con valor z, tenemos que
c € U(K,U;) NU(K,Us), lo que es claramente contradictorio. m

Ejemplo 4.16 Dado un espacio con un unico punto {x}, el espacio com-
pacto abierto Xt} es homeomorfo con X. La demostracion queda como
ejercicio. [

Ejemplo 4.17 Si X es el espacio producto de la coleccion {X,|a € A},
dado que
pa' (U) Npg (V) =p ' (UNV)
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el espacio X es Ty, T1 ¢ Ty siempre que cada factor lo sea. Ahora bien,
como la topologia compacto-abierta es mds fina que la producto, entonces
YX es Ty, Th 6 Ts siempre que Y lo sea. O

Se concluye la seccién con un par de ejercicios cuyo contenido serd de
utilidad en breve.

Proposicion 4.20 Todo espacio compacto y Hausdorff es regular.
Demostracién. Ejercicio. m
Proposicién 4.21 Todo espacio compacto y Hausdorff es normal.

Demostracién. Ejercicio. m

4.4. Compacidad local

Una espacio topolégico X se dice que es localmente compacto en x € X
si existe un compacto K C X tal que K € N (z). El espacio topolégico X se
dice que es localmente compacto si es localmente compacto en cada punto.

Ejemplo 4.18 Los espactios euclidianos R™ son localmente compactos. En
la recta, dados © € R y & > 0 podemos hacer K = [x —¢e,x+¢| y claramente
x€(x—e,x+¢e)Cr—e,x+e¢|, de manera que K € N(x). O

Ejemplo 4.19 Todo compacto es localmente compacto. En efecto, si X es
compacto y x € X, para todo U € N(x) se tiene que U es una vecindad
compacta de x. [J

Ejemplo 4.20 EI subespacio Q C R no es localmente compacto, en tanto
que subespacio de la recta euclidiana, dado que todo compacto tiene interior
vacio. [
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Ejemplo 4.21 La recta real con la topologia del limite inferior, es decir, la
recta de Sorgenfrey, no es un espacio localmente compacto, y por tanto no
es compacto. La recta de Sorgenfrey es claramente Hausdorff, de manera

que todo compacto es cerrado. El intervalo (0,1] no es compacto, ya que la

%_H,% Junto con [1,2) no admite
una subcubierta finita. El intervalo [0,1] no es compacto, puesto que la

cubierta de los intervalos de la forma
2k —1 2kl 1
[ 9k 7 9k+1 >

para k € N, junto con [1,2) no admite una subcubierta finita. O

cubierta de los conjuntos de la forma

Un conjunto A C X se dice relativamente compacto en X si A es un
conjunto compacto.

Proposicion 4.22 Un espacio de Hausdorff X es localmente compacto si
y solo si cada punto de X tiene una vecindad relativamente compacta.

Demostraciéon. Sea X un espacio de Hausdorff. Supéngase que X es lo-
calmente compacto y sea x € X. Tomemos un compacto K y un abierto U
tales que z € U C K, dado que K es cerrado en X, entonces U C K que
es cerrado en un compacto y es por consiguiente compacto. El reciproco es
inmediato. m

Corolario 4.23 Sea X un espacio de Hausdorff. El espacio X es local-
mente compacto si y sélo si X admite una base de conjuntos relativamente
compactos.

Lema 4.24 Si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces para todo
z € X ytoda U € N(z) existe un abierto V tal que x € V CV C U, y tal
que V es compacto.

Demostracién. Sea x € X un punto arbitrario y U una vecindad de z,
témese una vecindad abierta W C U de z relativamente compacta. En-
tonces F' = WeNW es cerrado y # ¢ F. Dado que W es compacto y
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Ty, entonces es regular. Elijamos abiertos ajenos Vo y Uy de W tales que
xEbeFgUo,demaneraentoncesquexéVOQVOQUSQWQU.
Ahora bien, V = Vo N W es abierto en X y satisface z € V C V C U, co-
mo se propuso. Ademés V es compacto porque W es compactoy V C W. m

La composicién de aplicaciones define una aplicacién
o7V xYX 5 z2X,

mediante ®(g, f) = g o f, a la que llamaremos también la composicidn.
Denotamos por C(X,Y) el subespacio de Y X que consta de las aplicaciones
continuas.

Proposicion 4.25 Si Y es localmente compacto y Hausdorff, la composi-
cion
o:C(Y,Z2)xC(X,)Y)—C(X,2)

es una aplicacion continua, con la topologia compacto-abierta.

Demostracién. Basta demostrar que para todo subbésico U(K,U) del
espacio C(X, Z), la preimagen ®~'U(K,U) C C(Y, Z) x C(X,Y) es abier-
to. Si (g,f) € 7 'U(K,U), 2 = go f(x) € U para todo z € K. Por la
continuidad de g, tenemos que W = g~ 1(U) C Y es abierto, témese en-
tonces un abierto V tal que x € V. C V C W, con V compacto y ademads
y = f(z) € V. Entonces claramente (g, f) e U(V,U) x U({z},V). =

4.5. Compactificacion de Alexandroff

Si un espacio topolégico X que no es compacto puede ser considerado
como subespacio de un espacio compacto Y, puede por ello ser estudia-
do con mas facilidad. Conviene entonces encontrar el minimo posible de
los espacios compactos que contienen un subespacio homeomorfo con el es-
pacio dado. El nuevo espacio Y se dice que es una compactz’ﬁcacz’édl—_gl de

15E] término “compactificacién” no existe en idioma castellano, por lo que el término
correcto es “compactacién”, no obstante, continuaremos con la tradicién terminolégica.
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X. Estudiaremos una compactificacién particularmente 1til para espacios
localmente compactos, conocida como la compactificacion en un punto o
bien compactificacion de Alexandroff, llamada asi porque su descubridor
fue justamente Pavel Alexandroﬂffl

Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff, consideremos el
conjunto Y = X U {oo} con la topologia en la que los abiertos se definen
como sigue:

1. Si U es abierto en X, entonces U es abierto en Y.
2. Si K es compacto en X, entonces U =Y — K = K¢ es abierto en Y.

Para verificar que lo anterior define en efecto una topologia, considere-
mos las siguientes posibilidades:

1. Dada una familia K = {K,|a € A} de compactos de X, claramente

Uri-(nw)

acA acA

es abierto en Y, dado que la interseccién es un cerrado contenido en
un compacto.

2. Dada una familia finita {K7,...,K,} de compactos de X, se tiene

que
n n ¢
A= (U]
=1 =1

es abierto en Y, dado que la union finita de compactos es compacta.

3. Si U es un abierto de X y K C X es compacto, entonces U U K€ es
abierto en Y, puesto que

(UUK®=U°NK

es un compacto en X.

16Pavel Sergeyevich Alexandroff(1896 - 1982), matemético ruso, que fuera profesor de
Kurosh, Pontryagin y Tychonoff.
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4. Si U es un abierto de X y K C X es compacto, entonces U N K€ es
abierto en Y, puesto que

(UNK)=U“UK
es unién de dos cerrados de Y.

Teorema 4.26 La compactificacion en un punto de un espacio localmente
compacto y Hausdorff X es un espacio compacto y Hausdorff.

Demostracién. Si z € X y K C X es una vecindad compacta de =,
entonces K° y K¢ son vecindades ajenas de x y de oo respectivamente.
Por otra parte, si {Uy|a € A} es una cubierta abierta de Y = X U {oo},
supongamos que oo € U,,. Sin perder generalidad puede suponerse que
Us, =Y — K para algiin compacto K en Y. Tomemos entonces una sub-
cubierta finita {Uy,,...,U,, } de K, de manera que {Uy,, Uy, ..., Uq, } €S
una subcubierta finita para Y. m

Ejemplo 4.22 La compactificacion en un punto de la recta R es la 1-esfera
St. La compactificacion en un punto del espacio euclidiano R™ es la n-esfera
S™. La compactificacion en un punto del plano complejo C es la esfera de
Riemann S%. O

Ejemplo 4.23 La compactificacion en un punto del espacio R X Z es un

espacio

Vs

new
conocido como el “arete hawaiano”. Este espacio es homeomorfo con la
compactificacion en un punto de R — Z. [J

Ejemplo 4.24 La compactificacion en un punto del espacio R — {0} es un
espacio conocido conocido como la “figura 8”, que es también homeomorfo
con S*/SY. En general, la compactificacion de Alexandroff de R™ — {0} es
S"/S0, como el lector podrd demostrar con facilidad. O
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Es comtn en la literatura denotar la compactificaciéon de Alexandroff
de un espacio X como X. Una propiedad interesante de la compactifica-
cion de Alexandroff es su unicidad, la demostraciéon de lo cual se sugiere
como ejercicio para el lector. Debe demostrarse que si Y y Z son dos com-
pactificaciones de Alexandroff del mismo espacio X, entonces Y y Z son
homeomorfos.

Proposicion 4.27 Si X y Y son espacios homeomorfos, entonces X yY
son espacios homeomorfos.

Demostracién. Ejercicio. m

Ejemplo 4.25 La suspension reducida S* A S™ es la compactificacion en
un punto de S' x 8" — S1v 8™ que es homeomorfo con D"™. O

4.6. Espacios de Lindelof

Se concluye el presente capitulo estudiando propiedades que guardan
analogias interesantes con la compacidad, y que, en los hechos, constituyen
generalizaciones de ésta.

Un espacio topoldgico X se dice numerablemente compacto si toda cu-
bierta abierta y numerable para X admite una subcubierta finita.

Proposicion 4.28 Todo espacio compacto es numerablemente compacto.

Demostracion. Una cubierta numerable es una cubierta. m

Como muestra el siguiente ejemplo, no todo espacio numerablemente
compacto es compacto.

Ejemplo 4.26 FEl primer ordinal no numemble{lzl Q2 =10,9Q) es numerable-
mente compacto con la topologia del orden, pues dada una cubierta nume-
rable y abierta, alguno de los abiertos debe ser no numerable, de manera

I7E] primer ordinal no numerable es el conjunto cuyos elementos son todos los ordinales
finitos o numerables.
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que debe ser justamente ). Por otra parte, no es compacto porque es dis-
creto. Claramente Q es 1°-numerable, pero por el resultado que sigue no es
2°-numerable. [

Proposicion 4.29 Todo espacio 2°-numerable y numerablemente compac-
to es compacto.

Demostraciéon. Ejercicio. m

Un espacio topolégico X se dice secuencialmente compacto si toda su-
cesion en X tiene una subsucesién convergente. Como se muestra en los dos
ejemplos que siguen, las propiedades de compacidad secuencial y compaci-
dad numerable son independientes.

Ejemplo 4.27 El producto de una cantidad numerable de copias de I =
[0, 1] es compacto por el teorema de Tychonoff, de manera que es numerable-
mente compacto. Este espacio, no obstante, no es secuencialmente compac-
to, dado que la sucesion de los vectores unitarios (e,) no tiene subsucesiones
convergentes. [J

Proposicién 4.30 Sea X un espacio topolégico T y 1°-numerable. En-
tonces X es numerablemente compacto si y sélo si es secuencialmente com-
pacto.

Demostracién. Supongamos primero que X es numerablemente compac-
to, y sea () una sucesién en X. Si (x,) no tiene subsucesiones convergen-
tes, entonces, cada punto x € X tiene una vecindad U, que contiene a lo
sumo una cantidad finita de términos de la sucesion. Eligiendo un U, para
cada punto y usando la hipdtesis 1°-numerable, encontramos una cubier-
ta numerable y abierta que no puede reducirse a una finita. Supongamos
reciprocamente que X es secuencialmente compacto, y seald = {Uy|n € N}
una cubierta abierta que no admite una subcubierta finita. Elfjase un punto
xn ¢ Uy U...UU, para cada n € N, y sea x un punto en la cerradura de
A = {xy|n € N}, que existe por hipétesis. Si x € Uy, entonces x,, ¢ Uy, para
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todo n > k, lo que constituye una contradiccién. m

Un espacio topologico X es de Lindeldf si toda cubierta abierta de X
admite una subcubierta numerable. Claramente, todo espacio 2°-numerable
es de Lindelof®] Volveremos sobre esta clase de espacios en la seccién 7.6.

Ejemplo 4.28 La recta real y, en general, todo espacio euclidiano es de
Lindelof. La recta de Sorgenfrey y la recta de Michael son espacios de Lin-
delof. O

Ejemplo 4.29 El primer ordinal no numerable Q = [0,Q) no es un espacio
de Lindeldf, puesto que es no numerable y discreto. [

Proposicion 4.31 Sea X un espacio 2°-numerable. Entonces X es com-
pacto si y solo si es secuencialmente compacto. [

Demostracién. Supéngase que X es compacto, y sea (z,,) una sucesién en
X sin puntos de acumulacion. Para cada z € X elijase una vecindad abierta
U, que contiene a lo sumo una cantidad finita de términos de la sucesion.
Entonces {Uz|r € X} es una cubierta abierta que no admite subcubierta
finita. Supdngase, reciprocamente, que X es secuencialmente compacto, y
sea B = {By|n € N} una base numerable para la topologia de X, que es, en
particular, una cubierta abierta. Por hipdtesis, toda cubierta abierta admite
una subcubierta numerable. Elijase z,, ¢ U; U ... U U, para cada n € N.
Nuevamente, esta es una sucesion sin puntos de adherencia. m

Proposicion 4.32 Todo espacio compacto y 1°-numerable es secuencial-
mente compacto.

Demostracion. Si X es finito no hay nada que demostrar, supéngase en-
tonces que X es infinito. Considérese una sucesién en X con imagen infinita.
Para cada z € X, elfjase un conjunto abierto U, tal que contiene a lo su-
mo una cantidad finita de términos de la sucesién. Es posible encontrar

'8Ernst Leonard Lindelof (1870 - 1946), matematico finlandés.
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el abierto U, con las propiedades propuestas por la hipétesis 71, y por la
suposicién de que (z,) no tiene puntos de adherencia. Entonces, la colec-
cién {U, |z € X} es una cubierta abierta que no admite subcubierta finita. m

Lindelof paracompacto

compacto ———————— localmente compacto

numerablemente compacto

secuencialmente compacto

4.7. Paracompacidad

Sean X un espacio topoldgico y U = {Uy|a € A} una cubierta abierta
para X. Se dice que una cubierta V = {V3|8 € B} es un refinamiento de
U si para cada f € B existe a € A tal que Vg C U,. Un refinamiento que
consta de abiertos se dice que es un refinamiento abierto, en lo que sigue
refinamiento y refinamiento abierto se usaran como sinénimos.

Una familia V de conjuntos de un espacio topolégico X se dice localmen-
te finita si para cada z € X existe una vecindad U € N (x) que intersecta
a lo sumo a una cantidad finita de elementos de V. Un espacio topoldgico
se dice paracompacto si toda cubierta abierta de X admite un refinamiento
localmente finito.

Ejemplo 4.30 Los espacios euclidianos son el paradigma bdsico de la pa-
racompacidad. En particular, la recta rela R es paracompacta, ya que si U
es una cubierta abierta para R, entonces el compacto [n—1,n+ 1] se cubre
con una cantidad finita de elementos delU, de manera que las intersecciones
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de los elementos de U con los intervalos de la forma (n—2,n), (n—1,n+1)
y (n,n 4 2) constituyen un refinamiento localmente finito. O

La paracompacidad es la generalizacién natural de la compacidad.

Proposicion 4.33 Un espacio X es compacto si y solo si toda cubierta
abierta admite un refinamiento abierto localmente finito.

Demostracién. Toda subcubierta es un refinamiento. El reciproco se ob-
tiene tomando un abierto U de la cubierta original por cada abierto V' del
refinamiento finito tal que V C U. m

Proposicion 4.34 Todo compacto es paracompacto.

Demostracién. Nuevamente el argumento es que toda subcubierta es un
refinamiento. m

Claramente toda subcubierta es un refinamiento pero no reciprocamen-
te, existen entonces espacios como los euclidianos que son paracompactos
pero no compactos.

Proposicion 4.35 Todo paracompacto y Hausdorff X es Ts.

Demostracién. Basta demostrar que es regular, dado que T3 es regular y
T} . Tomemos entonces un punto z € X y un cerrado B C X tal que = ¢ B.
Para cada y € B sea V, € N(y) un abierto tal que = ¢ V,,. Si

como

entonces BCVyz¢V. m



120 CAPITULO 4. COMPACIDAD
Proposicion 4.36 Todo paracompacto y Hausdorff X es Ty.

Demostracion. Basta demostrar que es normal, dado que Ty es normal y
T1. Tomemos entonces dos cerrados ajenos A, B C X. Para cada x € A sea
U, € N(z) un abierto tal que BNU, = @. Si

U= |]J U,

€A

como
vc U,

entonces ACUyBNU=0. m

Proposicién 4.37 Todo cerrado en un paracompacto Hausdorff es para-
compacto.

Demostracién. Sean X paracompacto, F C X cerrado y Uy = {U, N
F|a € A} una cubierta de F' por abiertos relativos, entonces U = {U,|a €
A} U{F°} es una cubierta abierta de X. Usando la paracompacidad de X,
tomemos un refinamiento V = {Vj| € B} localmente finito de U, entonces,
Vo ={Vs N F|B € B} es un refinamiento localmente finito de V. m

Teorema 4.38 Todo espacio paracompacto, T y 2°-numerable es metri-
zable.

Demostracién. Tenemos que todo espacio paracompacto es regular, en-
tonces, por el teorema de metrizacién de Urysohn, siendo ademés 17 y
2°-numerable, es metrizable. m
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4.8. Particiones de la Unidad

Una de las caracteristicas mas importante de un espacio paracompacto
es que admite la existencia de particiones de la unidad. Las particiones de
la unidad a su vez adquieren importancia, dado que permiten, a partir de
funciones continuas definidas localmente sobre un espacio dado, construir
una funcién con dominio en todo el espacio, coincidiendo localmente con
las funciones dadas, conservando ademas propiedades como la continuidad,
6 la diferenciabilidad.

Lema 4.39 Si X es paracompacto y Hausdorff, toda cubierta abierta U =
{Ua|ae € A} admite un refinamiento abierto y localmente finito V = {V3|B €
B} tal que para todo 5 € B existe a € A que satisface Vg C U,.

Demostracién. Sea W = {Wj|5 € B} un refinamiento abierto y local-
mente finito de U. Definamos

[

Fg, = U ws
peB—{fo}

para cada By € B. Claramente Fg es cerrado y Fjg C Wg. Por normalidad
existe entonces un abierto Vj tal que existe a con la propiedad de que

Fs CV3 C V3 C W CV,.

La coleccién V = {V| € B} es claramente una cubierta de X y es local-
mente finita. m

Denotemos como usualmente I = [0, 1] C R. Una particion de la unidad
definida sobre un espacio X es una coleccién de funciones continuas

Po X — 1T

para « € A, siendo A un conjunto de indices, de tal manera que se satisface
que para todo x € X:
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1. po(x) =0 para “casi todo”lﬂ ac A
2. > palz) =1

Si dada una cubierta abierta U de X ocurre que para cada o € A existe
U € U tal que
supp (pa) € U

se dice que la particién de la unidad {ps|a € A} estd subordinada a la
cubterta U.

Ejemplo 4.31 Definamos f : R — R mediante

1
e s x>0
f(w)_{o si <0,

Esta funcion es claramente continua, dado que lim,_,o f(x) = 0. Por otra
parte, la funcion g, : R — R definida como g, (x) = f(x—n+1)f(—z+n+1)
es continua y tiene su soporte en Uy, = (n—1,n+1). La funcion G : R - R
dada por
G(x) = gn()
new

es una suma finita en cada punto, es continua, definida positiva y no nula,
de manera que, {pn|n € Z} donde

_ gn ()
=)

es una particion de la unidad sobre R subordinada a la cubierta {Uy,|n € Z}.
O

Teorema 4.40 Si X es un espacio paracompacto, Hausdorff, y
U={U,la € A}

es una cubierta abierta de X, existe una particion de la unidad subordinada
a la cubierta U.

9Todos excepto una cantidad finita.
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Demostracién. Sin perder generalidad, podemos suponer que la cubierta
U = {U,|a € A} es localmente finita. Sean W = {W,|a € A} una cubierta
abierta tal que W, C Ua 'y V = {V,]a € A} una cubierta abierta tal que
V, € Wa. Tenemos entonces

Vo CVo CWaCW, CUa

para todo a € A, de manera que V,, y W¢ son cerrados ajenos en el espacio
normal X. Sea ¢, : X — [0, 1] una funcién de Urysohn que es 1 en V, y 0
en W, entonces
supp (¢a) € Wo C Ua,
y ademas
O(z) =) dal2)
acA
es una suma finita y positiva, porque U es una cubierta y es localmente
finita. Basta entonces definir

Pa ()
xTr) =
para obtener la particién de la unidad cuya existencia ha sido propuesta.

Una wvariedad es un espacio topoldgico de localmente euclidiano, 2°-
numerable y paracompacto. Las particiones de la unidad son la clave para
la introduccion del célculo en la categoria de las variedades diferenciables.
La integral, por ejemplo, se define con facilidad sobre vecindades coordena-
das, ya que son homeomorfas con abiertos euclidianos. La integral se define
entonces localmente. La integral se construye globalmente usando las par-
ticiones de la unidad. El calculo en variedades, es entonces posible, gracias
a las particiones de la unidad.

4.9. Ejercicios

1. Sea X un espacio topoldgico, y definase x ~ y si y sélo si {z,y} no
es distinguible. Demuestre que X/ ~ es Tj.
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10.

11.

CAPITULO 4. COMPACIDAD

. Demuestre que el conjunto ternario de Cantor es compacto.

. Demuestre que dado un espacio con un unico punto {x}, el espacio

compacto abierto X *} es homeomorfo con X.

Demuestre que dados dos espacio topolégicos (X, 1) y (X, 72), para
los cuales 71 C 79, demuestre que si (X, 72) es compacto, entonces
(X, 71) es compacto.

. Demuestre que toda unién finita de espacios compactos es un espacio

compacto.

. Demuestre que la imagen continua y abierta de un conjunto local-

mente compacto es localmente compacto, si el codominio es 7T5.

Demuestre que en un espacio compacto X, toda sucesién (A,) de
conjuntos cerrados anidados no vacios, es decir, tales que A,4+1 C
Ay, entonces NpenA, # @. Demuestre adicionalmente que si d es
un amétrica sobre X y diam(A,) — 0 cuando n — oo, entonces la
interseccion tiene exactamente un punto.

. Proporcione un ejemplo de una sucesién de conjuntos anidados con

interseccién vacia.

. Proporcione un ejemplo de una sucesién de conjuntos anidados tales

que diam(A,,) — 0 cuando n — oo y que tiene interseccién vacia.

Demuestre la imagen continua de un espacio secuencialmente com-
pacto es secuencialmente compacto.

Sea (X, d) un espacio métrico secuencialmente compacto. Sea f : X —
X una aplicacién contractiva, es decir, tal que d(f(z), f(y)) < d(z,y)
para todo z,y € X.

a) Demuestre que la aplicacion g : X — R dada por g(z) =
d(z, f(x)) es continua.

b) Demuestre que f admite un tinico punto fijo.
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12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Sean (X,d) un espacio m’etrico. Definase el espacio métrico (X, )
dada por §(z,y) = min{1,d(z,y)}. Demuestre que todo compacto en
(X,0) es compacto en (X, d).

Demuestre que, con la topologia euclidiana, el conjunto

nEN}

Deuestre que (0,1) no es compacto en la recta euclidiana.

n—+1

A:{O}U{

es un subespacio compacto de la recta.

Determine si [0, 1] N Q es compacto en la recta euclidiana.

Considere X = [0,1) U [2, 3] como subespacio de Rg. Demuestre que
A =10,1), como subespacio de X, es cerrado, acotado y no es com-
pacto.

Demuestre o proporcione un contraejemplo:

a) La unién numerable de compactos es compacto.
b) La compacidad es hereditaria a subespacios.

c¢) La preimagen, bajo una aplicacién continua, de un compacto es
compacta.

d) Todo espacio topolégico compacto tiene a lo sumo una cantidad
finita de puntos aislados.

e) Todo espacio cociente X/A de un espacio compacto X es com-
pacto.

Considere Ry = {z € R|z > 0} con la topologia telescdpica, es decir,
la generada por los intevalos de la forma (x,00).

a) Suponga que 0 < a < b. Demuestre que [a,b) es compacto, y
determine si (a,b] es 0 no compacto.

b) Demuestre que A es compacto si y sélo si inf(A) € A.
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19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.
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¢) Encuentre dos compactos con intereseccién no compacta.

Demuestre que la interseccién de compactos es compacta en un espa-
cio topolégico de Hausdorff.

Sean (X, d) un espacio métrico y A C X compacto y no vacio.

a) Demuestre que para cada x € X existe a, € A tal que d(z, A) =
d(z,az).

b) Demuestre que existen a,b € A tales que didam(A) = d(a,b).

Considere la proyeccién exponencial exp : Rg — S', donde Rg es la
recta de Sorgenfrey, y describa los abiertos de la topologia final sobre
S1, inducida por la exponencial.

Considere S' con la topologia cofinita, y describa los abiertos de la
recta con la topologia inicial inducida por la exponencial.

Demuestre que (0, 1] no es compacto en la recta de Sorgenfrey.

Demuestre que un espacio topolégico (X, 7) es compacto si, y sélo si,
para toda coleccién de cerrados F = {F,|a € A} tal que

() Fa=2,
acA

existe una subcoleccién finita {Fi,..., F,} C F tal que

Fin...NnF,=43.

Determine las compactificaciones de Alexandroff de los intervalos eu-
clidianos (0,1), [0, 1) y[0, 1].

Demuestre que si Y es Tp, entonces Y X es T} con la topologfa compacto-
abierta, para todo espacio X.

Demuestre que si Y es T}, entonces Y es T} con la topologia compacto-
abierta, para todo espacio X.
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28.

29.

Demuestre que si Y es T, entonces Y X es T, con la topologfa compacto-
abierta, para todo espacio X.

Sean X, Y espacios topoldgicos, donde X es compacto y Hausdorff,
demuestre que la evaluacién

e:C(X,Y)x X — Y,

dada por e(f,z) = f(x) es continua. Una posibilidad es ver a la
evaluacién como un caso particular de composicion.
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Capitulo 5

Conexidad

La conexidad es una propiedad topoldgica de fundamental importancia
en el desarrollo de las diversas ramas de esta disciplina. Los espacio to-
poldgicos admiten muy diversas formas de conexidad, la gran mayoria de
las cuales son materia de estudio de la Topologia Algebraica. Como vere-
mos, la conexidad se conserva bajo continuidad y en productos. En este
capitulo estudiaremos la conexidad como propiedad general, ademas de la
0-conexidad, esbozando ademas la n-conexidad.

La conexidad, en sus diversas variantes, es una caracteristica de los es-
pacios topolégicos que tiene profundo significado, puesto que se preserva
bajo aplicaciones continuas. La conexidad es pues, al igual que la compaci-
dad, una de las propiedades llamadas topolégicas que son ademés absolutas,
pues son independientes de si el espacio se ve por si mismo, o si se le ve
como subespacio de un espacio més grande.

5.1. Espacios conexos

Si A y B son dos abiertos ajenos no vacios del espacio topolégico X
tales que AU B = X, se dice que el par (A, B) es una separacion de X.
Un espacio X se dice conero si no admite una separaciéon, es decir, si no
es unién de dos abiertos ajenos no vacios. Una separacién es entonces, una

129
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2-particién por abiertos.

Caracterizaremos a continuacién la conexidad. Una separacion por ce-
rrados de un espacio X es un par (A, B) tal que A y B son dos cerrados
ajenos no vacios de X tales que AU B = X. Llamaremos simplemente
separacion a una separacion por abiertos.

Proposicion 5.1 Las proposiciones siguientes son equivalentes:
1. X no es conexo.
2. X admite una separacion por cerrados.

3. X tiene un subespacio no trivial que es abierto y cerrado.

Demostracién. Si (A, B) es una separacién, entonces A = B¢y B = A€,
de manera que (A, B) es una separacién por cerrados. Si (A, B) es una
separacion por cerrados, como A = B¢, entonces A es abierto y cerrado.
Finalmente, si A es abierto y cerrado, entonces A¢ es abierto y cerrado, por
lo que (A, A°) es una separacién. m

Lo primero que debe presentarse con posterioridad a una definicién es
la muestra de que tal definicién tiene objetos a los cuales puede aplicarse.

Ejemplo 5.1 Fl espacio se Sierpinski es conexo. [
Ejemplo 5.2 Todo espacio indiscreto es conexo. [

Ejemplo 5.3 La recta cofinita es conexa, dado que la union de dos cerrados
ajenos y no vacios cualesquiera es finita. [

Ejemplo 5.4 Un espacio discreto con mds de un punto no es conexo. [J

Sea (X,Y) un par topoldgico, es decir, X es un espacio topolégicoy Y es
un subespacio de X. Una separacion de Y es un par (A, B) de subespacios
de X tales que:

1. Ay B son abiertos en X.
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2. ANY #0y BNY # .
3. (AnB)NY =g
4. Y CAUB.

Un subespacio Y de X es conero, si no admite una separacién por
abiertos de X.

Proposicion 5.2 Un subespacio es conexo si y solo si es conexo como
subespacio.

Demostracién. Basta notar que si (A, B) es una separaciéon de Y por
abiertos de X, entonces (ANY, BNY) es una separacién de Y por abiertos
deY. m

La conexidad es entonces una propiedad absoluta.

Ejemplo 5.5 El subespacio de R? definido como X = {(z,y)|lzy > 1}
no es conexo, dado que los conjuntos A = {(x,y) € R%|z +y > 1} y
B = {(z,y) € R¥z +y < —1} son tales que (AN X,B N X) es una
separacion de X.
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Lema 5.3 Si (A, B) es una separacion de X y C C X es conexo, entonces
CCA¢CCB.

Demostracién. Si suponemos que ANC # @y BNC # &, entonces
claramente (AN C, BN C) es una separacién de C. m

Proposicién 5.4 Si X = {X,|a € A} es una coleccion de espacios cone-
zos tales que Xo N Xg # @ para cualesquiera o, B € A, entonces X = UX
es Un espacio Conero.

Demostracién. Supdéngase que (A, B) es una separacién de X, y consi-
deremos los conjuntos de indices Ay = {a € A|X, C A} y Ap = {a €
A|X, C B}, entonces, en virtud del lema anterior A4UAp = A, ademés de
que ninguno de ellos es vacio. Sia € A4y f € Ap, entonces X,NXg = @,
lo que contradice la hipdtesis inicial. m

Corolario 5.5 Sea X = {X,|a € A} una coleccion de espacios conexos
tales que NX # &, entonces X = UX es un espacio conero. [

Corolario 5.6 Sea X = {X,|a € A} una coleccion de espacios conezos
que tienen un punto en comun, entonces X = UX es un espacio conezo. U

Corolario 5.7 Si X, Y son conexos y X NY # &, entonces X UY es
conexo. [

Corolario 5.8 Si C' es conexo no vacio, y para algun conjunto A # & se
tiene que CNA# @ yCNA® £ &, entonces CNIA # &.

Demostracion. Si CN0JA = &, entonces (C NA°,CnN ZC) es una separa-
cion de C'. =

Noétese que el resultado anterior implica, en particular, que si un cone-
xo C' intersecta tanto al interior como al exterior de A, entonces A tiene
frontera no vacia.
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Ejemplo 5.6 El conjunto X = {0,1,2,3,4} dotado de la topologia
T={X,9,{0},{2,3},{0,2,3},{1,2,3,4}}
no es conexo, puesto que ({0},{1,2,3,4}) es una separacion de X. O

Iniciamos ahora la recuperacion de las propiedades topolégicas de co-
nexidad de los subsespacios euclidianos, en un contexto més general. La
primera de ellas, el hecho de que la imagen continua de un conexo es cone-
Xa.

Teorema 5.9 Sea X conexo. Si f : X — Y es continua y suprayectiva,
entonces Y es conexo.

Demostracién. Si (A, B) es una sepatacién de Y, entonces, por continui-
dad (f~'(A), f~1(B)) es una separacién de X. m

Proposicién 5.10 Si C es conexo y C C D C C, entonces D es conezxo.

Demostracién. Sea (A, B) una separacién de D, supongamos que C C A
usando la conexidad de C. Si z € BN D, entonces x € C'y B € N(z), de
manera que @ # C' N B C AN B, contradiciendo la hipétesis inicial. ®

Los intervalos representan, intuitivamente, el arquetipo de la conexidad,
hecho que ahora verificamos.

Lema 5.11 El intervalo I = [0, 1] es conexo.

Demostracién. Consideremos el intervalo cerrado I = [0, 1] y supongamos
que (A, B) es una separacién de I tal que 0 € A. Dado que B es abierto,
entonces inf(B) ¢ B y como es cerrado, entonces inf(B) € B de donde
B=oyA=1 =

Proposicion 5.12 Los intervalos cerrados de la recta euclidiana son co-
nexos.
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Demostracién. Basta observar que todo intervalo cerrado es homeomorfo
con/. m

Proposicion 5.13 La recta euclidiana es coneza.
Demostracién. Si (A, B) es una separaciéon de R, supongamos que a € A,
be By a < b Como [a,b] es conexo, entonces [a,b] C A 6 [a,b] C B,
contradiciendo nuestra hipétesis inicial. m

En realidad hemos recuperado con el resultado anterior el hecho de que
los tnicos subconjuntos de la recta que son tanto abiertos como cerrados
son @ y el propio R, hecho que es tan conocido como oscuro.

Corolario 5.14 Todo intervalo abierto de la recta euclidiana es conexo.

Demostracion. Todo intervalo abierto es homeomorfo con la recta. m

Lema 5.15 Los intervalos de la recta euclidiana son conezxos.

Demostracién. Basta notar que (a,b) C (a,b] C [a,b], que (a,b) C [a,b) C
[CL,b], y que (a7 b) = [a’v b] u

Proposicién 5.16 Si A C R es conexo entonces es un intervalo.

Demostracién. Basta demostrar que si a,b € Ay a < b, entonces [a, b] C
A. Supongamos lo contrario y seax € Rtalquea < x < by a € A, entonces
los conjuntos (—oo,z) N Ay (z,00) N A constituyen una separacién de A.
[ ]

Los resultados anteriores nos conducen a la conclusién de que, en la
recta real con la topologia euclidiana, los tinicos conjuntos conexos son los
intervalos.
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Corolario 5.17 Un subespacio de la resta euclidiana es conexo si y solo
st es un intervalo. W

Como consecuencia adicional, dada una funcién continua f : R — R, la
imagen bajo f de todo intervalo es también un intervalo.

Corolario 5.18 Sean X conexo y f : X — R es continua y f(a) < f(b),
entonces para todot € R con f(a) <t < f(b) existe x € X tal que f(x) = t.
|

Un resultado clasico en Célculo es el siguiente, que se muestra ahora
con su verdadera naturaleza topoldgica, al igual que una bella consecuencia
de él: el teorema de punto fijo de Brouwel{ﬂ

Corolario 5.19 (Teorema del valor intermedio) Sea f: R — R con-

tinua y tal que f(a) < 0 < f(b), entonces existe t € R tal que f(t) = 0.
|

Ejemplo 5.7 Una aplicacion interesante es el teorema de punto fijo, cuya
version mds general se debe a Brouwer. Dado I = [0,1] consideremos una
funcion continua f : I — I. Si suponemos que f(x) # x para todo x € I,
entonces los conjuntos A = {z € I|f(x) < z} yb = {z € I|f(x) > =}
constituyen una particion de I. O

'Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 - 1966), matematico holandés.
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5.2. Productos

En esta seccion nos proponemos demostrar el resultado analogo al Teo-
rema de Tychonoff para conexidad, resultado al que identificaremos como
el teorema de los productos conexos.

Proposicion 5.20 Si cada par de puntos de un espacio X estdn contenidos
en un conjunto conexo, entonces X es conexo.

Demostracién. Si (A, B) es una separacién de X, tomemos dos puntos
x €A, y€ Byun conexo C C X con z,y € C, entonces (ANC,BNC) es
una separaciéon de C'. =

Este resultado nos permitira demostrar la conexidad un producto finito
de conexos.

Lema 5.21 FEl producto cartesiano de una familia finita de espacios to-
poldgicos es un espacio conexo si y solo si cada factor es un espacio conexo.

Demostracién. Sean Xi,...,X,, espacios topoldgicos y X su producto.
Si X es conexo, entonces cada factor es conexo por la continuidad de las
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proyecciones. Demostraremos ahora que si cada factor es conexo, entonces el
producto es conexo, iniciando con el producto de dos espacios. Sean X, Xo
espacios topolégicos conexos, y consideremos dos puntos z = (z1,22),y =
(y1,92) € X = X1 x X5. Basta demostrar que existe un conexo C C X tal
que z,y € C. Si x1 = yi, entonces basta hacer C' = {(z1,2)|z € X2}, que
es conexo porque es homeomorfo con Xs. Si x9 = ys, entonces basta hacer
C = {(z,z2)|z € X1}, que es conexo porque es homeomorfo con Xj.

Xo
z Yy
Y2 >
X9 o -~ ox |
x1 Y1 X1

Si los puntos tienen ambas coordenadas distintas, tomemos z = (z1,y2),
entonces, haciendo

C={(z1,2)|z € Xo} U{(z,42)|z € X1}

obtenemos el subespacio conexo deseado, puesto que es la unién de dos co-
nexos con un punto comun. Por el primer resultado de la seccién X7 x Xo
es conexo. El resultado se cumple para un producto finito arbitrario por
induccién sobre el niimero de factores. m

Consideremos ahora un producto arbitrario de espacios topoldgicos co-
nexos. Sean X = {X,|a € A} una coleccién de espacios topoldgicos y X
su producto. Dados dos puntos z,y € X definimos A, , = {a € Alpo(z) #
Pa(y)}. Decimos que z, y son casi iguales, si Ay, es finito, lo que deno-
tamos mediante x = y. Dos puntos entonces son casi iguales si difieren en
una cantidad finita de coordenadas, de manera que todos los puntos de un
producto finito son casi iguales. Notemos por otra parte que:
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LAy = Ay
2. si x =y, entonces r = y
3. Apr =@
Para a € X arbitrario pero fijo, consideremos el subespacio
Xo ={z € X[z = a},

para demostrar que X es conexo, es suficiente demostrar que X, es conexo
y denso en X.

Demostraremos primero que X, es denso en X. Sea U C X un abierto
bésico para la topologia producto sobre X, entonces U tiene la forma

U=p3(Uay)N...0po (Uay),

donde U,, C X,, es abierto y no vacio para k = 1,...,n. Elijjamos ahora
ZTa, € Uy, para k =1,...,n, y definamos el punto z € X tal que:

L. pa,(z) =24, parak=1,...,n,y

2. po(z) = aq para a ¢ {aq,...,an}.

Por construccién es entonces claro que x € U y x = a, por lo que = € X,.
Queda con ello demostrada la densidad.

Para demostrar la conexidad, sea z,y € X, dos puntos arbitrarios, y
supongamos que Az, U Ay, = {ai1,...,a,}, entonces, por el resultado
anterior

Y =X, x...xX,,

es conexo. El espacio Z de los puntos z € X, tales que:
L. pa,(2) € Xo, parak=1,...,n,y
2. pa(z) = aq para a ¢ {aq,...,an},

es homeomorfo con Y y es tal que x,y,a € Z. Entonces dos puntos cuales-
quiera de X, estan contenidos en un conexo contenido en X,, de donde se
sigue la conexidad de X,.
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Teorema 5.22 (de los productos conexos) FEl producto cartesiano de
una familia de espacios topoldgicos es un espacio conexo si y solo si cada
factor es un espacio conezxo.

Demostracién. Sea X = {X,|a € A} una coleccién de espacios topoldgi-
cos, v denotemos por X el producto cartesiano de la coleccién X. Si X
es conexo, la continuidad de las proyecciones p, : X — X, garantiza la
conexidad de cada uno de los factores. Supongamos ahora reciprocamente
que X, es un espacio conexo para todo a € A, para demostrar que X es
conexo, basta observar que, con la notacion de la discusién previa, X, es
conexoy X, = X paratodoa € X. m

Al igual que en el caso de la compacidad, la conexidad de un producto
descansa sobre el axioma de eleccién, y es también equivalente con él, como
demostraremos luego de enunciar los siguientes resultados inmediatos, que
constituyen ademas, ejemplos valiosos.

Corolario 5.23 La esfera S*¥ C R¥*! es conexa para k > 1.

Demostracién. Observemos primero que el circulo S' es un espacio co-
nexo, dado que D} = {(z,y) € S'|ly > 0} y DL = {(z,y) € S'|ly < 0},
siendo homeomorfos con [—1, 1] son conexos, y ademds S! = D}r uD!. Cla-
ramente el k-disco D¥ = {z € R¥ : |z| < 1} homeomorfo con el producto I*
y en consecuencia, es conexo. El k-disco DF esa ademés homeomorfo con
Dft = {(z,y) € S Yz > 0} y con DF = {(z,y) € S*Hapy < 0},
por lo que ambos espacios son conexos. Procediendo por induccién sobre
la dimensién mediante el uso del hecho de que Dﬁ N DF = S* vy que
Di U D¥ = §**+1 se obtiene la conexidad propuesta. m

La esfera S* es también compacta, dado que es un subespacio cerrado
de D¥*1, para todo k > 0.

Corolario 5.24 Los espacios proyectivos RP™ y CP"™ son coneros para
todo n > 0.
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Demostracién. Basta observar que las proyecciones obvias ¢ : S — RP"™
y q: 8?1 — CP™ son aplicaciones continuas. m

El lector no tendra dificultad en verificar que espacios conocidos como la
banda de Mobius, el 2-Toro , y la Botella de Klein son conexos y compactos.
Pasamos ahora a la demostracion anunciada.

Teorema 5.25 El teorema de los productos conexos es equivalente con el
axioma de eleccion.

Demostracion. El teorema de los productos conexos es, claramente, conse-
cuencia del axioma de eleccién. Para demostrar el reciproco, coonsideremos
una colecciéon Y = {Y,|a € A} una coleccién no vacia de conjuntos no
vacios, y sea

vé | Ya,

acA

punto cuya existencia qued6 aclarada en la demostracién del teorema de
Tychonoff. Supondremos que A es una coleccién infinita, dado que en el
caso finito el resultado es obvio.

Denotemos X, = Y, U {y}, y dbtese a este conjunto de la topologia
Ta = {Xa, Yo, {y}, @}, respecto de la cual claramente no es conexo, y por
hipdtesis, entonces el producto

X:HXQ

acA

tampoco es conexo. Denotemos D, = {a € Alpn(z) = y}, y observemos

que si
V=] Ya=[)ra'(¥a),

acA acA

donde p, : X — X, es la proyeccién, entonces

Y ={z € X|D, = o).
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Supongamos que Y = &, demostraremos que Y¢ = X — Y es conexo, con
lo que quedard establecido que Y¢ # X. Sea § € X tal que p,(y) = y para
todo a € A.

Si (A, B) es una separacion de Y¢ = {z € X|D, # @}, puede suponerse
sin pérdida de generalidad que § € A, y sea V un bésico de X tal que
g € V C A; tal bésico existe porque A € N () en X. Dada la estructura
de la topologia producto, V tiene la forma

V=pal(y)N...0p () Npg (Ya) N ... 0pgt (Ya,),

para a1,...,0%, 51,...,8m € A, de manera que V contiene al menos un
punto x € X tal que po(z) # y para algin a« € A. Sean z € By U
un bésico tal que x € U C B, tal bdsico existe porque B € N(z) en X.
Anélogamente observamos que U tiene la forma

-1 ~1 -1 ~1
U= Pay iy (y)N... ﬁpakﬂ, (y) mmeJrl (ng+l) n... ﬂpﬁmﬂ_ (ng+j),

para Qp41,-- -5 Whti, Bmt1s-- -5 Bmyj € A. Pero claramente U NV # @,
puesto que, sin recurir al axioma de eleccién, por tratarse de una coleccion
finita, podemos encontrar un punto z € X tal que pg,(2) € Y3, paral <t <
m+Jj y pa(z) = y en cualquier otro caso. Con ello se contradice la hipétesis
de que (A, B) sea una separacién para Y, y por consiguiente Y # &. m

Corolario 5.26 FEl teorema de los productos conexos es equivalente con el
teorema de Tychonoff.

Demostracién. Ambos son equivalentes con el axioma de eleccion. m

5.3. Componentes

Un espacio que no es conexo, contiene de cualquier manera, subespacios
conexos bien definidos que lo constituyen, que son, justamente sus compo-
nentes conexas.
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Sean X un espacio topolégico y & € X un punto arbitrario, y sea Cg,
la coleccién de todos los subespacios conexos de X que contienen a z. El
conjunto

C(z)=JCn

es conexo, dado que es la unién de una colecciéon de conexos que comparten
un punto, y es, por construccién, el maximo conexo que contiene a x. Se
dice que C(x) es la componente conexa de x.

Ejemplo 5.8 Si X es conezxo, C(x) = X para todo x € X. O

Estableciendo z ~ y siy € C(x), se obtiene una relacién de equivalencia,
cuyas clases de equivalencia, son justamente las componentes conexas. Los
detalles se proponen como ejercicio para el lector.

Un espacio topolégico es totalmente disconexo, si sus componentes son
puntos, es decir, si C(xz) = {z} para todo z € X.

Ejemplo 5.9 Un espacio discreto es totalmente disconexo. [

Proposicién 5.27 Las componentes conexas son subespacios cerrados.

Demostracién. Dado que C(z) es conexo, entonces C(z) C C(z). m

Si un espacio tiene una cantidad finita de componentes conexas, las
componentes son también subespacios abiertos, no obstante, en el caso de
una cantidad infinita de componentes, no es necesariamente el caso.

Ejemplo 5.10 EI conjunto de los racionales es totalmente disconexo en la
recta euclidiana, sus componentes son puntos, que son cerrados, pero no
son abiertos. 1

Ejemplo 5.11 La recta de Sorgenfrey no es conexa, y es ademds, total-
mente disconexa. [



5.4. ESPACIOS TRAYECTOCONEXOS 143

5.4. Espacios trayectoconexos

El hecho de que un subespacio de la recta sea conexo si y sélo si es un
intervalo, hace de los intervalos un el arquetipo geométrico de la conexidad.
Un intervalo cerrado en particular es conexo y puede decirse que “conecta”
sus extremos o que es un “camino” entre ellos.

Una trayectoria en el espacio topoldgico X es una aplicacién continua
a: I — X donde I =0, 1]. Los puntos zo = a(0) y z1 = a(1) se dice que
son los extremos de la trayectoria .. Con el concepto de trayectoria aparece
también la nocién de orientaciénﬂ que se “hereda” de la orientacién natural
de la recta euclidiana. En este sentido, es conveniente distinguir entre los
“extremos” de una trayectoriaﬂ por ello diremos que «(0) es el origen de
la trayectoria a, y que (1) es su extremo.

Un espacio se dice que es trayectoconexo é conexo por trayectorias si para
dos puntos cualesquiera xg, 1 € X existe una trayectoria o : I — X tal que
xo = a(0) y 1 = a(1). Dos puntos que son extremos de una trayectoria se
dice que son homo’topoﬂ y notamos con facilidad que la homotopia es una
relacion de equivalencia sobre el espacio X. La clase de homotopia de un
punto X de denota por [z] y se conoce como la componente trayecto-conezra
de z € X.

Proposicion 5.28 Todo espacio trayectoconexo es conexo.

Demostracion. Ejercicio. m

Ejemplo 5.12 La recta de Sorgenfrey no es trayectoconera, dado que no
es conezxa. [

Introduciremos ahora una operacién binaria en el espacio C' (X 1 ) de las
tra‘yectoriaﬂ sobre X. Consideremos dos trayectorias a y # en un espacio

2La nocién de direccidn es también un subproducto de esta definicién, y serd de gran
importancia en el estudio de la convergencia.

3En términos de categorfas, a es un morfismo con dominio a(0), y codominio o(1).

4Es frecuente que se les llama también conectables.

5Con el mismo significado que C(X7) se usan las notaciones M (I, X) y P(X).
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topologico X tales que (1) = 3(0). El producto « * 8 es una trayectoria
dada por

a(2t) si 0<

axs() = { L 0<

p2t—1) si 5<

donde observamos que la continuidad estd garantizada por el lema de pega-
dura. El producto de trayectorias consiste basicamente en reparametrizar
cada una de ellas y “continuar” la segunda en el punto en el que termina
la primera. Llamaremos concatenacion a este producto de trayectorias.

)

IA A
— D[

t
t

Un arco es una trayectoria que es un homeomorfismo sobre su imagen,
y un espacio topoldgico se dice arcoconexro si admite un arco entre dos
cualesquiera de sus puntos. La imagen que sigue representa una trayectoria
que no es un arco.

No toda trayectoria es un arco, y no todo espacio trayectoconexo es
arcoconexo

Ejemplo 5.13 El espacio de Sierpinski X no es arcoconexo, puesto que
no contiene ningun espacio homeomorfo con un intervalo. No obstante, es
trayectoconexo, puesto que la aplicacion o : I — X dada por a(t) = 0 para
t€[0,1) y a(l) =1 es continua. O
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Muchas de las propiedades de los espacios conexos se reflejan casi con
exactitud en las propiedades de los espacios trayectoconexos.

Proposiciéon 5.29 La imagen continua de una espacio trayectonexo es tra-
yectoconeza.

Demostracién. Ejercicio. m

No todo espacio conexo es trayectoconexo, como se puede observar en
los ejemplos siguientes. El ejemplo tipico es el espacio conocido como seno
topoldgico.

>

e

o

e

Ejemplo 5.14 (El seno topolégico) Consideremos el espacio
X = ({0} x [=1,1]) U{(¢,sen (7/t)) |z € (0, 1]}

como subespacio del plano euclidiano R?. La aplicacion dada por o(t) =
(t,sen(w/t)) es claramente continua sobre (0,1], de manera que su grdfica Y
es conexa, entonces X es conexo porque es la cerradura de Y. Sin embargo,
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X no es trayectoconexo, para demostrarlo, supongase que v : I — X es una
trayectoria con y(0) = (1,0) y v(1) = (0,s), y consideremos la sucesion

(tn) sobre I tal que y(t,) = (ﬁ, il) € X. Sin perder generalidad puede

suponerse que y es un arco y que p1oy(t) =0 si y sdlo sit =1, de manera
entonces que existe pro~y : I — I y es un homeomorfismo. Por continuidad

se stgue que la convergencia de la sucesion ) implica la convergencia

_2
2n+1

de (t,) donde p1o~(t,) = 2n2ﬁ No obstante, (t,) no es convergente porque

(507 < oy

Se contradice asi la continuidad de ~y. [

Recordemos que dos puntos x,y € X son puntos homdtopos si son co-
nectables por una trayectoria, lo que denotamos mediante z ~ y. La homo-
topia de puntos es una relacién de equivalencia, y llamaremos componentes
trayectocoenzas a las clases de equivalencia correspondientes, mismas que
alternativamente llamaremos también clases de homotopia. Denotaremos
mediante [z] la clase de homotopia del punto x, de manera que y € [z] si y
solo si x ~ y.

El caso del seno topoldgico muestra también que, a diferencia de la
conexidad, existen espacios trayectoconexos con ceradura no trayectocone-
xa, de modo que las componentes trayectoconexas no son necesariamente
cerradas. Denotaremos mediante

ﬂ'o(X) :X/ >~

el cociente del espacio topolégico X, respecto de la relacién de homotopia.
Este es un invariante topoldgico de suprema importancia, y de hecho es,
el primero de los invariantes homotdpicos. Por las observaciones hechas
en los pérrafos previos, mo(X) es un espacio topolégico no necesariamente
discreto.

Un par topoldgico es un par de la forma (X, A) donde X es un espacio
topolégico y A es un subespacio de X. Para xg € X, el par topoldgico
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(X, {z0}) se dice que es un espacio punteado, se denota simplemente como
(X, xzp), v se dice que zg es el punto base de (X, xg).

Un aplicacidon de pares topoldgicos f : (X, A) — (Y, B) es una aplicacién
continua f : X — Y tal que f(A) C B. Una aplicacion punteada es una
aplicacion de pares entre espacios punteados. Para dos espacios punteados
(X,z0) v (Y, 40), suele usarse la notacién

[(X7 xO)v (Yv yO)] = To ((K yO)(X’$O)> .

Un lazo en X es una trayectoria a : I — X tal que a(0) = a(l).
Alternativamente, un lazo en X puede verse como una aplicacion de pares
a: (1,{0,1}) — (X,z0), o como una palicacién de espacios punteados
a: (S ) = (X, z0).

Sean X un espacio topoldgico y x¢ un punto arbitrario y fijo de X; de-
notemos ademés * = 1 € S°. Consideremos ahora el espacio de aplicaciones
X SO, y el subespacio de las aplicaciones punteadas (X, :ZI())(SO7*).

Proposiciéon 5.30 Todo espacio topologico X es homeomorfo con
(Xa xO)(SO7*)a
para cualquier punto xg € X.

Demostracién. Ejercicio. ®

Corolario 5.31 Los espacios cociente mo(X) y [(S°, %), (X, x0)] son ho-
meomorfos. B

Se obtiene como conclusién que [(SY, %), (X, z0)] es topolégicamente in-
dependiente del punto base zg, por lo que bastara escribir [S°, X], siendo
redundante la notacién (X, xg). Adoptaremos la notacién Q(X, xy) para
hacer referencia a M ((S°, %), (X, x¢)), reduciéndose a 2(X) para el caso en
el que X es un espacio trayectoconexo, y de la misma manera, denotaremos
71(X) bajo la hipdtesis de trayectoconexidad.
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Proposicion 5.32 Sea X un espacio topoldgico trayectoconexo. Si X es
T5, entonces Q(X) es un espacio Ty, con la topologia comnpacto-abierta.

Demostracién. Ya demostramos en el capitulo previo que X es Hausdorff
con la topologia compecto-abierta, si y sélo si X es Hausdorff. Entonces,
para X Hausdorff, se tiene que X' es Hausdorff, y en consecuencia lo es
QAX)C X! m

La posibilidad de considerar al espacios de lazos (X) como un espacio
topoldgico es harto trascendente, dado que es posible aplicarle el functor o,
lo cual, hecho de forma recurrente nos conduce a los grupos de homotopia,
tema del capitulo 8.

5.5. Conexidad local

Un espacio topolégico X es localmente conexo si para cada x € X se
tiene que toda vecindad de x contiene una vecindad abierta y conexa de =x.
Equivalentemente, un espacio es localmente conexo si su topologia admite
una base de conjuntos conexos.

Ejemplo 5.15 El seno topoldgico es un ejemplo de espacio conexo que no
es localmente conezo, pues los puntos de la forma (0, s) no tienen vecindades
conezxas, de hecho, no admite vecindades trayectoconexas. [

El circulo de Varsovia es una variante trayectoconexa del seno topolégi-
co, v es la unién del seno topolégico con la imagen de un arco en R? cuyos
extremos sean (0,—1) y (1,0), y de froma que el resto de sus puntos no
pertenecen al seno topolégico.
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/ 7

Ejemplo 5.16 El circulo de Varsovia es un ejemplo de espacio trayecto-
conexo que no es localmente trayectoconero, pues los puntos de la forma
(0, 8) no tienen vecindades trayectoconezxas. [

Un espacio topolégico X es localmente trayectoconero si para cada
x € X se tiene que toda vecindad de x contiene una vecindad abierta y
trayectoconexa de x. Equivalentemente, un espacio es localmente trayecto-
conexo si su topologia admite una base de conjuntos trayectoconexos.

Como hemos visto antes, todo espacio trayectoconexo es conexo. Kl
siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion de los espacios co-
nexos que son trayectoconexos.

Proposicion 5.33 Todos espacio conexo y localmente trayectoconexo es
trayectoconexo.

Demostraciéon. Sea X un espacio conexo y localmente trayectoconexo, de-
mostraremos que la componente trayectoconexa [:1:] de un punto arbitrario
x € X es simultdneamente abierta y cerrada. Sean y € [z] y U una vecindad
abierta y trayectoconexa de y. Para z € U elijanse trayectorias o de x a y
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y B de y a z, entonces a5 es una trayectoria de x a z, con lo que entonces
U C [z] y [z] es abierto.

Supongamos ahora que y € [x], y sean U una vecindad trayectoconexa de
y, ademds de z € [x] NU. Si « es una trayectoria de = a z, que existe
porque z € [z], y [ es una trayectoria de z a y, que existe porque U es
trayectoconexa, entonces « * /3 es una trayectoria de = a y. Entonces [z] es
cerrado.

Tenemos asi que [z] es abierto y cerrado, por lo que, necesariamente X =
[z]. =

5.6. Homotopias

Dados dos espacios topoldgicos X, Y y dos aplicaciones continuas fy, fi :
X — Y, decimos que tales aplicaciones son homdtopas si existe una homo-
topia entre ellas, es decir, una aplicacion continua F' : X x I — Y tal que
F(0,z) = fo(z) y F(1,2) = fi(x). Si fo y f1 son homdtopas, denotamos
fo =~ fi, y si, mas especificamente, F' es una homotopia entre fo y fi,
denotamos F : fy ~ fi.

Notemos que una homotopia F' : fo ~ f1 se corresponde de manera
Unica con una trayectoria F' : I — M(X,Y) con extremos fy y fi, dado



5.6. HOMOTOPIAS 151

que I es compacto, y en consecuencia, localmente compacto.

~

F(t)(z) = F(x,1)

Por otra parte, es claro también que toda trayectoria en M(X,Y) se
asocia de manera tnica con una homotopia entre dos aplicaciones de X en
Y. Dos aplicaciones fy y fi son conectables en M(X,Y) si y sélo si son
homotopas.

S

)

1 X fo

De lo anterior se tiene que la homotopia de funciones es una relacién de
equivalencia y que las clases de equivalencia, llamadas clases de homotopia
se corresponden biunivocamente con las componentes trayectoconexas de
M(X,Y).

Consideremos el caso particular de M ((1,{0,1}), (X, o)), mismo que,
por las observaciones de las secciones previas, podemos denotar por (X, )
dado que se corresponde con M ((S1,1), (X, x0)).

Nos interesa en particular la homotopia entre trayectorias. Denotaremos
mediante P(X) el espacio de las trayectorias en X, como subespacio del es-
pacio compacto-abierto X?. El subespacio de las trayectorias o € P(X) con
extremos «(0) = zg y a(1) = x1 serd simbolizado mediante P(X, zg, z1), en
tanto que para P (X, xo, x¢) emplearemos la ya conocida expresiéon (X, o).

Dos trayectorias ag, a1 € P(X,xg,21) son homdtopas, si existe una
homotopia H : I x I — X tal que:

1. H(s,0) = ap(s) para todo s € I,
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2. H(s,1) = ai(s) para todo s € I,
3. H(0,t) =z, y
4. H(l,t) =T1.

Notemos que si se escribe ay(s) = H(s,t), entonces oy € P(X, zp,x1),
de manera que H es una trayectoria en P (X, zg, 1), y satisface H(t) = .

aq
aq
H H
Tor------------- T
ay Qi
Qg
Qg

En el rectangulo de la izquierda se representa el producto I x I, y se
ilustra el hecho de que H(0,t) = z9 y H(1,t) = x1 para cualquier valor
t € 1. En este rectangulo, la restriccién oy, de H al segmeto vertical I x {t}
es una trayectoria de xyp a z1. Es decir, la homotopia es una trayectoria
entre trayectorias.

Siy € P(X,x, 1), entonces definimos la trayectoria inversa de v, como
la trayectoria y~! € P(X, 21, 70) mediante

7 () = (1 - 1),

de manera que v *y~! € Q(X,z0) y ademds v * 7~
lazo constante en xg.

Una posible homotopia H : y*~~
definida como sigue.

L~ ¢,,, donde ¢, es el

L~ ¢, eslaaplicacion H : I x I — X

v(s) si 0<s< i
0= 7 () = (5 s gt<s< i
7~ 1(s) si %gsgl
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Intuitivamente, la homotopia H no es otra cosa que la expresién ma-
tematica del hecho de “encoger” continuamente la concatenacién y+y~1, lo
que se esquematiza mediante la ilustracion siguiente. En ella, los extremos
verticales y el area triangular sombreada se aplican sobre el punto base x.

Lo
Zo Zo

Anslogamente, v~ ! % 4 ~ ¢;,. Por otra parte, de donde se deduce con

facilidad que v * ¢z, >~ vy ¢go * v = 7. La aplicacion H : I x I — X dada
por

IA
i

(e}
IA
A
—_

S

( ) i) S1
H(s,t) = _ _
v (28143#) si t<s

[y
[\

es una homotopia entre c,, *x v y v, en tanto que GG, dada como sigue, es
una homotopia entre v * ¢z, y 7.

G(s,t) :{ ’Y(%) si ?St

S
I si TSSSl

Ambas homotopias se ilustran en la figura que sigue.
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Y Y

Zo H T o G T

Cag g v Cag

Tenemos entonces que la trayectoria constante c;, es una identidad
izquierda, salvo homotopia, para today € P(X, zo, x1), de la misma manera
que ¢z, es una identidad derecha, salvo homotopia, para la misma coleccién
de trayectorias. La coleccién

P(X
n(x) = 248
cuyos elementos son las clases de homotopia de trayectorias en X, tiene
estructura de semigrupo, donde el producto, inducido por la concatenacion

[][B] = o f]

estd definido siempre que a(1) = £(0). Un primer deber es demostrar que
la definicién anterior tiene sentido. Previo a ello, notemos que a ~ « para
toda a € P(X,xz,21). La homotopia identidad J, : I x I — X dada
por Ju(s,t) = a(s) es una posible, pues Jo: 1 — P(X) es la trayectoria
constante j;(t) = a.

Proposicién 5.34 Supongamos que o ~ o' € P(X,x9,21) y B ~ 3 €
P(X,xz1,x2), entonces ax 3~ o' x (.

Demostracion. Basta demostrar que a*x 8 ~axf yaxf ~ao' * ', lo
que se ilustra como sigue.
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o oy o B
X0 Ja HB 1 x H, JB’ xo
(6] /B (6] ,8/

Los detalles se proponen como ejercicio. ®

Como el lector habra notado, una vez que conocemos las propiedades
de las trayectorias, las propiedades de las homotopias se siguen de ellas. No
obstante, la version que aqui se presenta en términos de homotopias y sus
diagramas se incluye apelando a su valor didactico. La concatenacién de
las dos homotopias en la demostracién anterior se ilustra en la figura que
sigue.

H, ng

Jo Hg

La operacién anterior, definida sobre las clases de homotopia de tra-
yectorias, en términos de la concatenacion, es asociativa, y cada clase de
homotopia es invertible como se explica en lo que resta de la seccién.

La cocatenacion de trayectorias es asociativa salvo homotopia, como se
ilustra en la figura que sigue. Los detalles de la homotopia se proponen
como ejercicio.
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« 6 Yy

Dado que a+(8x7) = (ax8)+7, entonces [a)([8]11]) = ([a][8]) * [y]. Por
otra parte, denotando 1, = [¢,], tenemos un elemento identidad en IT(X)
para cada x € X. Esta estructura de grupoide hace de II(X) el grupoide
fundamental de X.

Si X es trayectoconexo, mucha de la informacién contenida el el gru-
poide fundamental II(X) es redundante. Eligiendo un punto zp € X, y una
trayectoria cualquiera ¢, puede considerarse parte de un lazo basado en
g, con lo que concentramos la informacién de conectividad en los lazos
basados en uno cualquiera de los puntos de X. Por otra parte, nos permite
tener una tUnica identidad y enriquecer la estructura algebraica, a través de
la construccion del grupo fundamental, que sera expuesta en al capitulo 8.
El tema de la seccién siguiente es una construccién previa de gran interés.

5.7. Lazos y H-grupos

Un H-grupo es basicamente un “grupo salvo homotopia”, es decir, una
estructura algebraica en la que se sustituye el signo “=" en la definicién de
grupo por “~”. Los H-grupos se conocen también como H-espacios 6 espa-
cios de Hopff] Volveremos sobre esta nocién con més detalle en el capitulo
8. Concentraremos ahora la atencién en Q(X,z9) C P(X), que hereda la

asociatividad salvo homotopia, y la invertibilidad de sus elementos. Final-

SHeinz Hopf (1894 - 1971), matemdtico alemén. La ciudad alemana de Grabshen, en
la que Hopf nacid, forma hoy parte de Polonia y se llama Wroclaw.
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mente, el lazo constante e;, una identidad, salvo homotopia, y toda otra
identidad ¢ € (X, z¢) es obviamente homdtopa con ¢y, .

Proposicién 5.35 Sean o, € Q(X, z,,) tales que
QL™ ka,

entonces L > ey, .

Demostraciéon. Es suficiente observar que ¢ >~ ¢ x ez, ~ ez,. W

En el caso particular en el que X es un espacio de Hausdorfl, es cla-
ro que el espacio de lazos Q(X, zg) es también un espacio de Hausdorff, y
pretendemos demostrar que el espacio de lazos es un H-grupo, para lo cual
requerimos la definicién de una operacién binaria con las propiedades des-
critas. La operacién en cuestién es la composicién de trayectorias definida
como sigue:

_ a2t) ara
o ft) = { B(1 —2t) gara

= —
IA IA
~
IA INA
e L

Con auxilio de las ilustraciones siguientes puede demostrarse con faci-
lidad que el espacio de lazos Q(X, zg) satisface los axiomas de H-grupo.
Consideremos «, 3,v € Q(X, zg) tres lazos cualesquiera, denotemos por e,
el lazo constante e,, : I — X dado por e, (t) = xo para todo ¢t € I y por
a~!: T — X el lazo inverso del lazo a dado mediante o~ !(¢) = a(1 — t).

1. Que ax(Bx*v) =~ (ax ) *y se sigue de la homotopia ilustrada como
sigue obteniendo la asociatividad salvo homotopia.
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Zo Zo

2. La homotopia que se ilustra con la figuras siguientes muestra que el
lazo constante es meutro salvo homotopia en el espacio de lazos, es
decir que o * €5, ™~ a = ez, * Q.

Lo Lo Lo Lo

3. El lazo inverso es un inverso salvo homotopia como se deduce de las

figuras que siguen, las cuales ilustran el hecho de que a*xa™1 ~ ¢, ~

0171 * (.
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Cxo Cao

Lo o
o o o o

Un inverso homotépiC(ﬂ de a € Q(X, ) no es, en general, tinico, pues
para cada 8 ~ a1, con 8 € Q(X,x) ocurre que a * 3 ~ ez, ~ 3 * a.
Con el producto definido antes sobre las clases de homotopia de lazos, no
es complicado ver que es espacio (X, zg), cuyos puntos son los lazos en
X, con punto base en xg, es un H-espacio.

Proposicién 5.36 Si X es un H-espacio, entonces mo(X) tiene estructura
de grupo.

Demostracién. Por hipétesis X estd equipado con una operacién binaria
x 1 X x X — X que es asociativa salvo homotopia, tiene neutro homotdpico
e inversos homotdpicos. Entonces, la operacién binaria sobre mo(X) dada
por [x]ly] = [x*y] estd bien definida, es asociativa y tiene neutro e inversos.
[

De acuerdo con este resultado, m (Q2(X.zg)) tiene estructura de grupo.
Este es el grupo fundamental del espacio punteadcﬂ (X, zp), mismo que suele
denotarse por 71 (X, z¢). Deberemos esperar hasta el capitulo 8 para discutir
mas detalles sobre el grupo fundamental y otros grupos de homotopia.
Nétese que un espacio punteado es un par topoldgico de la forma (X, {zo}),
que se denota mediante (X, z) por economia notacional.

"Salvo homotopfa.
8Espacio con punto base.
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5.8.

1.

CAPITULO 5. CONEXIDAD

Ejercicios

Sea X un espacio topolégico, y definase z ~ y si y sélo si {x,y} no
es distinguible. Demuestre que X/ ~ es Tj.

. Dado un espacio topolégico X, sean A y B subespacios de X. Se dice

que Ay B son conjuntos separados si ANB = @ = AN B. Demuestre
que:

a) el conjunto vacio es separado de cualquier otro conjunto, y en
particular, es separado de si mismo,

b) X es conexo siy s6lo sino es la unién de dos conjuntos separados
y no vacios,

¢) dos conjuntos separados son ajenos, pero el reciproco no se cum-
ple.

. Determine si los siguientes pares de conjuntos son o no separados.

a) A={(2,5)}y B=1{(1,-2),(4,2)} en R2.
b) A=[-1,1] x[-1,1] y B={(5,0)} en 2.
c) A=10,1)y B={l}enR.

. Demuestre que si A y B son separados, entonces C'y D son separados

para C C Ay D C B.

. Demuestre que X es conexo si y solo si toda aplicacién f: X — D es

constante para todo espacio discreto D.

. Demuestre que si f : S — R es continua, entonces existe z € S! tal

que f(x) = f(~a).

Demuestre que si A es convexo, entonces A es convexo. Deduzca que la
cerradura topoldgica y la cerradura convexa no necesariamente coin-
ciden.

. Proporcione un ejemplo de dos conjuntos separados cuyas cerraduras

no son ajenas.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Demuestre que (0,1) y (0,1) U {2} no son homeomorfos en tanto que
subespacios de la recta euclidiana.

Demuestre que todo espacio infinito X con la topologia cofinita es
conexo, y exhiba un contraejemplo en el caso en el que X es finito.

Sean X un espacio conexoy A C X un subespacio propio.

a) Se sabe que si A es conexo, entonces A es conexo. Proporcione
un contraejemplo para el reciproco.

b) Suponga que A es conexo y determine si necesariamente A° es
conexo.

¢) Suponga que A es conexo y determine si necesariamente 0A es
conexa.

d) Suponga que 0A es conexa y determine si necesariamente A es
CONexo.

Suponga que f : X — Y es continua y que X conexo. Demuestre que
la grafica Gy = {(z, f(x))|x € X} es un subespacio conexo de X x Y,
y determine la veracidad del reciproco.

Sea X conexo. Suponga que f,g: X — Y son ambas continuas y que
existe z € X tal que f(x) = g(x). Demuestre que Gy NGy es conexo.

Sean X,Y espacios conexos y f : X — Z, g : Y — Z aplicaciones
continuas. Defina el espacio cociente
Xuy

~

W:

donde = ~ y si f(x) = g(y). Demuestre que si alguna de las dos
aplicaciones es suprayectiva, entonces W es un espacio conexo.

Sea {X,|a € A} U{C} una coleccién de subespacios conexos de X
tales que C' N X, # &, para todo a € A. Demuestre que

cu(yx)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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€S conexo.

Sea {X,|n € N} una coleccién numerable de subespacios conexos de
un espacio X tal que A, N A,4+1 # @ para todo n € N. Demuestre

que
U X.
neN

€S Conexo.

Sean X,Y espacios conexos, y sean A C X y B C Y subespacios
propios. Demuestre que X x Y — A x B es conexo.

Sea Y un espacio conexo con la topologia final inducida por f: X —
Y. Demuestre que si f~!(y) es conexo para todo y € Y, entonces X
€s Conexo.

Sean f : R™ — R una funcién continua y L, = {x € R"|f(x) = a}.
Demuestre que si a # b, entonces L, U Lp no es conexo, y determine
si necesariamente L, es conexo para todo a € R.

Demuestre que todo conjunto convexo es trayectoconexo y en conse-
cuencia es conexo.

Demuestre que la imagen continua de un conjunto trayecto-conexo es
también trayecto-conexo.

Demuestre que R? y R no son homeomorfos.
Demuestre que R¥ y R™ no son homeomorfos para k # m.
Demuestre que el espacio peine

P:<U {;}XI>U({O}XI)U(IX{O})

neN*

€s conexo pero no es trayecto-conexo.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Sea h : X — Y un homeomorfismo para X,Y C R". Demuestre que
f induce una biyeccién f, : mo(X) — mo(Y).

Demuestre que si (X,7) es conexo y 7 C 7%, entonces (X,7*) es
Conexo.

Sean x,y € X, la colecciéon finita de conjuntos Aj, Ao, ..., A, C X es
una cadena simple de x a y si:

a) x€ Ay yx ¢ Ay parak € {2,...,n}.

b) ye A, yx ¢ Ay parak e {1,...,n—1}.

c) AN Ay, =@ siysolosi|k—m|>1.
Demuestre que si U es una cubierta abierta de X, entonces dos puntos

cualesquiera de X pueden ser conectados por iuna cadena simple de
elementos de U.

Demuestre que la recta de Sorgenfrey es totalmente disconexo.

Demuestre que las componentes conexas de un espacio localmente
conexo son abiertas.

Demuestre que si X, Y son localmente conexos, entonces X X Y es
localmente conexo. Demuestre que el producto arbitrario de espacios
trayectoconexos es un espacio trayectoconexo.

Demuestre que el producto arbitrario de espacios localmente conexos
es un espacio localmente conexo.

Demuestre que el producto arbitrario de espacios localmente trayec-
toconexos es un espacio localmente trayectoconexo.

Un espacio topolégico X es conexo si y solo si todo subconjunto propio
de X tiene frontera no vacia.

Determine la minima topologia sobre R para la cual Q y Q¢ son
separados.
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35

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.
43.

44.
45.
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. Demuestre que las componentes conexas de un espacio topolégico
son mutuamente separadas, es decir, que dos componentes conexas
distintas cualesquiera son conjuntos separados.

Demuestre que una separaciéon de X es una pareja de conjuntos se-
parados con cerraduras separadas.

Demuestre que el conjunto ternario de Cantor es totalmente discone-
XO.

Demuestre que la recta de Sorgenfrey no es conexa, y que es, ademas,
totalmente disconexa.

Sea C = {C,|a € A} una coleccién de subespacios conexos de un espa-
cio topolégico X, tales que dos cualesquiera de ellos no son separados.
Demuestre que C' = | JC es un subespacio conexo de X.

Sea Y un espacio discreto con méas de un punto. Demuestre que si X
es conexo si y sélo si no existe una funcién continua y no constante
f: X =Y.

Demuestre que la banda de Mobius es un espacio trayectoconexo.
Demuestre que la botella de Klein es un espacio trayectoconexo.

Demuestre que el espacio proyectivo RP™ es trayectoconexo para todo
n > 0.

Con la notacién de la seccién 7, demuestre que E(axf) = E(a)*E(f3).
Dada una aplicacién continua f : X — Y considérese
fe=mo(f) : mo(X) = mo(Y),

mediante fi[z] = mo(f)[x] = [f(x)] y demuestre que esta bien defini-
da. Demuestre ademas que

a) que (1x)s = Ly x) v (g0 f)x = g« © fs, de manera que f. es
functorial,
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b) que si X, Y son H-grupos, entonces f, es un homomorfismo de
grupos.

Tenemos entonces que 7y es un functor my : Top — Set y también
7o : H-group — Group.
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Capitulo 6

Convergencia

La continuidad es una propiedad topoldgica esencial, es decir, puede afi-
marse que la Topologia tiene como tema principal de estudio la continuidad.
Como veremos, ademds, el fenomeno de la convergencia tiene una relacion
intima con la continuidad, al grado tal que ambas pueden considerarse como
dos manifestaciones del mismo hecho.

En el presente capitulo tocamos el tema de la convergencia en su ver-
sién mas general, y por ende mas poderosa. Generalizaremos de dos for-
mas distintas el concepto de sucesion, que tiene como modelo el conjunto
ordenado, y como estructura de recurrencia el orden. El conjunto de los
numeros naturales transfiere su orden a los conjuntos de puntos modelando
la convergencia, pero si se examina con cuidado, es posible relajar el orden
obteniendo un modelo mas esbelto y eficiente, puesto que las sucesiones
agotan su capacidad con los espacios 1°-numerables.

Estudiaremos dos variantes de la convergencia. La convergencia Moore-
Smith, fue introducida por los norteamericanos Eliakim Hastings Moore{f] y
Herman Lyle Smithﬂ en su célebre articulo de 1922 [50], siendo sus nociones
fundamentales las de direccion y red.

'Eliakim Hastings Moore (1862 - 1932), matemdtico norteamericano, estudiante en
Berlin de Kronecker y Weierstrass.

2Herman Lyle Smith (1875 - 1987), matemdtico norteamericano, descubridor de la
nocién de filtro, con independencia del trabajo de Henri Cartan al respecto.

167
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La versiéon Bourbaki de la convergencia fue desarrollada basicamente
por Henri Cartanﬁ en sus trabajos de 1937 [8] y [9], que fueron répidamente
incorporados al libro del colectivo Bourbaki Topologie Générale, parte de la
enciclopédica obra Eléments de mathématique. Estudiaremos también esta
version, y como tendremos oportunidad de verificar, ambas son, en realidad,
equivalentes.

6.1. Conjuntos dirigidos

Sea X # & un conjunto. Un preorden sobre X es una relacion ‘=’
reflexiva y transitiva. Un conjunto preordenado es un par (X, <) donde X
es un conjunto no vacio y ‘=’ es un preorden sobre X. Si o < 3 se dice que
« precede a (3, o bien que 8 sucede a .

Ejemplo 6.1 El conjunto {@,{0},{1}} ordenado por inclusion es un con-
junto preordenado. En la figura que sigue se ilustra con una flecha cada
relacion de orden. O

{0}

’ <
{1}
Una direccién ‘<’ es un preorden definido sobre un conjunto D # &,
que satisface la propiedad de la precedencia universal, es decir, que dados

a,b € D, existe siempre un ¢ € D tal que a = ¢y b < c¢. Se dice que el par
(D, <) es un conjunto dirigido, si ‘=<’ es una direccién sobre D.

Ejemplo 6.2 Para todo conjunto X, el par (2X,C) es un conjunto dirigi-
do. Note que el conjunto {@,{0},{1}}, ordenado por inclusion, no es un
conjunto dirigido. [J

3Henri Cartan (1904 - 2008), matemético francés, hijo del también célebre matemético
Elie Cartan (1869 - 1951).
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{O} \
@ < {0,1}
{1}

Un orden parcial ‘<’ sobre un conjunto X # @& es un preorden anti-
simétrico, es decir, tal que si a < by b < a, entonces a = b. Un conjunto
parcialmente ordenado es un par (X, <), donde X es un conjunto no vacio y
‘<’ es un orden parcial sobre X. Por brevedad se llama poseﬁ a un conjunto
parcialmente ordenado.

Ejemplo 6.3 El conjunto {@,{0},{1}} ordenado por inclusion es un po-
set, al igual que (2X, Q) para todo conjunto X. Sin embargo, la inclusion
sobre {@,{0},{1}} no es una direccién, en tanto que (2%, C) es claramente
un conjunto dirigido . [

Ejemplo 6.4 No toda grifica dirigida representa una direccion, pero una
grafica como la siguiente si lo hace.

N

~_

Tomemos por caso el conjunto D = {1,—1}, donde x < y si y sdlo si
|z < [y|. O

Ejemplo 6.5 Considere al campo complejo C dirigido mediante z < w si
y sdlo si |z| < |w|. El par (C,=) es un conjunto dirigido, pero no es un
poset.

4Partially ordered set
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En la ilustracion, a < b y b= a, pero a #b. O

Un orden total ‘<’ sobre un conjunto X # @, es un orden parcial que
satisface la propiedad de totalidad, es decir, que para dos elementos cuales-
quiera a,b € X se debe satisfacer al menos una de las dos proposiciones:
a < b o bien b < a. Un conjunto totalmente ordenado es un conjunto sobre
el que se tiene definido un orden total. El orden total es también llamado
orden lineal e incluso, alternativamente orden simple.

Ejemplo 6.6 En la recta real, la propiedad de tricotomia consiste en que,
dados dos numero reales a y b entonces se verifica exactamente una de las
tres afirmaciones siguientes: a < b, b < a ¢ a = b. esta propiedad define a
la recta real como un conjunto totalmente ordenado. [

Ejemplo 6.7 Sea f : R — R una funcion. Definamos x < y sobre R si y
solo si f(x) < f(y). Se define asi un preorden sobre R. Se dice que f induce
el preorden ‘<’. Consideremos algunos casos particulares:

1. La funcién f : R — R dada por la regla de correspondencia f(x) =
x2, para este caso 2 < —2 y —2 =< 2, pero obviamente —2 # 2. La
funcion f induce un preorden sobre R que mo es un orden parcial.
Este preorden es también una direccion.

2. La funcion f dada por f(z) = 22% — z* induce también una direc-
cion sobre la recta. Notese que como —1 <1 y 1 <X —1, entonces, el
preorden inducido no es un orden parcial.
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[\

/ \

3. El orden usual de los reales es inducido por la aplicacion identidad.

Notese ademds que toda funcion estrictamente creciente f : R — R induce
un orden equivalente al orden euclidiano de los reales. [

El lector no endra dificultades para encontrar otros ejemplos de preérde-
nes interesantes inducidos por funciones especificas. Una importante con-
clusién de lo hasta ahora revisado, es que no todo orden parcial es una
direccién, y que no toda direccién es un orden parcial.

Ejemplo 6.8 Un conjunto finito A de naturales es un conjunto preordena-
do, y de hecho es un conjunto totalmente ordenado. Si x = max A, entonces
para cualesquiera a,b € A, se satisface que a < x y b < x, de manera que
A es también un conjunto dirigido. O

El concepto de convergencia se refina conforme la nocién de orden se
transforma en la esencialmente distinta de direccién.

Ejemplo 6.9 Sea X un espacio topoldgico, definase x <X y si y sélo si
x € U para todo U € N(y), donde N(y) denota el sistema de vecindades
del punto y € X. Este es claramente un preorden sobre los puntos de X . El
lector no tendrda dificultad en verificar algunas otras propiedades de orden en
este caso. Se invita al lector a proponer un ejemplo en el que este preorden
no sea un orden parcial, y otro en el que no sea una direccion. [

Ejemplo 6.10 Definamos A < B para A, B € 2%, si existe una aplicacion
inyectiva f : A — B. FEste es un preorden sobre los subconjuntos de R, que
no es un orden parcial. Se deja como ejercicio demostrar que este orden
es también una direccion. Note que, equivalentemente, A < B si y sdlo si

#(A) < #(B). O
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Ejemplo 6.11 Definamos sobre la recta euclidiana x <y si y sélo si |x| <
|yl

Obtenemos asi un preorden inducido por un orden total, que es de hecho
una direccion. U

Ejemplo 6.12 No todo poset es un conjunto dirigido como ya hemos visto.
Consideremos ahora X = N x {a,b}, donde (k,z) < (m,y), si k < m para
x,y € {a,b}, sin una relacion de orden o precedencia entre a y b.

R

Este es otro ejemplo de un conjunto dirigido que no es un poset. [

Ejemplo 6.13 Consideremos ahora el producto X = N x {0,1} con el
orden lexicogrdfico, es decir, dado por:

1. (k,x) 2 (m,y) para z,y € {0,1} y k < m.

2. (k,z) = (k,y) para k € N y para z <y en {0,1}.

NN

Tenemos entonces que el par (X, =) es un conjunto dirigido, y es también
un poset lineal, es decir, tiene un orden total. [
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6.2. Redes

Una red sobre un conjunto X es una aplicacién s : D — X donde (D, <)
es un conjunto dirigido, y para mayor especificidad, se dice que s es una D-
red. Suele denotarse s(a) = x,, en analogia con la notacién para sucesiones.
Notese que una sucesién es una N-red, y que una trayectoria orientada es
una [-red, donde I = [0, 1].

Dado un conjunto A C X, se dice que la red s estd eventualmente
en A, si existe § € D tal que si 8 =< «, entonces x, € A. Se dice que
la red s estd frecuentemente en A si para todo 8 € D existe a € D tal
que 8 R ay z, € A. Claramente, si s estd eventualmente en A, entonces
estd frecuentemente en A; la demostracion se considera ejercicio.

Ejemplo 6.14 Sea e < 6%1 un ndmero real positivo. Definamos U = (—¢,¢)
CRyV=(1-¢,14¢) CR. La sucesion s : N —- R dada por

1

W) =5

estd eventualmente en U. Por otra parte, la sucesion s : N — R dada por

estd frecuentemente en U. [

Si X es un espacio topoldgico, se dispone del fenémeno de la convergen-
cia. Se dice que = € X es un punto de acumulacion de lared s: D — X si
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s estd frecuentemente en cada vecindad de x. Se dice que s converge a z,
lo que se escribe s — x si s estd eventualmente en cada U € N (x).

Si D y F son conjutos dirigidos, y t : D — FE es una aplicacién tal que
para a, € D, el hecho de que o < ( implica que t(«a) < (), se dice que
t es un morfismo de conjuntos dirigidos, o que es un morfismo dirigido.

Proposicion 6.1 La imagen de un morfismo dirigido es un conjunto diri-
gido.

Demostracién. Sean (E, =)y (D,=,) conjuntos dirigido, y ¢t : E — D
un morfismo dirigido. Claramente (Dp, <,) es un conjunto preordenado,
donde Dy = im t = t(E). Sean «, § € Dy, y tomemos preimégenes 7,0 € E
tales que t(n) = a y t(J) = . Si £ € E es tal que 0,0 =, &, entonces
0B =, t(O): W

Si Dg es un subconjunto de un conjunto dirigido D, el cual tiene la
propiedad de precedencia universal. La restriccién a Dy de la direccion en D
hace de Dy un conjunto dirigido, si Dy es la imagen de un morfismo dirigido.
Sea ¢ : Do — D la inclusién, entonces ¢ es claramente un monomorfismo
dirigido y si s : D — X es una red en X, se dice que so¢: Dy — X es una
subred de s.

Una base de ﬁltwﬂ sobre un conjunto X, es una coleccion de conjuntos
A C2X —{@} tal quesi A, B € A, entonces existe C' € A tal que C C ANB.
Noétese que toda base de filtro es un conjunto dirigido por la contencion, es

® Algunos textos, como por ejemplo [23], usan el término direccion con el mismo sig-
nificado
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decir, A < B siy sélo si A O B. Nétese ademés que una base de filtro A
no admite elementos ajenos, dado que @ ¢ A.

Como ya hemos observado, el par (2¥ — {@}, D) es un conjunto preor-
denado. Una base de filtro sobre X es un conjunto dirigido (B, 2), donde
BC2X —{a}.

Ejemplo 6.15 Una base de filtro puede tener interseccion vacia. Conside-
remos la siguiente base de filtro de subconjuntos de la recta real.

A=1{(0,¢)e >0}

Si 2z € NA, entonces 2z ¢ (0,z), lo que es contradictorio. Entonces NA =
.

Ejemplo 6.16 Fl sistema de vecindades N (z)de un punto dado x en un

espacio topoldgico X es una base de filtro, y es claro ademds que & ¢ N (x).
O

Ejemplo 6.17 Consideremos dos conjuntos dirigidos (D,=<,) y (E, =),
entonces (D x E,=) es un conjunto dirigido, si se define (a,§) = (5,()
siy sdlo sia =, By& <, (. En efecto, dados (a,§),(5,() € D x E,
podemos elegir (6,n) € D x E tal que o, <, d y &, <, n, y por tanto
(,8),(B8,¢) = (6,n). Esta direccion se llama la direccion producto, y el
conjunto dirigido que se obtiene se llama conjunto dirigido producto. [J
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(8,€)

Un subconjunto Dy de un conjunto dirigido D se dice cofinal en D, si
y sblo si, para cada o € D existe ag € Dy tal que @ = ag. La propiedad
de cofinalidad, como veremos, no caracteriza los subconjuntos de conjuntos
dirigidos que son también conjuntos dirigidos, pero si a aquellos que per-
miten definir subredes con las mismas propiedades de convergencia que las
redes originales.

Ejemplo 6.18 EIl conjunto de los enteros pares es cofinal en los enteros.
También lo es el conjunto de los primos. El campo de los racionales es
cofinal en los reales. El anillo de los enteros es cofinal en el campo de los
reales, de acuerdo con la propiedad arquimediana. O]

Proposicion 6.2 Si un subconjunto de un conjunto dirigido es cofinal,
entonces es un conjunto dirigido.

Demostracién. Sean (D, <) y Dy C D cofinal. Claramente (Dp, <) es un
conjunto preordenado. Sean «, € Dy C D, y tomemos 0 € D tal que
a, B < 6. Sea ahora n € Dy tal que & < 7, entonces «, 8 < 7, como se queria
demostrar. m

Ejemplo 6.19 La recta real R es un conjunto dirigido, y el intervalo I =
[0,1] es un subconjunto de ella que es también un conjunto dirigido. Sin
embargo, claramente I no es cofinal en R, de manera que el reciproco del
resultado anterior no se verifica. O

Si Dy es cofinal en D, s : D — X esunaredy ¢ : Dy — D esla
inclusion, se dice que la subred s o ¢ es una subred cofinal.
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Ejemplo 6.20 Sea s: D — X una red, y supdngase que s — x. Si Do C D
es cofinal, entonces la correspondiente subred cofinal sov donde v : Dy — D
es la inclusion, es tal que sot — x. [

Ejemplo 6.21 Una sucesion es una N-red, y claramente, una subsucesion
es una N-subred cofinal, ya que ningin conjunto finito de naturales define
una subsucesion. [J

Lema 6.3 Sean s : D — X una red y A C 2% una base de filtro tal que
s estd frecuentemente en cada elemento de A. Entonces existe una subred
cofinal t de s que estd eventualmente en cada elemento de A.

Demostracién. Por hipétesis & ¢ A, y ademds (A,2D) es un conjunto
dirigido. Sea s : D — X una red con la propiedad de la hipdtesis. Si

E ={(a,A) € D x Alz, € A},

entonces, como (D x A, <) es un conjunto dirigido por (a, A) < (5, B) si
y s6lo si @ < By B C A, también (E, <) es un conjunto dirigido. Sea
p: E — D la proyeccién dada por p(a, A) = «, la cual es claramente un
morfismo dirigido, y ademas el rango F' C D es cofinal en D, de manera
que la subred sop que puede ser expresada como (x,|a € F') es una subred
cofinal en X. Tomemos A € A, y sea x, € D tal que x, € A, elijase ahora
(B8, B) tal que (a, A) = (B3, B), entonces sop(3,B) = 23 € B C A, es decir,
s o p esta eventualmente en A, y bastard hacer t = sop. m

Teorema 6.4 FEl punto x es un punto de acumulacion de lareds: D — X,
st y solo si existe una subred cofinal de s que converge a x.

Demostracién. Sean x € X un punto de acumulacién de la red s : D —
X, y sea N(x) el sistema de vecindades de X, entonces, por definicién,
s estd frecuentemente en cada elemento de A (z). Por el lema anterior,
existe una subred cofinal de s que converge a x. Si £ no es un punto de
acumulacién de s, existe U € N (x) tal que s no estd frecuentemente en
U, entonces, toda subred cofinal de s estd en U€, con lo que claramente,
ninguna de ellas converge a x. B
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Ejemplo 6.22 Sean X un espacio topologico y o : I — X una trayectoria
con a(0) = a, a(1) = b y a(3) = c. Si denotamos por B : [0,4] = X la
restriccion de « al subintervalo [0, %], entonces 3 es una subred de o, pero
claramente no es cofinal. Consideradas como redes « — b y f — ¢, sin
embargo, claramente ¢ no es punto de acumulacion de o y b no es punto
de acumulacion de 3. I

{@

0 B

N[ —=

Para el caso de las sucesiones, toda subsucesién de una sucesién con-
vergente es a su vez convergente, sin embargo, para redes en general, tal
propiedad no se conserva, como se sigue del ejemplo anterior.

Ejemplo 6.23 Sea D = N x N con la direccion dada por (k,m) < (n,p) si
y solo si k <n ym <p. Claramente la red s : D — R? dada por

11
Em) = (- &
s(k,m) <k+1’m+1)

converge a (0,0), no obstante, si Dy = N x {0}, entonces la red sov: Dy —
R? no converge a (0,0), y ni siquiera lo tiene como punto de acumulacién.
En realidad, la subred definida es convergente, y s ot — (0,1); el limite no
es el mismo, dado que Dy no es cofinal en D . Si Dgy es la diagonal, la
subred es convergente y tiene el mismo limite que la red. La diagonal st es
cofinal en D. O

Proposicién 6.5 Sean X un espacio topolégico y A C X, entonces v € A’
si y sdlo si existe una red en A — {x} que converge a x.

Demostracién. Si existe una red en A — {x} que converge a z, enton-
ces claramente x € A’, por definicién de red convergente. Para demos-
trar el reciproco, consideremos el conjunto dirigido (N (x), D), y elijamos
z, € UN(A— {x}), definamos entonces la red s : N'(z) — X mediante
s(U) =z, la que es una red en A — {z} que claramente converge a z. ®

La topologia puede ser determinada por la convergencia.



6.3. SUCESIONES 179

Proposicion 6.6 Un conjunto U es abierto en X si y sélo si toda red en
X que es convergente en U estd eventualmente en U.

Demostracién. Si U es abierto, la conclusién se sigue claramente de las
definiciones. Supdngase, reciprocamente, que toda red convergente en U, es
decir, que converge a un punto x € U, esta eventualmente en U. Supdngase
que U no es abierto,de manera que F = U° no es cerrado. Sea © € F' — F,
entonces z € U. Usando el resultado anterior, sea s : D — F' — {x} una red
tal que s — x, la cual claramente no estd eventualmente en U = F°. m

Ejemplo 6.24 Sean X, Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y wuna
aplicacion. Entonces f es continua en x si y sélo si para toda red s : D — X,
convergente y que converge a x se tiene que f o s es una red convergente
a f(z). La funcion f es continua, si y sélo si para toda red convergente s
en X, la red f os es convergente en Y, de manera que si s — x entonces
fos— f(z).

D - X

fos

Los detalles se dejan como ejercicio. [

6.3. Sucesiones

La razén por la que en el estudio de la convergencia en espacios eucli-
dianos encontremos una herramienta suficientemente poderosa en las su-
cesiones, radica en la topologia de estos espacios, que son 1°-numerables,
es decir, que admiten bases locales numerables, como ocurre también en
todo espacio pseudométrico. Recordemos que una base local en x € X es
una colecciéon U C N (x) tal que para toda V € N (x) existe U € U tal que
UCV.
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Una sucesion en un espacio topolégico X es unared s : N — X, y el
hecho de que la sucesién s esté frecuentemente en A, define de forma natural
una subsucesion contenida en A. La sucesion s estd eventualmente en A si
“casi todos” su términos estén en A, es decir, a lo sumo una cantidad finita
de términos estdn en A€. El principio de buena ordenacién es también una
herramienta considerablemente poderosa en este caso.

Proposicion 6.7 Sila sucesion s : N — X estd frecuentemente en A C X,
entonces s tiene una subsucesion t contenida en A.

Demostracién. Denotemos s(n) = z,, sea ((1) = min{n € N|z,, € A}, y
ademas

t(k) =min{n € N|z,, € A — {u(1),...,0(k—1)}},

entonces, es claro que t = s o1 es una subsucesién de s que claramente
converge a x. W

Ejemplo 6.25 Consideremos D,, = {0,1,...,n} un subconjunto dirigido
de N. Dada una sucesion s : N — X, puede notarse con facilidad que la
subred s ot mo es una subsucesion, ya que D, no es cofinal. (1

Lema 6.8 Sean X un espacio 1°-numerable y x € X. Existe una base local
numerable V = {V,|n € N} para N (z) tal que Vy41 C Vi, para todo n € N.

Demostracién. Sea U = {U,|n € N} una base local numerable para N ().
Definase

Vi = ﬂ Ulca
k=0

y nétese que V = {V,|n € N} es también una base local para N (z), que
tiene la propiedad propuesta. m

Observamos ahora que las propiedades conocidas en Calculo de las su-
cesiones se relacionan directamente con el hecho de que los espacios sobre
los que ellas se definen satisfacen el primer axioma de numerabilidad.
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Proposicion 6.9 Sean X un espacio 1°-numerable y A C X. Entonces
x € A siy sdlo si existe una sucesion en A —{x} que converge a x.

Demostracion. Si tal sucesién existe, entonces claramente x € A’. Recipro-
camente, sean x € A’ y V = {V,|n € N} una base local numerable para
N (z), tal que V41 C V,, para todo n € N. Basta tomar x,, € V,, — {z}, con
lo que se obtiene que z,, > . ®

Proposicion 6.10 Sean X un espacio 1°-numerable y U C X. Entonces
U C X es abierto si y solo toda sucesion convergente en U estd eventual-
mente en U.

Demostraciéon. Si U no es abierto, entonces U€ no es cerrado, de manera
que existe una sucesiéon s en U® que converge a un punto x € U. Por
supuesto s no esta eventualmente en U. Sea x un punto de acumulacién de
la sucesion s, y sea V = {V,|n € N} una base local numerable para N (z),
tal que Vj,41 C V,, para todo n € N. Para cada k € N témese n; € N tal
que ng > k'y xp, € V. Sea v : N — N dada por ¢(k) = ng, de manera que
¢ es un morfismo dirigido y s o ¢ claramente estd eventualmente en U. m

6.4. Filtros

Sea X un espacio topoldgico, un filtro en X es una coleccién no vacia
F C 2% — {2} que satisface:

1. si A,B € F, entonces AN B € F,
2. siAe Fy AC B, entonces B € F.

Una consecuencia inmediata de la definicién es que dados dos elementos
de un filtro, su interseccién es no vacia, dado que también pertenece al filtro.
Otra consecuencia pronta es que X € F.

Ejemplo 6.26 La interseccion de un filtro puede, sin embargo, ser vacia.
Sea F el filtro que contiene todo los intervalos de la forma (0,€) para e > 0,
y todo conjunto B C R tal que (0,e) € B C R. Entonces, claramente
NF = &, dado que NF C N{(0,¢e)|le >0} = . O
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Un wltrafiltro es un filtro maximal, es decir, un filtro que no esté con-
tenido en filtro alguno. El sistema de vecindades de un punto = € X es el
filtro M (z). El conjunto A(x) = {A C X|x € A} de todos los subconjuntos
que contienen a x es un ultrafiltro, y claramente N (z) C A(z).

Un filtro converge a x, lo que se denota mediante F — z, si N'(z) C F.
Claramente, tanto N (z) como A(z) son filtros que convergen a z. Si x € F
para todo F' € F, se dice que x es un punto de acumulacion del filtro F.

Ejemplo 6.27 Siz # y, y € NN (z) y x € NN (y), entonces, todo filtro
que converge a x converge también a y. U

Ejemplo 6.28 Sean F y G filtros en un espacio topologico X. St F — x y
F C G, entonces G — x.

En los ejercicios se caracteriza un espacio de Hausdorff mediante la
propiedad de la unicidad del limite, asi como el hecho de que basta que x
sea un punto de acumulaciéon de un filtro F para que F — .

Proposicion 6.11 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. El espacio X es de Hausdorff.
2. Toda red convergente en X tiene limite unico.
3. Todo filtro convergente en X tiene limite unico.

Demostraciéon. Ejercicio. m

Proposicion 6.12 Un filtro U es un ultrafiltro, si y solo si todo conjunto
que intersecta a todo elemento de U es también elemento de U.

Demostracién. Sea U un ultrafiltro, y sea F un filtro que contiene a
U y a todo conjunto que intersecta a todo elemento de U, entonces, por
maximalidad F = U. Reciprocamente, sea U un filtro con la propiedad
descrita, y supéngase que F es un filtro tal que & C F, entonces, dados
Ueldy AeF,esclaro que

@4 ANU € F,
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de manera que por hipdtesis A € U y en consecuencia F C U, de donde U
es claramente un ultrafiltro. m

Proposicion 6.13 Si z es un punto de acumulacion de un ultrafiltro U,
entonces U — .

Demostracién. Por hipétesis, dados U € N (z) y A € U, necesariamente
UNA# @, luego, por el resultado anterior U € U, de donde N'(z) CU. m

Ejemplo 6.29 Toda interseccion de filtros es un filtro. Mds precisamente,
si A # & es un conjunto arbitrario, y {Fa|la € A} es una coleccion de

filtros, entonces
F=()7Fa

acA
es un filtro. Ademds, si Fo, — x para todo o € A, entonces F — x.

Definimos antes una base de filtro como una coleccién de conjuntos no
vacios B de un espacio dado X, tal que si A, B € B, entonces existe C' € B tal
que C' C ANB. Sea B una base de filtro en X, si {F,|a € A} es la coleccién
de todos los filtros en X que contienen a B, decimos que F = N{F,|a € A}
es el filtro generado por B. Se dice también que B es una base de filtro para
F.

Proposicion 6.14 Sea B una base de filtro, entonces
F ={F|F 2 B para algin B € B}
es un filtro.

Demostracién. Ejercicio. m

Con la notacion del resultado anterior, se dice que F es el filtro generado
por la base de filtro B.

Ejemplo 6.30 Consideremos la base de filtro B = {(—e,e) C Rle > 0} en
la recta real, y sea F el filtro generado por B. Claramente 0 es un punto de
acumulacion de F y es ademds el inico posible. En este caso F — 0. U
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Se dice que una base de filtro B converge a x € X si y sélo si para toda
U € N(z) existe B € B con B C U. Si B converge a x escribimos B — z.
Equivalentemente, una base de filtro converge a x si su filtro generado
converge a x. Los detalles se dejan como ejercicio.

Ejemplo 6.31 Consideremos la base de filtro B = {(0,e) C Rle > 0} en
la recta real, y sea F el filtro generado por B. Claramente 0 es un punto
de acumulacion de F y es ademds el unico posible. En este caso también
F — 0, y de acuerdo con la definicion anterior B — 0. [J

En realidad, para que un filtro sea convergente a un punto dado, es
suficiente que una base de filtro que lo genere sea convergente a tal punto.

Ejemplo 6.32 Sean p,q € R? dos puntos distintos. Sea F el conjunto de
todos los subconjuntos del plano euclidiano que contienen a ambos puntos.
Demuestre que F es un filtro y que tanto p como q son puntos de acumula-
cion de F. Claramente F no es convergente, dado que no es un ultrafiltro:
el filtro generado por las vecindades de p contiene a F. [J

Ejemplo 6.33 El conjunto F = {A C R : [0,1] C A} es un filtro sobre
R, y no es convergente si R tiene la topologia euclidiana. No es complicado
encontrar un ultrafiltro U que contenga propiamente a F. [

Ejemplo 6.34 El conjunto F = {A C R|Q C A} es un filtro sobre R, y
no es convergente si R tiene la topologia euclidiana. El lector curioso no
tendrd dificultad en encuentar un ultrafiltro U que contenga propiamente a

F. 0O

6.5. El fenémeno de la convergencia

En las dos secciones anteriores hemos desarrollado eficientes instrumen-
tos para el estudio de la convergencia, mismos que como veremos, son en
realidad equivalentes: un filtro determina una red y viceversa, de manera
que la red es convergente si y sélo si el filtro asociado es convergente. En
este sentido, redes y filtros son duales en términos de convergencia.
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Ejemplo 6.35 Sea F un filtro sobre un espacio X, entonces (F,2) es un
conjunto dirigido. FEs un ejercicio completar los detalles. [

Si F es un filtro sobre un espacio Y y X es un espacio topoldgico,
entonces una aplicacién s : F — X es una red sobre X. Mas propiamente,
s es una J-red sobre X.

Si F es un filtro sobre un espacio topoldgico X, definamos una F-red
s: F — X tal que s(A) =z, € A. Decimos que s es una red inducida por
el filtro F.

Teorema 6.15 Sean F un filtro sobre X, s una red inducida por F yx € X
un punto. Entonces F — x st y solo si s — x.

Demostracién. Si F — z entonces N(z) C F. Si U € N (x), entonces
claramente z,, € U para todo V C U, de manera que s estd eventualmente
en cada vecindad de x y por tanto s — x. Reciprocamente, supéngase que
s — x, entonces, si U € N(z) existe A € F tal que z, € U para todo
B € Fcon BC A,y dado que xzp es arbitrario, por definicién de filtro
B C U y por tanto U € F, de donde finalmente N'(z) C F. m

Sean ahora X un espacio topolégico, (D, =) un conjunto dirigido, y
s: D — X una D-red sobre X. Definamos

Fo ={A € 2% — {@}]|s est4 eventualmente en A}.

En los ejercicios se pide demostrar que Fs es un filtro. Se dice que F; es el
filtro inducido por la red s.

Teorema 6.16 Sean s : D — X wuna red y Fs es el filtro inducido por s.
Entonces, s — x st y solo st Fs — x.

Demostracién. Si s — x, entonces s estd eventualmente en cada vecin-
dad de z, de donde N(z) C Fs. Reciprocamente, si Fs — x, entonces
N(z) C F;, de donde s estd eventualmente en cada vecindad de x, y por
tanto, s - z. &



186 CAPITULO 6. CONVERGENCIA

La Topologia es basicamente, el estudio de la convergencia y la conti-
nuidad. El hecho queda de manifiesto si notamos que la topologia de un
espacio determina la convergencia de las redes y los filtros que sobre él se
definen. Por otra parte, el resultado siguiente deja claro que la cerradura o
adherencia en un espacio topolégico queda determinada por la convergencia
de redes y filtros.

Teorema 6.17 Sean X un espacio topoldgico, A un subespacio y x un
punto. Entonces x € A si y solo si existe una red en A que converge a x.

Demostracién. Consideremos el conjunto dirigido (N (z), D) y supéngase
que z € A. Para cada U € N (z) elijase s(U) = z, € U N A; claramente
se ha definido s : M(xz) — X que es una red en A, y claramente tam-
bién s — z. Supdngase reciprocamente que s : D — X es una red tal que
s(a) = x4 € A para todo o € D, y que s — z; entonces s estd eventual-
mente en cada vecindad de x, de donde es claro que UN A # &. m

Si X es un espacio topolégico y A es un subespacio de X, entendemos
por un filtro en A a un filtro en X cada uno de cuyos elementos intersecta
al subespacio A.

Ejemplo 6.36 Secan X un espacio topoldgico, A un subespacio y x un pun-
to. Entonces x € A si y sdlo si existe un filtro en A que converge a x. O

Finalmente, como veremos, la convergencia y la continuidad son practi-
camente el mismo fenémeno.

Ejemplo 6.37 Una aplicacion f: X — Y si y solo si para toda red s :
D — X tal que s — x se tiene que la red fos : D — Y es tal que
fos— f(z). Completar los detalles es un ejercicio. O]

6.6. Limites directos

Dado un conjunto dirigido (A, <), un sistema dirigido por A en una
categoria C es un par (X, F) donde X = {X,|a € A} es una coleccién de
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objetos y F = {fapla < B;, B € A} es una coleccién de morfismos con las
propiedades siguientes:

1. faﬁ :Xa—>Xﬁ.
2. faa=1x,.
3. foz'y:fﬁwofozﬁ-

Es usual denotar mediante (X, fa3,.4) el sistema dirigido descrito ante-
riormente.

Sobre un sistema dirigido (X, fag, A) definimos para o < 3, o ~ x si
existe v € A tal que foy(za) = f3y(2g). En lenguaje informal decimos que
dos elementos son equivalentes si son “eventualmente iguales”. El limite di-
recto, también llamado limite inductivo de un sistema dirigido (Xa, fo3,A)
como la unién ajena de los X, médulo la relacién de equivalencia anterior,
simbdlicamente

U X

X =lmX, =
H
Para cada a € A definamos la aplicacién ¢4 : X, — X mediante pq(z4) =

x = [x4]. Notemos que como para 3 = fo3(za), se tiene po(z4) = ¢g(s),
entonces Yg = Yq © fags-

Teorema 6.18 Si X es el limite directo del sistema dirigido (Xa, fag, A),
entonces, dado un objeto Y 1y una coleccion de morfismos 1, : Xo — Y
tales que Yo = Yg o fop, existe un unico morfismo u : X — Y que hace
conmutativo el siguiente diagrama para cualesquiera o, 8 € A con o =< 3.

faB
Y ;Pﬁ/
X
wa 1/)[3

Xa

Xp
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Demostracién. Supéngase que a = 3, y que fo3(zo) = x3, entonces
[zo] = [zg] = =z, y ademds, por la conmutatividad del diagrama y =
Ya(xa) = Yg(xg), de forma que es suficiente definir u(z) = y demostrando
la existencia de u y la conmutatividad del diagrama. Si v : X — Y con la
misma propiedad, entonces para © = ¢, (x,) se satisface

v(z) = v o pa(ta) = P(Ta) = uo a(ta) = u(r)

con lo que se establece la unicidad. m

La idea de limite directo generaliza las nociones previas de convergen-
cia. Consideremos por ejemplo la categoria cuya coleccién de objetos es
el conjunto 2%, y la coleccién de morfismos son las inclusiones. Considere-
mos la coleccion de los intevalos X,, = (0, HLH) para n € N4, junto con la
coleccién de morfismos frm @ (0, 47) — (0, ;47) para n < m. Tenemos
entonces el sistema dirigido (X,,, fnm, N+). El limite directo de este sistema
dirigido es (0,1), como lo muestra el diguiente diagrama contativo, donde

cada morfismo es una inclusién y A C R es un conjunto con (0,1) C A.

f7L77L
(0, 7% 0, 747)
n y
(0,1)
w’n/ ¢'VVL

El hecho anterior recuerda un hecho ampliamente conocido.

U <O’nil> =01

neNL

La construccién en términos de unién ajena, en este caso, puede ilus-
trarse mediante la siguiente unién ajena, donde (x,n) ~ (y,m) si y sélo si
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RN

La siguiente figura ilustra el hecho, y la flecha indica una clase de equi-
valencia en el limite directo.

En el siguiente diagrama, cada morfismo a — b significa a < b.

n m
n+1 m—+1

N

1

x

Con el diagrama se recuerda el hecho de que la N -red s sobre R, dada

por s(k) = k—ﬁl converge a 1.

Ejemplo 6.38 Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X un subespacio.
La coleccion {U € 7|U C A} es un sistema dirigido por inclusion, cuyo
limite directo es A°. [J

Ejemplo 6.39 Dado un pozo de aplicaciones {fo : Xo — Y]a € A}, con-
stdérese la siguiente coleccion de topologias sobre Y , dirigido por inclusion.

{7|fa : Xo = Yes continua para todo o € A}
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La topologia final sobre Y inducida por este pozo de aplicaciones es el limite
directo de este sistema dirigido. [J

Ejemplo 6.40 Consideremos una sucesion de espacios topoldgicos (X,) y
una coleccion de encajes tpm : Xn — Xm paran < m y tal que iy, es la
identidad en X, y ademds tymn = tgmOtnk paran < k < m. El limite directo
del sistema dirigido (X, tnm,N) es la unidn de los espacios, donde los
encajes se interpretan como inclusiones. Casos particulares interesantes lo
constituyen las inclusiones tpym : R = R™ 1 0 S™ — S™ 4 tym : RP™ —
RP™, cuyos limites directos son, respectivamente, R>®, S y RP* . [J

Ejemplo 6.41 Un complejo celular X es el limite directo 6 inductivo de
sus esqueletos X™ . O

Ejemplo 6.42 Sea p un nimero primo, y para cada n € N, ndtese que el

grupo Z/p"Z tiene como elementos a las clases de residuos [0],[1], ..., [p" —

1] mddulo p™. La multiplicacion por p induce un monomorfismo i, : Z/p"Z —
Z)p" P Z mediante 1,[k] = [pk], cuyas imdgenes son las clases de residuos

0], [p],...,[p""t — p| mddulo p"*t. El limite directo del sistema dirigido

(Z)p"Z, 1, N) es el grupo de Priifer Z(p>) que puede inerpretarse como el

grupo de todas las raices de la unidad cuyo orden es alguna potencia de p.

Il

6.7. Limites inversos

Dado un conjunto dirigido (A, <). Un sistema inverso sobre A en una
categoria C es un par (X, F) donde X = {X,|a € A} es una coleccién de
objetos y F = {fgala < B;, B € A} es una coleccién de morfismos con las
propiedades siguientes:

1. fBa : Xﬁ — Xa.
2. faa =1x,.

3. f’ya = f'yB © fﬁa-
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Es usual denotar mediante (X, fgq,.A) €l sistema inverso descrito ante-
riormente, en analogia con la notacién usada para sistemas dirigidos.

El limite inverso, llamado también limite proyectivo X del sistema in-
verso (Xq, fga, A) se define como se indica.

thglxaz{(a:a)e II xa

acA

Lo = fﬁa(‘rﬁ);a = 6}

Dado que el limite inverso estd contenido en el producto de los X,
entonces podemos considerar las restricciones de las proyecciones p, : X —
Xa, las cuales claramente satisfacen p, = fgq © pg.

Teorema 6.19 Si X es el limite inverso del sistema inverso (Xu, f3a:A),
entonces, dado un objeto Y y una coleccion de morfismos ¢, 1Y — X, que
satisfacen Yo = fga © Vg, existe una tunico morfismo u : Y — X que hace
conmutativo el siguiente diagrama para cualesquiera o, 8 € A con a =X 3.

Y
u
¥ Ya
X
X X
6 fﬁa @
Demostracién. Supéngase que a = 3, y que fgo(2g) = x4, entonces
[€o) = [zg] = z, y ademds, por la conmutatividad del diagrama y =

Ya(a) = YPp(xg), de forma que es suficiente definir u(y) = x demostrando
la existencia de u y la conmutatividad del diagrama. Siv:Y — X es un
morfismo con la misma propiedad, entonces para p,(z) = x, se satisface

pa(v(x)) =Ta = pa(u(.%'))
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para todo a € A, con lo que se establece la unicidad. =

La analogia conjuntista mas cercana del limite inverso es la interseccién.
Tomemos por caso la categoria de los intervalos de la foma [0, b] para b > 0
en la recta real R, donde los morfismos fu : [0,a] — [0, b] tienen la forma

Junlt) = 2L,

a

para a # 0 y es la inclusién para a = 0. La coleccién de los intervalos de
la forma [0, %] para N1 es un sistema inverso con los morfismos f,; donde
b < a. El limite inverso de este sistema inverso es {0}.

A

¢TL wm
{0}

PZEIN

0. 0.4

El diagrama anterior ilustra el hecho, donde n < my A C {0}. El lector
no tardard en asociar este ejemplo con la N, -red s dada por s(n) = 1, y el

n
hecho de que s — 0.

Ejemplo 6.43 Sean X un espacio topoldgico y A C X un subespacio. La
coleccion de los cerrados que contienen al conjunto A es un sistema inverso,
cuyo limite inverso es A. [J

Ejemplo 6.44 Dado una fuente de aplicaciones fo : X — Yy, la coleccion
de las topologias sobre Y para las cuales cada f, es continua, es un sistema
tnverso, cuyo limite inverso es la topologia inicial sobre X, inducida por la
funete de aplicacionies dada. O
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6.8.

Ejercicios

. Considere el conjunto Z de los nimeros enteros ordenado por valor

absoluto, es decir, a < b si y sélo si |a| < |b|. Demuestre que (Z, <) es
un conjunto preordenado que no es un poset.

. Demuestre que (Z, <), con su orden natural es un poset, y que es

también un conjunto dirigido.

Sobre un espacio topolégico X, definase © < y si y sélo si x € U
para todo U € N (y), donde N (y) denota el sistema de vecindades
del punto y € X. Demuestre que la relacién definida es un preorden
sobre los puntos de X.

a) Proponga un ejemplo en el que este preorden no sea un orden
parcial.

b) Proponga un ejemplo en el que este preorden no sea una direc-
cion.

Sea X un conjunto no vacio. Demuestre que 2%, ordenado por cardi-
nalidad, es un conjunto dirigido, y que es un poset.

Sea A ={0,1,2,3,4} y defina X = {B C A|#(B) < 3}. Demuestre
que (X, C) es un poset, pero no es una direccién.

Demuestre que f : X — Y es continua en x si y sélo si para toda red
s: D — X, convergente y que converge a x se tiene que f o s es una
red convergente a f(z).

La funciéon f : X — Y es continua, si y sélo si para toda red con-
vergente s en X, la red f o s es convergente en Y, de manera que si
s — x entonces fos — f(x).

Haga un listado de todos los filtros en el espacio de Sierpiriski y de-
termine sus limites. Encuentre redes inducidas por cada uno de tales
filtros.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Demuestre que la imagen de un filtro es un filtro en la imagen. Es
decir, sean f : X — Y una aplicacién suprayectiva y F un filtro sobre
X, entonces f(F) = {f(A)|A € F} es un filtro sobre Y. Discuta la

preservacion de la convergencia.

Demuestre que N (z) es un filtro que converge a z. Este filtro se conoce
como el filtro de vecindades de x.

Demuestre que en un espacio topolédgico X, la colecciéon F = {A C
X|x € A} es un filtro que converge a x.

Sea (X, =) un conjunto preordenado. Defina a ~ b si y sélo si a < b
y b < a, y sobre X/ ~, definase [a] < [b] si y sélo si a < b. Demuestre
que (X/ ~, <) es un poset.

Sean X un conjunto no vacio, y sobre los subconjuntos de él definase
A < B siysolosi B C A Demuestre que (2X, =) es un conjunto
dirigido. Demuestre que (2%, C) es un poset, y que no es totalmente
ordenado.

Demuestre que si s estd eventualmente en A, entonces estd frecuen-
temente en A.

Demuestre que X es un espacio de Hausdorff si y sélo si toda red
convergente en X tiene limite tnico.

Demuestre que X es un espacio de Hausdorff si y sélo si todo filtro
convergente en X tiene limite tnico.

Demuestre que si  es un punto de acumulacién de un filtro F, en-
tonces F — x.

Sea B una base de filtro en un espacio topolégico X. El filtro generado
por B es la coleccion F = {F C X|B C F para algin B € B}. Se
dice que B — x si toda vecindad de x contiene un elemento de B.
Demuestre que B — z si y s6lo si F — .
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

Sea B = {(n,00) C R|n € N}. Demuestre que B es una base de filtro,
pero no es un filtro. Determine el filtro F generado por B, y demuestre
que ni B ni F son convergentes.

Sean p,q € R? dos puntos distintos. Sea F el conjunto de todos los
subconjuntos del plano euclidiano que contienen a ambos puntos. De-
muestre que F es un filtro y que tanto p como ¢ son puntos de acu-
mulacién de F. Demuestre que F no es convergente.

Un wltrafiltro es un filtro U si tiene la propiedad adicional de que
si AN F # @& para todo F € U, entonces A € U. Un ultrafiltro es
entonces un filtro mazimal. Sea F = {A C R : [0,1] C A}. Demuestre
que F es un filtro sobre R, y que no es convergente. Encuentre un
ultrafiltro U que contenga propiamente a F.

Sea F = {A C R|Q C A}. Demuestre que F es un filtro sobre R,
y que no es convergente. Encuentre un ultrafiltro &/ que contenga
propiamente a F.

Dada una red s, demuestre que Fs es un filtro.

Sea F un filtro en un espacio topologico X . Demuestre que F — x si
y sélo si N(z) C F.

Demuestre que si F — x entonces = € F para todo F € F.
Demuestre que todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Demuestre que si U es un ultrafiltro y ¢ € F para todo F € U,
entonces U — x.

En R considere la base de filtro B = {(n,oco|n € N} y sea F el filtro
generado por B. Demuestre que ni B ni F son convergentes.

Un punto x es un punto de acumulacién de una red s : A — X si
s esté frecuentemente en cada vecindad de x. Demuestre que si = es
un punto de acumulacién de s entonces existe una subred t de s que
converge a x.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
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Sea D = N x N y definamos la relacién =< sobre D mediante (m,n) <
(m/,n') si y sélo si m < m’ y n < n'. Demuestre que (D, <) es un
conjunto dirigido. Demuestre que la red s : D — R? dada por

T

converge a (0,0) € R2. Considere el conjunto dirigido & = N x {0} C
D, y demuestre que la red t : & — R? dada por t(n,m) = (%,0) no
converge a (0,0) y ademds (0,0) no es punto de acumulacién de t.
Es & cofinal en D?.

Demuestre que todo filtro F es un conjunto dirigido por inclusion. Es
decir, para A, B € F se tiene que A < Bsiysélosi B C A. Demuestre
que para todo filtro F tal que F — x existe una red s : F — X tal
que s — x.

Demuestre que una red inducida por un ultrafiltro es maximal.
Demuestre que el filtro inducido por una red maximal es un ultrafiltro.

Discuta la relacion entre los puntos de acumulacion de redes y de
filtros.

Demuestre que un ultrafiltro converge a cada uno de sus puntos de
acumulacién.

Demuestre que un conjunto es una vecindad de x si y sélo si pertenece
a todo filtro que converge a .

Sean A C X, y denotemos por §; la coleccion de los filtros en X que
convergen al punto x. Definase

B = {z € X|A € F para algin F € §,}.

Demuestre que si G € §, y B € G, entonces y € B.



6.8. EJERCICIOS 197

38.

39.

40.

41.

42.

43.

La convergencia define la topologia. Sea X un conjunto, y deno-
temos mediante F(X) la coleccién de todos los filtros definidos sobre
X. Definamos la convergencia de filtros como sigue:

a) Si{z} e F € §F(X), entonces F — z.

b) Sean F,G € §(X), si F -z y F CG, entonces G — x.

c¢) Se satisface la condicién del teorema anterior.
Definamos ahora U C X como una vecindad de x € X, si y sélo si U

pertecece a todo filtro que converge a x. Demuestre que esta nocién
de vecindad define una topologia sobre X.

Sean X,Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y. Demuestre que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua en x.

b) Si F es un filtro que converge a x, entonces la base de filtro G
converge a f(z) si G = {f(F)|F € F}.

¢) Sis: A— X es unared con s — z, entonces fos — f(x).

Sea F un filtro en X. Demuestre que F — x si y sélo si para todo
filtro £ tal que F C & se tiene que = € E para todo F € £.

Demuestre que un filtro F en un espacio topolégico X es un ultrafiltro
si para todo A C X se tiene que si A ¢ F entonces A° € F.

Demuestre que un ultrafiltro converge a cada uno de sus puntos de
acumulacién, es decir, cada punto que estd en la cerradura de cada
elemento del ultrafiltro.

Sea J C R un intervalo cerrado, y dendtese por P(J) la coleccién de
todas las subdivisiones finitas de J. Defina una direccién ‘=<’ sobre
P(J), de forma que (P(J), <) sea un conjunto dirigido.
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44.

45.

46.
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Sea f :J — R una funcién seccionalmente continua. Para cada o €
P(J) sean So(f) v Sa(f) las sumas de Riemann correspondientes.

Demuestre que la coleccién

F ={Fpla,B€P(J)}

define un filtro sobre R donde

Fap ={y € R|Sa(f) <y < Sp(f)}

Dada una funcién Riemann-integrable f : [a,b] — R, escriba

/ab f(z)dzx

como el limite de una red convergente en R.

Dada una funcién Riemann-integrable f : [a,b] — R, escriba

/a ’ f(2)dz

como el limite de un filtro convergente en R.



Capitulo 7

Metrizacion

Todo espacio métrico es un espacio topoldgico, donde la topologia es
inducida por la métrica, es decir, los abiertos en ella son uniones de bolas;
en consecuencia, las bolas constituyen una base para la topologia de un
espacio métrico. Suele decirse que esta topologia es la topologia métrica.

Cabe entonces preguntarnos por aquellos espacios topolégicos, para los
cuales existe una métrica que induce su topologia. Es decir, por aquellas
topologias que son topologias métricas para alguna métrica. Espacios to-
poldgicos tales, se dice que son metrizables, y dedicamos el presenta capitulo
a la caracterizacion de ellos.

Es de sorprender que, en el empeno de clasificar los espacios topolégicos
metrizables nos topamos con un “espacio patrén”, de manera que todo
espacio metrizable es homeomorfo con un subespacio de dicho espacio. Las
nociones de regularidad y normalidad son cruciales en este proceso, de
manera que nos dedicaremos al incio del capitulo a ellas, puesto que en el
capitulo dedicado a la compacidad, nos quedamos en el enunciado de las
definiciones; resta entonces desarrollar algunas de las propiedades de los
espacios regulares y los espacios normales.

Las dos primeras secciones del presente capitulo revisan y profundizan
lo expuesto en la seccién 4.1 respecto de los axiomas de separacion, teniendo
la frescura de ideas como propésito.

199
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7.1. Espacios regulares

Iniciaremos la presente secciéon desarrollando algunas propiedades to-
poldgicas relativas a los axiomas de separacién enunciados en el capitulo
4.

Proposicion 7.1 Un espacio X es de Hausdorff si y sélo si la diagonal
A={(z.2)z € X}
es cerrada en X x X.

Demostracién. Supéngase que X es T,y sea (z,y) ¢ A, si UV C X
son abiertos abiertos ajenos que separan las cordenadas de(x,y), entonces
UxV CX x Xes abiertoy U x VN A = &, pues de lo contrario, U y V
tendrian puntos en comtin. m

X
A
»————‘———————:
v 1U><V:
T |
U | |
U v X

En realidad, todo producto de espacios de Hausdorff es un espacio de
Hausdorff, la demostracién se considera un ejercicio.

Recordemos también que un espacio topoldgico X se dice regular si
dados un cerrado A y un punto x ¢ A existen abiertos ajenos U y V tales
que x € U y A C V. Se dice coloquialmente que un espacio regular es un
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espacio que “separa puntos de cerrados”. Un espacio que es regular y 77 se
llama T5.

Ejemplo 7.1 Regular y T1 implica T3, dado que en un 11 los puntos son
cerrados. U

Ejemplo 7.2 Un espacio indiscreto con al menos dos puntos es regular,
pero no es Ty, dado que ni siquiera es Ty. O

Ejemplo 7.3 Sean X =R, 7, su topologia euclidiana y
By = {(—e,e) — E|le > 0}

1
E:{ nGN}.
n-+1

Puede demostrarse con facilidad que B = 7, UBy es base para una topologia
T sobre R, ademds, como T, C T, entonces T es Hausdorff. Por otra parte,
E es un cerrado que no puede separarse de 0, de manera que T no es reqular.

O

donde

Ejemplo 7.4 La recta euclidiana y la recta de Sorgenfrey son ambos espa-
ctos requlares. [J
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7.2. Espacios normales

Un espacio topolégico X se dice normal si dados dos cerrados ajenos
Ay B existen abiertos ajenos U y V tales que A C U y B C V. Se dice
que un espacio normal es un espacio que separa cerrados. Un espacio que
es normal y T se llama Tj.

Ejemplo 7.5 Normal y T implica regular. O]

T4 T3 T2 T1 T()
Normal Regular

Ejemplo 7.6 Los axiomas de separacion son hereditarios a subespacios. [

Ejemplo 7.7 Claramente todo espacio discreto es normal y 11, de manera
que es Ty. I
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Ejemplo 7.8 Consideremos X = R con la topologia generada por los in-
tervalos de la forma (—oo,x). Este espacio es normal por vacuidad, dado
que no existen pares de cerrados ajenos no vacios. Este espacio no es reqular
ni Hausdorff, dado que tampoco hay pares de abiertos ajenos y no vacios.
Finalmente, este espacio no es T1: si x < y ademds de que x < & < y,
entonces v € (—00,0) pero y ¢ (—00,0); no obstante, todo abierto que
contiene a y también contiene a x. U

Ejemplo 7.9 Consideremos el cojunto X = {z,y,z} dotado con la topo-
logia 7 = {X,2,{x},{y},{x,y}}. Este espacio es normal, dado que todos
los cerrados no vacios contienen al punto z. No es reqular, dado que no
existen abiertos ajenos que contengan, uno al punto x y otro al cerrado
{z}. Por la misma razon este espacio no es Ty. O

Ejemplo 7.10 Consideremos el conjunto X = {x,y, z} y definamos sobre
él la topologia 7 = {X,2,{z},{y,2z}}. El conjunto de los cerrados en este
espacio es { X, @, {x},{y,z}}. Este espacio es normal y es reqular pero no
es Tidado que no existe un abierto que contenga a z y no contenga a y. [

Ejemplo 7.11 Denotemos por Rg la recta de Sorgenfrey, es decir, la recta
real con la topologia del limite inferior. Si A C Rg es un cerrado y x ¢ A,
por definicion existe un abierto bdsico [a,b) tal que x € [a,b) y ademds
[a,b) N A = @. Por otra parte es claro que

U =a,b)° = (—o0,a)U[b,00)

es un abierto tal que A C U y U N[a,b) = &, de manera que Ry es requ-
lar. Sin embargo, este espacio no es normal, puesto que para a < b < c,
los intervalos (a,b] y (b,c] son cerrados ajenos, y si b € [x,y), entonces
necesariamente (a, b N [x,y) # & y también (b,c] N [z,y) # @. O

Teorema 7.2 Todo espacio métrico es normal.

Demostracién. Sean A y B cerrados ajenos en un espacio métrico (X, d).
Notemos que d(xz,B) > 0y d(y,A) > 0 para (z,y) € A x B. Definamos
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entonces e(z) = 1d(z, B) y 6(y) = +d(y, A) para (z,y) € A x B, ademas de

U= U B_(z()

z€A

V= Bsy®

que satisfacen claramente A C U y B C V. Resta demostrar que UNV = &.
Si suponemos que z € U NV, entonces existe x € A tal que d(z, z) < e(x)
y también existe y € B tal que d(y, z) < 0(y). Supongamos que d(y,z) <
d(z, z), entonces

d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) < 2d(z,2) < 2e(x) < d(z, B),

lo cual es claramente contradictorio. m

Los dos resultados siguientes seran de utilidad en la demostracion del
lema de Urysohn.

Lema 7.3 EI espacio topoldgico X es normal si y solo si para todo par de
cerrados A y B existe un abierto U tal que ACU yUNB=g.

Demostraciéon. Sean A y B dos cerrados ajenos y no vacios en el espacio
X . Supédngase primero que X es normal y sean U y V abiertos ajenos tales
que ACU y BCV, entonces V¢ es cerradoy A CU CU C V¢ entonces

UNBCUNV =g
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con lo que se demuestra la primera implicacién. Para demostrar el remproco
sea U abierto tal que A C U y U N B = @, entonces basta hacer V = U".
|

Lema 7.4 El espacio topologico X es normal si y sélo si para todo cerrado
A y todo abierto W tal que A C W vy existe una abierto U tal que

ACUCUCW.

Demostracién. Supdéngase primero que X es normal y sean un cerrado A
y un abierto W tales que A C W, entonces B = W€ es un cerrado ajeno
con A y usando el lema anterior tomamos un abierto U tal que A C U y
UNB = @, lo cual es equivalente con U C W. Reciprocamente, si A y B
son dos cerrados ajenos y no vacios, entonces W = B¢ es un abierto que
contiene a A. m

7.3. El lema de Urysohn

La demostracion del lema de UrysohnE] descansa sobre un hecho parti-
cularmente elemental y significativo: el conjunto de los niimeros diadicos es
denso en la recta real. Un numero diddico es un nimero de la forma

t

9k
para t,k € Z. Denotamos por D el conjunto de los ntimeros diddicos en
I=10,1].

Lema 7.5 Si D el conjunto de los nimeros diddicos en I = |0, 1], entonces

D=1

Demostracién. Notemos en primer lugar que 0 y 1 sin diadicos, por lo
que basta demostrar que todo intervalo de la forma

m m+1
n’ n

'Pavel Samuilovich Urysohn (1898 - 1924), matemético ruso de origen judio, que
destacé por sus contribuciones a la Teoria de la Dimensién.
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contiene nimeros diddicos. Usando la propiedad arquimediana elegimos k €
w tal que
1

2k<

3|~

y notemos que el conjunto

S m
A={seu|gm> T
€S 1no VaCI,O, de manera que sit= min(A), entonces
1 m 1 m+1

m
< —4+ —< —4+—-=
n 2n n n n

9k+1

que demuestra lo afirmado. m

Lema 7.6 Sean X un conjunto, D C I un subespacio denso y
U={Ulte D} c2¥

una cubierta de X tal que de t < s se sigue que Uy C U, entonces para la
funcion f: X — I dada por f(zx) = inf{t € D|x € U;} se satisface:

o=ty 08 =0
t<s t>s

para todo s € I.

Demostracién. Si f(x) € [0, s), entonces para 0 < f(z) < t < s se tiene
que x € U,. Por otra parte, si x € Uy para algin t < s, entonces f(z) <t <s
de donde f(x) € (0,s) con lo que queda demostrada la primera igualdad.
Supongamos ahora que f(z) € [0, s], entonces x € U; para todo t > sy
reciprocamente, si x € U; para todo t > s entonces f(z) € [0, s] con lo que
se completa la demostracién. m

Lema 7.7 Sean X un espacio topolégico, D C I un subespacio denso y
U={Ulte D} C2¥

una cubierta abierta de X tal que de t < s se siqgue que U; C U, entonces
la funcion f : X — I dada por f(x) = inf{t € D|x € Ui} es continua.
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Demostracién. Basta denostrar que la preimagen de todo sub-bésico es
abierto. Por el lema anterior, es claro que f71[0,s) C X es abierto. Para
demostrar que f~1(s, 1] es abierto basta demostrar que f~1[0, s] es cerrado,
para ello es suficiente demostrar que

U =r"0,5] = (T

t>s t>s

Una contensién es clara, dado que U; C Uy para todo t € D. Por otra parte,
para t > s tomemos r € D con t > r > s, entonces U, C U, de donde se
sigue la otra contencién. m

Con los elementos previos podemos atacar la demostracién del conocido
lema de Urysohn.

Teorema 7.8 (Lema de Urysohn) Un espacio topoldgico X es normal
si y solo si para dos cerrados ajenos y no vacios A,B C X existe una
funcion continua f: X — [0,1] tal que A C f~1(0) y B C f~1(1).

Demostracién. Una funcion con la propiedad descrita se conoce como fun-
cion de Urysohn. Claramente si una funcién de Urysohn f existe para dos
cerrados ajenos y no vacios cualesquiera, entonces el espacio X es normal,
dado que por continuidad, las preimagenes de [O, %) y (%, 1] son abiertos
ajenos que contienen a A y B respectivamente. Demostraremos el recipro-
co: sean A, B C X dos cerrados ajenos y no vacios, por la normalidad de
X elijamos un abierto U 1 tal que

ACU. C C B“.

1
2

N

Procediendo inductivamente, para cada numero diddico, es decir, cada ele-
mento p en

D:{£‘0<n<2m; n,mGZ}
2m
se define un abierto U, tal que sit,s € D y t < s, entonces

ACUCU CU,CUs C B
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La funcién f: X — [0, 1] dada por
f(z) = inf{t € D]z € U;}

es claramente continua por el lema anterior, dado que D = [0, 1], y ademés,
si a € A entonces a € U; para todo t € D, de manera que f(a) = 0. Final-
mente, para b € B se tiene que b ¢ U; para todo t € D, y en consecuencia

fb)y=1. m

Debe notarse que la demostracién previa se construye a partir de una
funcién F': D — 7x definida mediante F(t) = Us.

ool
=
ool
DN|—
oolut
(o
o] BN

Ejemplo 7.12 Con la topologia euclidiana, la recta real R es un espacio
topolégico normal, y es de hecho Ty. Consideremos los cerrados [a,b] y [c, d]
para a < b < ¢ <d. Una funcion de Urysohn f : R — [0,1] queda definida
como

0 para x<b
flx) = ;g:g para b<z<c
1 para c<zx

ya que es claramente continua. [
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Ejemplo 7.13 Denotemos por Rg la recta de Sorgenfrey, es decir, la recta
real con la topologia del limite inferior, espacio que claramente no es nor-
mal, puesto que para los cerrados ajenos (a, b] y (b, c] no es posible encontrar
abiertos ajenos que los separen. Sea una f : Rg — [0,1] una funcidn, si f
fuese continua, entonces f~1[0, %) Y f_l(%,l] sertan dos abiertos ajenos
que separan loa cerrados dados. [

Ejemplo 7.14 Consideremos los cerrados (—o0,0] y [1,00) en Rg, nota-
mos que, a pesar de que Rg no es normal, la funcion f: Rg — [0, 1] dada
por

0 para z <0
flx)=4¢ = para 0<z<1
1 para 1<z

es una funcion de Urysohn para los cerrados dados. [

El lema de Urysohn es un lema porque es un paso previo para la demos-
tracion del teorema de metrizacion de Urysohn, la cual consiste en encontrar
un subespacio del cubo de Hilbertﬂ que es homeomorfo con el espacio dado.

*David Hilbert (1862 - 1943), matematico alemdn, altamente influyente en la comu-
nidad matematica. Propuso 23 problemas que orientaron la investigacién matemaética en
el siglo XX.
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7.4. El teorema de extension de Tietze

El teorema de extensién de Tietze{ﬂ resuelve un problema de extensién
como su nombre lo indica, y antes de avanzar hacia su demostracién con-
sideraremos algunos ejemplos para tener una idea clara de su alcance e
importancia.

Ejemplo 7.15 Consideremos una funcion continua f : [a,b] — [0,1]. Cla-
ramente, podemos extender f continuamente a F': R — [0, 1] como sigue:

f(0)  para r<a
Fx)=<} f(z) para a<x<b
f(1)  para b<zx

FEsto es posible por que [a,b] C R es cerrado y R es normal con la topologia
euclidiana. [

Ejemplo 7.16 La funcién f : (0,1] — [-1,1] dada por f(z) = sin 2% es
continua, dado que es composicion de continuas, si se considera al inter-
valo (0,1] como subespacio de la recta real con la topologia euclidiana. Se
verifica con facilidad que no existe una manera continua de extender f a
una funcion F: R — [—=1,1]. Aunque R es un espacio normal, ciertamente

(0,1] no es cerrado en R. O

3Heinrich Franz Friedrich Tietze (1880 - 1964), matemético austriaco, destacado
ademads por su trabajo algebraico en Presentaciones de Grupos.
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Ejemplo 7.17 Consideremos ahora la funcion f : [0,1) — [-1,1] dada
ahora por f(z) = sin = y consideremos ademds al intervalo [0,1) como
subespacio de la recta real con la topologia del limite inferior Rg. La topo-
logia del limite inferior es mds fina que la topologia euclidiana, de manera
que la funcion dada es todavia continua. El intervalo [0,1) es abierto y ce-
rrado en Rg, espacio que no es normal, por lo que no existe una extension
continua F : R — [—1,1], de acuerdo con el teorema de extension de Tietze.

O

El teorema que nos ocupa tiene una demostracion un tanto técnica, por
lo que conviene seccionarla, y para ello usaremos dos lemas previos.

Lema 7.9 Sean X wun espacio topoldgico normal, A C X un cerrado y
f+A— [-bb] una funcion continua para b € (0,1). Entonces existe una

funcién continua h : X — [—%, %] tal que
2b
f(a@) ~ hia)| < 2

para todo a € A.
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Demostracién. Denotemos

A(]:f_l |:_b7_g:| y B():f_l [gvb] ;

que son claramente cerrados por continuidad y definamos

b b
h:X 2.2
=54

una funcién de Urysohn para los cerrados Ay y By. La funcién

2b 2b
fi=f—-h:A— [—3,3]

es claramene continua y tiene la imagen indicada, dado que:
1. Sobre Ag se tiene que —b < f(z) < —% y h(z) = —g, de donde

2b b

bt < @)~ he) = f@) +y < -

2. Sobre By, se tiene que % < f(x) <by h(z) = %, de donde

0=

<b-

w| o

< f(z) = h(zx) = f(z) -

w| o
w| o

3. Sobre A — (Ap U By) se tiene —% < f(z),h(z) < % de donde

2 <) b < 2

En todo caso, la imagen de f; = f — h sobre A es efectivamente [—%b, %b]
como se afirmé. m
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b b
b b
3 3
b _b
3 3
_h _h
U (o)
A By Ao By
— — — —
A ‘ . A

Lema 7.10 Sean X un espacio topoldgico y (gr) una sucesion de funciones

continuas )
2b 1 2b
¢ —= —

donde b € (0,1), entonces la funcion F : X — [—1,1] dada por

o0
F = ng:
k=0

estd bien definida y es continua.

Demostracién. Notemos en primer lugar que |gi(z)| < %(%b)k y por el

criterio de comparacion la serie dada es convergente, dado que es absoluta-
mente convergente, por lo que F esta bien definida sobre todo X.

<Z|gk r_?f@)k:l

Si se demuestra que la convergencia es uniforme, tendremos entonces la
continuidad de F'. Denotemos ahora

Gn = Z 9k (33‘)
k=0

|F| =
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Tomemos ¢ > 0 y n suficientemente grande para que |Gy (z) — Gi(z)| < §
para toda k > n. Entonces |F(z) — Gp(z)| < 5. Por continuidad, para cada
xo € X tenemos un abierto U € N (x¢) tal que para todo x € U se satisface

|F(z) = F(x0)| < |F(x) = Gn(2)| 4 |Gn(x) — Gn(w0)| +[Gn(z0) — F(z0)| < €
con lo que se completa a demostraciéon. m

Teorema 7.11 (Teorema de extensiéon de Tietze) Un espacio X es nor-
mal si y solo si para todo cerrado no vacio A C X y toda funcion continua
[+ A — [-1,1], existe una funcién continua F : X — [—1,1] tal que
Fla=f.

Demostracion. Si la extensién existe para todo cerrado A toda funcién
continua f : A — [—1, 1], consideremos dos cerrados ajenos no vacios A y
As. Notemos que A = A; U As es cerrado en X y definamos una funcion
f:A—[—1,1] mediante:

| =1 para z€A4
f(z) = { 1 para x€ As

Esta es claramente continua, y su extension F' una funcién de Urysohn, de
manera que X es normal. Reciprocamente, supéngase que X es normal y
sean A C X cerradoy f = fo: A — [—1, 1] continua. Denotemos

_ 1 1|1
AO :f() ! |:_]-a_3:| y BO = f() ! |:371:| )

que son claramente cerrados por continuidad. Sea
11

X — |-z,
90 [ 3 3]

una funcién de Urysohn para los cerrados Ag y By. La funcion

2 2
fi=fo—go: A— [—3>3]
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es claramene continua y tiene la imagen indicada, como se ha demostrado
previamente. Denotemos

_ 1|2 12 |l (2) 2
e [3A0] e B0

que son claramente cerrados por continuidad. Sea ahora
1/2\ 1/2
X —|—-=l=),2(=

una funcién de Urysohn para los cerrados A; y By. Nuevamente, la funcién

2\? [2)\?

3) "\3
es continua y tiene la imagen que se indica. Procediendo inductivamente,
encontramos una sucesién de funciones (gi) donde

wx =[50 ()]

es una funcién de Urysohn para los cerrados

et ) 4@ s e b))

para

fo=fi-1=fo—(90+q1): A—

N so\F
fk:fk1_gk1:f0_(90+91+...—|-gk1):A—>[—<3) ,<3> ]

Encontramos asi una sucesion (gx) una sucesién de funciones continuas

1 /20\* 1 /2b\*
X (=) (=
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de manera que por el lema previo, la funcién F : X — [—1, 1] dada por

o
F=> o
k=0
estd bien definida, es continua y ademas extiende a f, dado que

2

k
()] = 170 golo) + ..+ au(a)) < (5)

para todo z € A y todo k € w, de donde

@ -rwi< (2)

para todo z € A y todo k € w, con lo que finalmente f(z) = F(z) para
todoz €A =

Ejemplo 7.18 Denotemos por Rp la recta real con la topologia discreta,
el cual es normal y en el cual (a,b] es cerrado para a < b. Es claro que toda
funcion f : [a,b] — [—1,1] es continua y cualquier funcion F : Rp — [—1,1]
con Flap = f es una extension continua de f. O

7.5. El cubo de Hilbert

El cubo de Hilbert se define como el espacio topoldgico cuyo conjunto
subyacente es el producto numerable

1
keN

y cuya topologia es la topologia producto. El cubo de Hilbert es un espacio
métrico en virtud del teorema anterior. Por otra parte, es claro que el
intervalo I = Iy = [0, 1] es puede identificarse, en tanto que conjunto con el
intervalo Iy, = [0, 2%] para todo k € N; veremos posteriormente que son en
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realidad homeomorfos. Entonces, el cubo de Hilbert H es homeomorfo con el
producto de una cantidad numerable de copias del intervalo unitario cerrado
1. Equivalentemente, el cubo de Hilbert es homeomorfo con el espacio de
funciones I = {f : N — I}, es decir, el espacio de todas las sucesiones en
1.

El cubo de Hilbert es claramente 2°-numerable, dado que es un producto
de espacios cada uno de los cuales es 2°-numerable. Ademaés es Hausdorff,
como consecuencia de que es un espacio métrico cuya métrica dada por

y es la métrica euclidiana sobre cada subespacio de dimension finita. Note-
mos que la serie del radicando es ademés convergente, ya que

o0 oo

d(z,y) < ZQ%S Z%n:ﬁ

n=0 n=0

Como se observa con claridad, todo subespacio de un espacio métrico es
a su vez un espacio métrico. En consecuencia, una forma mas o menos ha-
bitual de verificar que un espacio topolégico dado X es metrizable consiste
en encontrar un subespacio de H que sea homeomorfo con X. El teorema
de metrizacién de Urysohn requiere de algunos resultados previos.

7.6. Normalidad y Lindelof

Recordemos que un espacio topoldgico X es un espacio de Lindelb’ﬂ si
toda cubierta abierta de X admite una subcubierta numerable.

Lema 7.12 Todo espacio 2°-numerable es de Lindeldf.

“Ernst Leonard Lindel6f (1870 - 1946), matemdtico finlandés.
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Demostracién. Sea U una cubierta abierta para X y sea B = {By|k € N}
una base numerable para la topologia de X. Claramente B es una cubierta
numerable para X. Para cada k € N, elijamos un U, € U tal que By C Uy,
tenemos entonces que la subcoleccién {Ug|k € N} C U es una subcubierta
numerable. m

Teorema 7.13 Todo espacio reqular y de Lindeldf es normal.

Demostracién. Sean A # @ y B # @& dos cerrados ajenos en un espacio
regular y Lindel6f X . Usando la regularidad, para cada x € A elijamos una
vecindad abierta U, € N(z) tal que U, N B = @. Claramente la coleccién
U de estas vecindades es una cubierta de A, y procediendo andlogamente
encontramos para B una cubierta abierta numerable {Vy|y € B} tal que
V,NA = @ para todo y € B. Tenemos asi que W = UUVU{A°UB} es una
cubierta abierta para X, de la cual elegimos una subcubierta numerable.
Obtenemos de esta manera una sucesién de abiertos {Ug|k € N} que es una
cubierta para A y que satisface U, N B = @ y también una sucesién de
abiertos {Vi|k € N} que es una cubierta para B y que satisface VoNA = @.
Definamos ahora

k k
Up=Ux-(Vi v Vi=Vi-(Ui
i=0 i=0

para todo k € N. Dado que U, NV; = & para todo ¢ < k y también
Vi NU; = @ para todo ¢ < k, entonces U, NV, = & para todo k € N.
Consecuentemente U NV = @ donde

v=Ju vy v=UW
kew keN

yademés ACUy BCV. n
Corolario 7.14 Todo espacio reqular y 2°-numerable es normal.

Demostracién. Basta notar que es Lindelof. m
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7.7. El teorema de metrizaciéon de Urysohn

Previo a la demstracion del impresionante teorema de metrizacion ne-
cesitaremos algunos resultados elementales. Una funcién f : X — Y se dice
que es secuencialmente continua en x € X si para toda sucesién convergente
Zn, — x se tiene que f(x,) — f(x).

Proposicion 7.15 Toda funcion continua es secuencialmente continua.

Demostracién. Supongamos que f : X — Y es continua y sea (z,) una
sucesion en X tal que z, — z € X. Si V € N(f(x)), entonces por conti-
nuidad U = f~1(V) € N(z) y entonces x,, € U para casi todo n € N, de
manera que f(x,) € V para casi todo n € N como queriamos demostrar. m

Proposicion 7.16 Si X es Ty, 1°-numerable y f : X — Y es secuencial-
mente continua, entonces es continua.

Demostracién. Supongamos continuidad secuencial y tomemos z € X y
una base local numerable B, = {G1,...,Gy,...}. Suponiendo que f no es
continua en x € X, sea V € N(f(x)) tal que f~1(V) no sea una vecindad
de x, entonces G no estd completamente contenido en f~*(V) para todo
k € N y en consecuencia podemos elegir, para cada k € N

2, € GINGaN...NGpN fHV),

formando una sucesién (z) tal que zx — z, de manera que por hipdtesis
f(zr) — f(z) por lo que f(z) € V para casi todo k € N de donde zj, €
f~1(V) para casi todo k € N contrariamente a la eleccién de x. m

Teorema 7.17 (Teorema de metrizacién de Urysohn) Todo espacio
reqular, T1 y 2°-numerable es metrizable.

Demostracién. La argumentacién consiste en demostrar que X es homeo-
morfo con un subespacio del cubo de Hilbert, y si X es finito no hay nada
que demostrar. Supongamos que X es infinto y elijamos una base numera-
ble B = {Ux|k € N, } de manera que X # Uy, para todo k. Por normalidad,
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para todo U; € B existe U; € B tal que U; C U;, numeremos entonces los
pares P, = (U;,,U;,) tales que U;, C Uj,, lo que implica que U;,, y U £ son
cerrados ajenos. Usando el lema de Urysohn elijamos para cada par P, una
funcién f, : X — [0,1] tal que f,(z) = 0 para x € U;, y fao(z) = 1 para
z € Uj . Si H denota el cubo de Hilbert, definamos f : X — H mediante

flx) = <f"2(f)> €H

dado que que claramente satisface

T 1
P < g

Demostraremos ahora que f es inyectiva. En efecto, si z,y € X son dos
puntos distintos, dado que X es 77, podemos encontrar un abierto basico
U; tal que x € U; pero y ¢ Uj, y usando al normalidad encontramos un
abierto béasico U; tal que x € U; C Uj, es decir, existe m € Ny tal que

= (U;,U;) de forma que U; v Uj son cerrados ajenos con y € ch y
T € ﬁ,, por consiguiente f,(x) =1y fn(y) = 0 de donde f(z) # f(y)
mostrando la inyectividad.

Demostraremos enseguida que f es continua en xy. Notemos que dado
€ > 0 existe N € N tal que

N 2

n=1
Ahora bien, como cada f;,, es continua, para cada n € Ny existe una abierto
Un € N(xp) tal que si z € U,, entonces
2 e
(fn(2) = fa(20))” < ON

Tenemos entonces que U = Uy N...N Uy es una vecindad abierta de xqy y
es tal que si z € U entonces

= z) — fn(xo))? 2 2
ista), e = 3 PRIy (22

n=1
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demostrando la continuidad.

Resta demostrar finalmente que si Y = f(X) C H, entonces la inversa
f~1:Y — X es también continua. Observando que dado que Y es T} y 2°-
numerable, entonces continuidad secuencial implica continuidad por el lema
previo. Sea f(x;) una sucesién en Y tal que f(x,) — f(z), y supongamos
que x, no converge a z. Existe entonces una vecindad U € N (z) que
xn ¢ U para una cantidad infinita de valores de n, de manera que podemos
encontrar una subsucesién y,, de x, tal que y, ¢ U para todo n. Sea Uy un
abierto basico tal que x € Uy C U y elijamos un par P, = (U,, Uy) tal que
T € 761 C Uk C U de tal suerte que y, € Ug para todo n. De acuerdo con
lo anterior fp,(z) =0y fm(x,) =1 para todo n, con lo que

(fm(xn) - fm(x))2 =1

y en consecuencia

de manera que

Tenemos entonces que la sucesiéon f(x,) no converge a x contrariamente a
lo supuesto y con ello completamos la demostracién. =

7.8. Ejercicios

1. Demuestre que el producto arbitrario de espacios de Hausdorff es un
espacio de Hausdorff.

2. Sea X un conjunto infinto con la topologia cofinita, y sea (z,|n € N)
una sucesién tal que z, # x,, siempre que n # m. Determine si la
sucesion dada es o no convergente, y en tal caso, determine el conjunto
de sus puntos limite.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Demuestre que todo espacio topolégico T} e infinito es discreto.

Sean X un espacio topolégico X, A C X un subespacio y x € X un
punto. Demuestre que si existe una sucesiéon (z,,) en A tal que x,, — x,
entonces x € A. Encuentre un contraejemplo para el reciproco.

. Sean X un espacio 1°-numerable, A C X un subespacio y x € A,

entonces, existe una sucesiéon X,, en X tal que z,, — .

. Demuestre que la recta de Michael R;; es normal.

Demuestre que la recta de Sorgenfrey Rg es normal.

. Demuestre que el plano de Sorgenfrey Rg x Rg no es normal. Observe

que es suficiente encontrar un par de cerrados ajenos que no puedan
ser separados pos abiertos ajenos.

. Sean X un espacio T3 y A C X un subespacio cerrado. Demuestre

que X/A es Ts.

Encuentre un espacio 77 en el que no todo compacto es cerrado.
Demuestre que si X1 y X2 son ambos T, entonces X; x Xy es Tp.
Demuestre que si Y es Ty y X es indiscreto, entonces X x Y es Ty.

Sea f : X — Y una aplicacién inyectiva y continua. Demuestre que
siY es T, entonces X es Th.

Suponga que (X, 7) es un espacio Ty y que 7’ es una topologfa sobre X
més fina que 7. Demuestre que (X, 7’) es Ty. Demuestre la propiedad
analoga para espacios 11 y 1.

Demuestre que si X es 177 y A C X es finito, entonces A’ = @.

Demuestre que en un espacio 717, todo conjunto conexo con mas de
un punto es necesariamente infinito.



7.8. EJERCICIOS 223

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Demuestre que para cada conjunto X # & existe una unica topologia
minima 7, tal que (X, 7) es T3.

Suponga que (X, 71) es de Hausdorff, que (X, 72) es compacto, y que
71 C 72. Demuestre que 7 = To.

Suponga que (X, 7) es compacto y Ts. Demuestre que X no es com-
pacto con ninguna topologia estrictamente mas fina que 7 y que X
no es T con ninguna topologia estrictamente mas gruesa que 7.

Sean X un espacio T3 y f : X — X una aplicacién continua. Demues-
tre que el conjunto de puntos fijos de f es cerrado. El conjunto de
puntos fijos de f es el conjunto {z € X|f(z) = z}.

Denotemos por Ry la recta real con la topologia conumerable y por
Ry la recta con la topologia euclidiana. Demuestre que:

a) Todo irracional es un punto de acumulacién de Q en Ry .

b) La funcién identidad f : Ry — Rg no es continua.

Un conjunto A se dice que es un conjunto aislado si AN A" = &. De-
muestre que todo espacio de Hausdorff infinito contiene un conjunto
aislado infinito.

Demuestre que la regularidad es una propiedad hereditaria, y que es
topoldgica en el sentido de que es invariante bajo homeomorfismos.

Demuestre que todo espacio regular y Tg es 1.

Considere el espacio topolégico (X,7), donde X = {0,1,2} y 7 =
{2,{0},{1},{0,1}, X}. Demuestre que:

a) {2}/ ={1} y {0} = 2.

b) X es regular, pero no es 7Tb.

Considere el espacio topoldgico (X, 7), donde X = {0,1,2} y 7 =
{2,{0},{1},{0,1}, X}. Demuestre que:
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a) {0} ={2} y {2} = 2.

b) X es normal, pero no regular.

27. Demuestre que la recta de Sorgenfrey es normal.



Capitulo 8

Homotopia

Los espacios topoldgicos se clasifican en clases de homeomorfismo, de
manera que dos espacios topoldgicos homeomorfos son considrados el mismo
espacio. En direccién de pensamiento, adquiere sentido la vieja aifrmacion
topoldgica que asegura que una taza no se distingue de una dona y cosas
por el estilo. Dicho de forma coloquial, una dona puede ser “deformada”
continuamente hasta adoptar la forma de una taza, y reciprocamente.

El problema de decidir si dos espacios dados son homeomorfos ha de-
mostrado ser de extraordinaria dificultadno es sencillo, debido a lo cual ha
sido necesario recurrir a invariantes mas sutiles, con el propdsito de acceder
a una clasificacion menos rigurosa de los espacios topolégicos. Uno de estos
inavariantes se encuentra en la Teoria de Homotopia, misma a cuyo estudio
nos intriduciremos en el presente capitulo.

La deformacion continua producida por la homotopia no es necesaria-
mente reversible de forma continua, pero puede recurrirse a la equivalencia
homotoépica. Un segmento de recta, por ejemplo, puede ser continuamente
“encogido” hasta un punto, de manera que un segmento y un punto son
equivalentes en términos de homotopia. En esta dindamica de clasificacion
de espacios, como veremos, juega un rol fundamental las esferas.

Por supuesto, dos espacios homeomorfos son homotdépicamente equi-
valentes, aunque el reciproco no se verifique, como puede observarse del

225
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ejemplo del parrafo anterior. Por ello, dos espacios que no son equivalentes
en términos de homotopia, no pueden ser homeomorfos.

8.1. Trayectorias y lazos

Denotemos por M (X,Y") la coleccién de las aplicaciones continuas de X
en Y y para subespacios A C X y B CY denotamos por M ((X, A), (Y, B))
la subcoleccién de M(X,Y) cuyos elementos son las funciones f: X — Y
tales que f(A) C B. Tenemos entonces que M ((I,{0,1}), (X, zo)) tiene por
elementos los lazos en X con punto base en xg € X, y el espacio de tales
lazos se denota més sucintamente mediante (X, zg).

Ahora bien, la exponencial exp : I — S' dada por exp(t) = 2™ induce
una biyeccién

E:Q(X,z) — C((S',1), (X, z0))

dada por E(a)(e?™) = a(t). Resulta entonces sensato usar la notacién
Q(X, o) tanto para M ((I,{0,1}), (X, x0)) como para M((S,1), (X, xq)).
En los ejercicios se pide demostrar que ambos espacios de funciones son
homeomorfos.

Recordemos que un espacio se dice que es trayectoconexo si para dos
puntos cualesquiera xg,x; € X existe una trayectoria o : I — X tal que
xo = a(0) y 1 = a(1), que dos puntos que son extremos de una trayectoria
se dice que son homotdpos, y que la clase de homotopia de un punto x € X
de denota por [z]. A menos que se indique otra cose, en adelante, los espacos
de aplicaciones se consideran dotados de la topologia compacto-abierta.

Proposicién 8.1 Si Y es Hasudorff entonces M(X,Y') es Hausdorff con
la topologia compacto-abierta.

Demostracién. Dadas f,g € M(X,Y) con f # g tomemos x € X tal que
f(z) # g(x) y abiertos ajenos U,V C X tales que f(z) € Uy g(x) € V.
Tenemos entonces que los sub-basicos V({z},U) y V({z},V) son abiertos
ajenos en M(X,Y) que contienen a f y a g respectivamente. ®



8.2. HOMOTOPIAS 227

Claramente se tiene que si K; C Ky entonces V(Ko,U) C V(K1,U) y
si Uy C Us entonces V(K,U;) C V(K,Us).

Recuérdese que el conjunto cociente médulo la relacién de conectabi-
lidad es el conjunto de las componentes trayectoconexas y se denota por
mo(X), el cual por lo general no tiene estructura algebraica, sin embargo,
tiene estructura de grupo siempre que X es un H-grupo, estableciendo el
producto [z][y] = [z * y] sobre las clases de homotopia.

8.2. Homotopias

Dados dos espacios topoldgicos X, Y y dos aplicaciones continuas fy, fi :
X — Y, decimos que tales aplicaciones son homdtopas si existe una homo-
topia entre ellas. Es decir, una aplicacion continua F : X x I — Y tal que
F(0,2) = fo(z) y F(1,z) = fi(x). Notemos que una homotopia F' : fo >~ fi
se corresponde de manera Unica con una trayectoria F:I M (X,Y)
cuyos extremos son fo v fi.

F(t)(x) = F(x,1)

Por otra parte, es claro que toda trayectoria en M (X,Y’) se asocia de ma-
nera unica con una homotopia entre dos aplicaciones de X en Y. Dos apli-
caciones fo y f1 son conectables en M(X,Y) si y s6lo si son homdtopas.
De lo anterior se tiene que la homotopia de aplicaciones es una relacién de
equivalencia y que las clases de equivalencia, llamadas clases de homotopia
se corresponden biunivocamente con las componentes trayecto-conexas de
M(X,Y).

Consideremos en caso particular M ((I,{0,1}), (X, zg)), que denotare-
mos por (X, xzg) y que como ya observamos previamente corresponde tam-
bién con M ((S!, 1), (X, z0)).

En el caso particular en el que X es un espacio de Hausdorff, es claro
que el espacio de lazos Q(X,xg) es también un espacio de Hausdorff, y
pretendemos demostrar que el espacio de lazos es un H-grupo, para lo
cual requerimos la definicién de una operacion binaria con las propiedades
descritas. La operacion en cuestion es la concatenacién de trayectorias que
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ya habia sido definida, en el capitulo de conexidad, como sigue, mediante
el uso del lema de pegadura.

| af2t) para 1<t< 3
O‘*B(t)_{ﬁ(l—Qt) para 3 <t<1

Con auxilio de las ilustraciones siguientes puede demostrarse con faci-
lidad que el espacio de lazos Q(X,zg) satisface los axiomas de H-grupo.
Consideremos «, 3,7 € Q(X, ) tres lazos cualesquiera, denotemos por e,
el lazo constante ey, : I — X dado por ey, (t) = xo para todo t € I y por
a!: T — X el lazo inverso del lazo a dado mediante a~1(t) = a(1 — t).

1. Que ax (B*7v) =~ (a* ) *~ se sigue de la homotopia ilustrada como
sigue obteniendo la asociatividad salvo homotopia.

o o

2. La homotopia que se ilustra con la figuras siguientes muestra que el
lazo constante es meutro salvo homotopia en el espacio de lazos, es
decir que a * 5, ~ o~ ez, * Q.
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Lo Lo o o

€0 a a €0

3. El lazo inverso es un posible inverso salvo homotopia como se deduce
de las figuras que siguen, las cuales ilustran el hecho de que axa ™! ~
exy = 1k .

Cxg Cxg

x0 Zo
0 0 0 z0

El lector recuerda con seguridad los diagramas anteriores de la seccién
5.6, en donde pueden verificarse los detalles técnicos.

8.3. El grupo fundamental

Tenemos entonces que las clases de homotopia de lazos en X con punto
base en x( se corresponden biunivocamente con las componentes trayecto-
conexas del espacio cuyos puntos son tales lazos. En la seccién 5.7 se de-
mostré que mo(X) tiene estructura de grupo si X tiene estructura de H-
grupo.
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El grupo de las componentes trayecto-conexas de (X, xo) se conoce
como el grupo fundamental del espacio X con punto base en xy, mismo que
denotamos mediante 7 (X, zo).

Q(X, o)
T (X, wo) = mo (UX, 20)) = ———

~

Como hemos visto, una forma de entender el grupo fundamental de un
espacio X es como el grupo conformado por las clases de homotopia de
aplicaciones de la l-esfera S' C C con punto base 1 € C en el espacio X
con punto base zg. Notemos que la 0-esfera S° C R es un espacio discreto
consistente en los puntos 1 y —1 en la recta real R. Si consideramos al
punto 1 como el punto base de S°, entonces dadas dos aplicaciones ag, a :
(8°,1) — (X, x0), una homotopia entre ellas es una funcién continua

F:8xT—X
tal que:
1. F(=1,0) = ag(—1),
2. F(—1,1) = ay(-1), y
3. F(1,t) = xo para todo t € I.

En consecuencia, una homotopia entre ag, a1 es simplemente una trayec-
toria en X con extremos en ag(—1) y ai1(—1). Lo anterior puede verse con
facilidad si se considera la inclusién ¢ : I — SYx I dadapor «(t) = (—1,t). La
trayectoria a : I — X se define entonces por la conmutatividad del diagra-
ma siguiente como a = Fovy claramente o(0) = ap(—1) y a(1) = aq(—1).

SRV ga—) X
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Se obtiene como conclusiéon que las clases de homotopia de aplicaciones
punteadas de S° en X coincide con las componentes trayectoconexas de
X. Denotamos en general la familia de las clases de homotopia de aplica-
ciones de X en Y como [X,Y] y de las aplicaciones punteadas de (X, xg)
en (Y,yo) como [(X,xzg), (Y, yo)]. Si los puntos base se suponen conocidos
es costumbre omitirlos en la notacién, de manera que en tal caso abrevia-
mos [(X, zo), (Y, yo)] como [X,Y]. Con esta notacién tenemos una bellisima
expresion para 7wy y para w1, donde X es trayectoconexo.

m0(X) = [SY, X]

m(X) = [S1, X]

Un hecho que generalizaremos posteriormente es el que conecta los dos
miembros de la siguiente igualdad, las cuales representan dos formas dis-
tintas de obtener el grupos fundamental.

[(Sov 1)7 (Q(X7 :L'o), ea?o)] = [(Slv 1)7 (X, xo)]

Teorema 8.2 Si7o(X) =1 entonces m (X, xg) = m1 (X, x1) para dos pun-
tos cualesquiera xo,x1 € X.

Demostracién. Dado que X es trayectoconexo, los puntos considerados
son conectables, sea entonces v : I — X una trayectoria con y(0) = xg y

(1) =21
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Definamos entonces I : 71 (X, zg) — 71 (X, x1) mediante [['(a)] = [y~
a x|, aplicacién que estéd claramente bien definida y tiene inversa dada por
[C=1(B)] = [y * B *y~!], de donde se tiene que es una biyeccién. Por otra

parte, dado que
[C(axd)] =y xaxdxy] =" xaxyxr " xdxq] = [[(a)][[(5)]

para cualesquiera «,d € Q(X, zg), de manera que es un homomorfismo de
grupos y por consiguiente un isomorfismo. m

El punto base g del espacio X es suficiente para determinar el punto
base del espacio de lazos, el cual es justamente el lazo constante e,,. Por
otra parte, por el resultado anterior tenemos que el grupo fundamental es
independiente del punto base para espacios trayectoconexos. Teniendo lo
anterior en consideracion, el nexo entre my y 71 adquiere una expresion de
mayor elegancia.

mo(Q(X)) = [8°, Q(X)] = [25°, X] = [§", X] = m(X)

8.4. El punto y el circulo

En la presente seccién calcularemos los grupos fundamentales de algu-
nos espacios topoldgicos mas o menos populares. Inicaremos aplicando el
functorE] mo al grupo ortogonal O(n), el cual en particular es un H-grupo,
en el que la operacion de H-grupo es la misma que la operacién de grupo.
El grupo O(n) tiene exactamente dos componentes conexas, de manera que
m0(O(n)) es un grupo de orden 2.

770(0(71)) = 02

Dos espacios X,Y se dicen que son homotopicamente equivalentes si
existen aplicaciones f : X - Y yg:Y — X talesque go f ~ 1x y

'Los significados de categoria y de functor serdn aclarados en la siguiente seccién,
aunque ya han sido usados previamente apelando a la intuicién y la cultura matematica
del lector.
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fog~1y. En tal caso decimos que f y ¢ son equivalencias homotdpicas..
Dos espacios que son homotdpicamente equivalentes se dice que tienen el
mismo tipo de homotopia. La equivalencia homotdpica es claramente refle-
xiva, simétrica y transitiva.

Teorema 8.3 Dos espacios homotopicamente equivalentes tienen grupos
fundamentales isomorfos.

Demostracién. Dada una equivalecia homotépica f : X — Y entre es-
pacios trayectoconexos, consideremos la aplicacion fu : Q(X) — Q(Y)
dada por fx(a) = foa para todo lazo o : I — X, la cual esta clara-
mente bien definida e induce un homomorfismo f, : 71 (X) — 7 (Y) como
f«([a]) = [f o a] cuyo inverso es g, : m1(Y) — m(X), lo que indica que se
trata de un isomorfismo. =

Ejemplo 8.1 FEl cilindro y el circulo son homotdpicamente equivalentes: la
proyeccion S* x I — S y la inclusion

St S x {0} = S xT

son equivalencias homotopicas. De la misma manera, la banda de Mobius
y el circulo son homotdpicamente equivalentes. [

Ejemplo 8.2 Sean X = {0,1} y j : X — I la inclusion. Consideremos
ahora f : I — X tal que f~1(0) = [0,%) y f7H1) = (%,1]. Si I tiene
la topologia euclidiana y X la de Sierpiniski S = {@,{0}, X'}, entonces f
y J son invesas homotdpicas una de la otra, de manera que los espacios

considerados son homotdpicamente equivalentes. [

Un espacio que es homotdpicamente equivalente con un espacio que
consta de un tnico punto se dice que tiene la homotopia de un punto, que
es contrdctil o que es homotdpicamente trivial. El ejemplo tipico de un
espacio con la homotopia de un punto es el disco unitario D™ en R", que
consiste de los vectores de norma a lo sumo 1. Afirmamos que la inclusion
¢ : {*} — D™ dada por ¢(x) = 0 es una equivalencia homotdpica cuya
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inversa homotopica es la constante p : D™ — {x}. Es claro que po ¢ es la
identidad, para demostrar que ¢ o p es hométopa con la identidad considere
la homotopia H : D™ x I — D™ dada por H(x,t) = tx.

7T1(Dn) =0

Ejemplo 8.3 Los espacios euclidianos I y D' = [~1,1] son homeomorfos,
y en particular, son homotopicamente equivalentes. Por tanto, es espacio
de Sierpinski es homotdpicamente trivial. [

Ejemplo 8.4 Alternativamente, puede verse que el espacio de Sierpiriski
X tiene el tipo de homotopia de un punto es verificar que la aplicacion
H: X x1I— X dada por

1 s 0<t<«1
H(x,t):{ T St t=1

es una homotopia. [J

Con el fin de calcular el grupo fundamental 71(S'), consideremos la
aplicacién exponencial E : R — S dada mediante E(t) = e?*™. Notemos
en primer lugar que E~1(1) = Z, més tarde veremos que R es un espacio
cubriente para S y de hecho es su cubriente universal, ademés de que la
exponencial es la correspondiente aplicacién cubriente.

Para un lazo a : I — S con punto base 1 € S!, existe un tnico
levantamiento & : I — R tal que @(0) = 0y o = E o a. Notemos ademads
que necesariamente (1) € Z. La unicidad del levantamiento se demuestra
usando el hecho de que la exponencial es un homeomorfismo local y la
compacidad del intervalo I.

Proposicién 8.4 Dos lazos o ~ 3 en Q(S',1) si y sélo si sus levanta-
mientos satisfacen a(1) = B(1).
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Demostracién. Supongamos primero que o ~ 3y sea F : [ x St — §1
una homotopia entre tales lazos. Usando la compacidad de I x I, ademés
del hecho que 1 x E : I x R — I x S' se demuestra con facilidad que
existe un tnico levantamiento de la homotopia F', es decir, una homotopia
F:IxI—Rtalque EoF =Ho(lxE).

I xI R
I1xE E
Ixst—F gt

Dado que F' es continua, entonces su restriccién a I x {1} es también con-
tinua y tiene dominio conexo con imagen en Z que es un espacio discreto,
por lo que debe ser contante.

Ix1—H R
FEoF E
Sl

Reciprocamente, si suponemos que (1) = (1), la homotopia H : I X
I — R dada por

H(t,s) = (1—t)a(s) + tB(s)

estal que Eo H : I x I — S' es una homtopia entre v y . m
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| P

La figura previa muestra las graficas de las homotecias dadas mediante
multiplicacién por 1, 2 y 3, las cuales son los levantamientos de los lazos
ap : I — S dados por ag(t) = €™ para k € {1,2,3). Las graficas
mostradas corresponden entonces a los levantammientos oy, : I — R dadas
por ay(t) = kt. Enunciamos ahora el resultado principal de la presente
seccion.

Corolario 8.5 7(S!) ~ Z.

—_~—

Demostracién. Basta notar que o * (1) = &(1) + 3(1). =

El grado de una funcién « : S' — S! se define como &(1) donde & es
el levantamiento que hace conmutativo el diagrama siguiente. Usamos la
notacion dega = a(1). En la figura anterior, las homotecias ilustradas son
levantamientos de aplicaciones que tienen, respectivamente, grados 1, 2 y
3.
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Gl = .4l

Intuitivamente el grado de una funcién del circulo en el circulo es el
nimero de vueltas que la funcién da en el sentido antihorario. Una funcién
tal hométopa con la constante tiene grado cero. Por otra parte es claro que
la aplicacién p, : S' — S! dada por p,(x) = 2" tiene grado n, simbdlica-
mente degp, = n.

En la figura que sigue se ilustran los levantamientos de cuatro aplica-
ciones, de grados 0, 1, 2 y 3.

31 . 3l . 3l . 3l
p o 92 o 92 P o
1 o 1 1 o 1 °
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8.5. Functores de Homotopia

Una categoria es un par de colecciones no vacias C = (Ob(C), Mor(C))
en la que los elementos de la primera se llaman objetos, en tanto que los
de la segunda se conocen como morfismos. Un morfismo es una flecha o €
Mor(C) de la forma a : a — b donde a,b € Ob(C); el objeto a es el dominio
del morfismo «, en tanto que b es su codominio. Los morfismos satisfacen
las propiedades siguientes:

1. Composicion de morfismos: dados dos morfismosa:a = by B :b— ¢
existe un tercer morfismo foa:a — c.

2. Asociatividad: la composicién de morfismos es asociativa.

3. Morfismos identidad: Para cada objeto a existe un morfismo 1, :
a — a de forma que para todo morfismo « : a — b se satisface que
aol,=a=1,0q.

Si la colecciéon de morfismos de una categoria es un conjunto, decimos
que la categoria dada es una categoria pequefia.

Ejemplo 8.5 La categoria Set tiene como objetos a los conjuntos y como
morfismos las funciones. La categoria Set no es ciertamente una categoria
pequena. [

Ejemplo 8.6 La categoria PoSet tiene como objetos a los conjuntos par-
citalmente ordenados y en ella un morfismo a — b existe si y solo si a < b.

0

Ejemplo 8.7 La categoria Group tiene como objetos a los grupos, siendo
los morfismos lo que conocemos como homomorfismos de grupos. En la ca-
tegoria Top los objetos son espacios topoldgicos y los morfismos son trans-
formaciones continuas. La categoria Top, tiene como objetos los espacios
topolégicos de Hausdorff con punto base y como morfismos las aplicacio-
nes continuas y punteadas. La categoria Top, es una subcategoria de la
categoria Top. U
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Dadas dos categorias Ay B, un functor es un par F' = (Ob(F'), Mor(F))
donde las componentes son aplicaciones Ob(F') : ObA — ObB 'y Mor(F) :
MorA — MorB que respetan la composicién de morfismos. Para econo-
mizar en simbologia denotaremos ambas aplicaciones simplemente por F,
entonces la condicion anterior significa que para toda composicién de mor-
fismos o a se tendrd F(f o a) = F(f) o F(«). Es comin llamar a un
functor como el descrito functor covariante, en oposicién a un functor con-
travariante que satisface F'(f o a) = F(a) o F(fB).

Ejemplo 8.8 Un caso tipico de functor contravariante es de cualidad en
espacios vectoriales, que transforma un espacio vectorial V' sobre un campo
F en su espacio vectorial dua V* = Mor(V,F), y a todo morﬁsmaﬂ f:
V — U el morfismo dual f* : U* — V* definido mediante f*(a) = awo f
para o € Mor(U,F).

Se dice que el morfismo f*(a) € V* es el retromorﬁsmoﬂ de a por f. O

A cada espacio topoldgico X le asociamos de forma unica el conjunto
de sus componentes trayectoconexas. La aplicacién

o : Top —> Set

es un fucntor tal que en objetos es X +— mp(X). Si f : X — Y es una
aplicacién continua, y si y = f(x), entonces, si C(x) es la componente
trayectoconexa de z € X su imagen f(C(x)) es conexo y en consecuencia

2Los morfismos en la categoria de los espacios vectoriales sobre el campo F son las
transformaciones [F-lineales.
3En ingés “pull back”.
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f(C(z)) € C(y), de manera que my(f) : mo(X) — mo(Y") estd bien definida
y es tal que mo(C(z)) = C(y).

Los H-grupos son espacio topolégicos con una estructura adicional, de
manera que la categoria de los H-grupos es una subcategoria de la categoria
de los espacio topoldgicos, en tal caso el functor 7y restringido a los H-
grupos toma valores en la categoria de los grupos.

o : H-Group — Group

Por su parte el functor m; va de los espacios topoldgicos punteados en
los grupos.
71 : Top® — Group

Este es en efecto un functor covariante, pues si f : X — Y es continua
con yg = f(xg), para todo a € Q(X,xg), entonces foa € Q(Y,yp), de
manera que 71 (f)([a]) = [foa]. Es comtn expresar el homomorfismo 71 (f) :
m1(X) = m(Y) como f, : m(X) = m (V).

Un grupoide es una categoria en la que todos los morfismos son inverti-
bles. En topologia hay muchos ejemplos interesantes de grupoides.

Ejemplo 8.9 Sea X un espacio topoldgico. La categoria Homeo(X) tiene
como objetos a todos los espacios topologicos homeomorfos con X, siendo
en este caso los morfismos todos los posibles homeomorfismos. Homeo(X)
es claramente un grupoide. [

Ejemplo 8.10 Denotemos por II(X) la categoria cuyos objetos son los
puntos de X, y cuyos morfismos son los elementos de C[I,X]| C X1 que
es la familia de todas las aplicaciones continuas de I en X. Sia: I — X
es una trayectoria con «(0) = xo y a(l) = x1, entonces o se interpreta

como un morfismo xog — x1. La categoria II(X) se conoce como el grupoide
fundamental de X . O

Ejemplo 8.11 Veamos un ejemplo con algo mds de sabor homotopico. La
categoria de los lazos en (X, xq) tiene como objetos los lazos y como morfis-
mos las homotopias entre tales lazos. Esta categoria puede ser interpretada
como TI(Q(X,x0)), y es en realidad el grupoide fundamental de (X, xo).
O
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Un monoide es una categoria en la que el conjunto de objetos tiene
cardinalidad 1. Un grupo es un monoide que es grupoide.

Ejemplo 8.12 Consideremos un espacio topoldgico X, entonces la cate-
goria ({X}, M(X, X)) es claramente un monoide. Una subcategoria posible
es la que tiene como morfismos el conjunto de los homeomorfismos de X, lo
que denotanos por homeo(X) C M(X,X), tal categoria ({X}, homeo(X))
es un grupoide y por consiguiente un grupo. [

8.6. Aplicaciones

Un resultado bastante conocido afirma que toda funcién continua f :
I — I tiene un punto fijo, lo cual es ademas muy cercano a nuestra intuicién.
El resultado es un caso particular de un resultado cldsico demostrado por
L. E. J. Brouwer en 19091

A

Antes de pasar a una versiéon mas general, demostraremosel mismo re-
sultado de la secciéon 5.1 con un ligero cambio en el enfoque. Notemos
primero que para una aplicacion continua f : X — Y se satisface que
mo(f) : mo(X) — mo(Y) estd bien definida, es decir que my([z]) = [f(x)]
para todo z € I.

“Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), matemético holandés.



242 CAPITULO 8. HOMOTOPIA

Sea ¢ : I — R una funcién continua tal que g(0) <0 < g(1) y f(z) #0
para todo x € I. Entonces la aplicacién r : I — S° dada por

estd bien definida ademds de ser continua y suprayectiva. En consecuencia,
mo(q) : mo(I) — mo(SY) es suprayectiva, lo que es claramente imposible,
dado que my(I) tiene un tinico elemento, en tanto que mo(SY) tiene, por
supuesto, dos de ellos.

La aplicacion r definida arriba es, esencialmente, una retraccion del 1-
disco D! sobre su frontera S°, es decir, es una aplicacién continua tal que si
j: 8% = D! es la inclusién, entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

g0 J Dl

SO

Lo que recién demostramos es entonces, en el fondo, la inexistencia de
una retraccién r : D' — S0,

Tomemos ahora una aplicacién continua f : I — I, y supongamos que
f no tiene puntos fijos, de manera que f(r) # x para todo x € I. Por
hipétesis f(0) > 0y f(1) < 1. Si definimos ahora g : I — R mediante
g(z) = z — f(x), claramente g es continua, g(0) < 0 < ¢(1) y ademés
g(z) # 0 para todo x € I, y en consecuencia, r = g/|g| es la retraccién cuya
inexistencia ha quedado demostrada.

El resultado siguiente es consecuencia de la inexistencia, en general, de
una retraccién r : D™ — S""! que es un hecho asociado con la (n — 1)-
conexidad. Un espacio X es 0-conero si es trayectoconexo, es decir, si
|mo(X)| = 1. Un espacio trayectoconexo X es 1-conexo si m(X) = 0, un
espacio 1-conexo se dice también simplemente conexo. Un espacio trayec-
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toconexo X es n—coneon] si mp(X) =0 para 1 <k <n.

Teorema 8.6 (Teorema de punto fijo de Brouwer) Si f : D" — D"
es continua, entonces existe xo € D™ tal que f(xg) = xo.

Demostramos el caso n = 2 que es el que se puede abordar conociendo
el grupo fundamental. Una vez conocida esta demostracién y la estructura
de los grupos superiores de homotopia introducidos por Witold Hurewiczﬁ]
saltard a la vista que el teorema es correcto en general. El disco no puede
retraerse al circulo, de manera que si encontramos una retracciéon se pro-
duce también una contradiccién. Si x y f(x) son sintintos para todos los
puntos del disco, entonces el vector x — f(x) es no nulo y puede prolongarse
positivamente hasta tocar la esfera en un tnico punto.

r(@)

Demostracién. Supongamos que f(z) # z para todo € D? y considere-
mos el vector

r(z) = f(z) + to(z — f(z))
definido como sigue: para cada x € D? existe un tnico ¢, > 0 para el
cual r(z) = 1; tenemos ademds que r es continua porque es resctriccién

®Los grupos superiores de homotopia son definidos en la seccién 8.8.
SWitold Hurewicz (1904 - 1956). Matemético polaco, muere en México al caer de una
pirdmide en Uxmal.
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de una aplicaciéon continua. Entonces tenemos definida una una retraccion
r: D? = S, es decir, una aplicacién continua tal que tor : St — S' es la
identidad, donde ¢ : S — D? es la inclusién, de manera que considerado
entonces los homomorfismos inducidos, la composicién

Ly O Ty 7T1(Sl) — 7T1(Sl)

es a su vez la identidad. Lo anterior es claramente imposible, ya que ¢, es
un homomorfismo constante. m

En dimension 1, la existencia de una retraccion significa la existencia de
una funcién continua r : D! — S° donde por la conexidad de D! = [—1,1]
se tiene que r debe ser una aplicaciéon constante igual a 1 6 a —1. Si es 1,
entonces r(1) = 1, y si es —1, entonces r(—1) = —1, de manera que el teore-
ma se verifica usando herramientas de topologia general. Usando el functor
7o se obtiene que la identidad sobre mo(SY) = Oy se factoriza a través del
homomorfismo constante ¢, : Co — 0 = mo(D?'), lo cual nuevamente resulta
imposible, como ya se discutié previamente.

Teorema 8.7 (Teorema fundamental del dlgebra) Sea
p(x) =2™ + az" '+t ap1T + an

un polinomio con coeficiente complejos aq,...,a, donde n > 0. Entonces
existe un nimero complejo xq tal que p(zg) = 0.

Demostracién. Si p(z) # 0 para todo complejo x, queda entonces bien
definida la restriccién
p:St— st
tal que
p(z)
p(x)|
Si p(z) no tiene taices, en particular p(x) # 0 para todo x € D?. Definamos
entonces

pz) =

H:Ix8' — gt
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por

la cual es claramente continua.

Tenemos entonces que H es una homotopia entre p y la funcién cons-
tante con valor p(0)/|p(0)|, de manera entonces que deg(p) = 0. Por otra
parte, dado que p(x) # 0 para todo complejo x con |x| > 1 podemos definir

F:8' x1— 8!

mediante

k(z,1)
F(z,t) = ——=
|k (z, )]
donde

k(z,t) = 2™ + t(a1a™ t + tagae™ 2 + .. 4 ap_1z +t" Lay),

de manera que F es una homotopia entre py p,, : S' — S! dada por p,(z) =
" y como sabemos deg p,, = n, lo que es claramente una contradiccion. m

8.7. Sumas y Productos

El célculo directo de grupos fundamentales puede ser tedioso y compli-
cado. por lo que resulta razonable hacerse de algunas herramientas algebrai-
cas para el efecto. Consideraremos en la presente seccion dos operaciones
entre espacios topoldgicos: el producto cartesiano y la suma cuna, conocida
también como unién en un punto, construcciones con las que ya tratamos
en el capitulo 3. El primer elemento a considerar es el conjunto de las com-
ponentes conexas de un producto cartesiano.

Lema 8.8 Dados dos espacios topoldgicos X,Y de Hausdorff

7I'0(X X Y) = TF(](X) X 7T0(Y).
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Demostracién. Claramente el producto de dos espacios trayectoconexos
es trayectoconexo. Demostraremos ademads que si A X B es trayectoconexo
sus factores lo son. Sean ag, a1 € A dos puntos arbitrarios, tomemos ahora
dos puntos cualesquiera bg,b; € B y una trayectoria o : I — A X B con
a(0) = (ap,bo) y a(l) = (a1,b1). Dada la proyeccién py : A x B — A, la
cual es obviamente continua, la composicién § = ppoa : I — A es una
trayectoria con $(0) =ag y f(1) =a;. =

Dados dos espacios punteados (X, xg) v (Y, o), claramente todo lazo
a: I — X xY con punto base (xg, xg) define de forma tnica un par de lazos
ax =pxoay ay = py oa con puntos base en xg y en g respectivamente,
donde px y py son las proyecciones obvias. Reciprocamente, todo par de
lazos en X y en Y define un tnico lazo en X x Y. Este es un resultado tan
elemental como importante.

Dados dos espacios punteados (X, zg) vy (Y, o) se tiene

Q(X X K (xo,y())) = Q(X, l‘()) X Q(Y, yQ).

En virtud de los resultados previos somos ahora capaces de calcular el
grupo fundamental de un producto de espacios punteados.

Proposiciéon 8.9 Dados X y Y dos espacios trayectocoenzos tenemos
(X xY)=2m((X)em((Y)
con la operacion obvia término a término. A

Una aplicaciéon inmediata del resultado previo consiste en el calculo del
grupo fundamental del 2-toro 7% = S x S1.

m(T*)=2Z&Z

Otra construccién interesante es la llamada suma cuiid’] 6 unién en un
punto. Una construccién tipicamente homotépica: tomamos dos espacios

"Wedge product.
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punteados y construimos con ellos un nuevo espacio punteado. Dados dos
espacios (X, x0) y (Y, y0) definimos como sigue la suma cuna de ellos.

X VY = (X x{yo}) U({zo} xY)

Un ramilletd] se define como la suma cuiia de una cantidad finita de
espacios punteados. Si los espacios son esferas, decimos que se trata de un
ramillete de esferas. El ramillete de dos 1-esferas se conoce popularmente
como la figura 8.

La figura 8 es la suma S'V.S'. El grupo fundamental de un ramillete es el
producto libre de los grupos fundamentales de los sumandos. En particular,
el grupo fundamental de la figura 8 es el grupo libre no abeliano en dos

generadores.
m(StvSHY=2Zx7

Este grupo se interpreta como el grupo de palabras en dos caracteres,
sus elementos tienen la forma

akipm | gRnpmn

donde a es el generador del grupo fundamental de uno de los sumandos,
siendo b el generador del grupo fundamental del sumando restante.

8.8. Grupos de homotopia

En la presente seccién pretendemos introducir las ideas bésicas aso-
ciadas con uno de los invariantes topolégicos més ttiles y atractivos. Para
continuar sera suficiente tener presente que el espacio de lazos de un espacio

8Wedge.
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punteado, localmente compacto y Hausdorff, es a su vez un espacio puntea-
do, localmente compacto y Hausdorff. Obviamente, la topologia empleada
sobre los espacios de aplicaciones es la topologia compacto abierta.

El n-ésimo grupo de homotopia de un espacio topoldgico punteado (X, xg),
localmente compacto y Hausdorff, que se denota por m,(X,zg), se define
como el conjunto de las clases de homotopia [(S?, %), Q"(X, z)], con la ope-
racién inducida por la operacién de H-grupo en Q" (X, xg), es decir, sobre
QO (X, 20)).

T (X) = [(8%, %), Q"(X, 20)]

Entendiendo que las clases de homotopia bajo consideracién lo son de
aplicaciones puntedas, y dando por conocidos los respectivos puntos base,
una forma més sucinta de expresar lo anterior se encuentra en la notacién
que sigue, misma que nos permitird movernos con mas agilidad en la selva
de los grupos de homotopia.

m(X) = [S°, Q"X]
Recordemos, por otra parte, que para un espacio punteado X, local-
mente compacto y Hausdorff, la suspension reducida XX es un espacio
punteado localmente compacto y Hausdorff, ademas de que la biyeccion

a+—a

dada por
afz,t] = a(z)(t)

define un isomorfismo de grupos
[(XX,Y] ¥ [X,QY]
con la operacién dada por

o Bla,t] = @)  Bla)(1).
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Se expresa asi la dualidad entre los functores ¥ y 2, lo que nos permite
transformar la definicién anterior en

m™(X) =[S, X].

Ya hemos establecido previamente que my(X) tiene estructura de un
grupo si X es un H-grupo. Otro hecho particularmente relevante, es que
71(X) es un grupo abeliano si X es un H, grupo, y dado que

7T2(X) = 7T1(QX),

entonces 7 (X) es un grupo abeliano para todo k£ > 2. Empleando el ho-

meomorfismo evidente
I x1TI

oI x I)

demostraremos el hecho de que w3 es abeliano.

S? =

El producto de esferas punteadas es, de forma natural, un espacio pun-
teado pero no es una esfera. La suspensién no reducida de una esfera es una
esfera pero no es un espacio punteado. La suspensién reducida de una esfera
punteada es una esfera punteada. Esta es una buena razén para sustituir
el producto por el producto reducido al tratar con homotopia.

La suspension reducida de una esfera punteada es una esfera puntea-
da. Cada aplicacién continua « : (S™, %) — (X, zo) puede verse como una
aplicaciéon continua de pares topoldgicos a : (I™,9I™) — (X, ), dados los
homeomorfismos S™ — {*} = (I")° = (D")°. Es evidente que esta corres-
pondencia preserva clases de homotopia.

Teorema 8.10 7, es un functor de la categoria Top, en la categoria
AbGroup.

Demostracién. Sean aplicaciones continuas a, 3 : (I%,0I?) — (X, 20), ¥
consideremos el producto a * B para a, B I — Q(X). De

PN a(2s) si
*Bls) = { B2s—1) si

— Nl

t
t

(VAN

<
<

= O
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obtenemos

[ «a(2s,t) si 0<t< 3
a*ﬁ(s’t)_{ﬁ(%—l,t) s L<t<1

Esto se ilustra en el siguiente dibujo

Q)
=

Las fronteras de ambos rectangulos se aplican sobre el punto base xg.

Reescalando apropiadamente, obtenemos una homotopia de la composiciéon
anterior con la que se ilustra enseguida.

o

Los reescalamientos posteriores se muestran en la siguiente secuencia.
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o

12
®
Q
12
®
e

Con ello se demuestra que a x>~ S*xa. B

Corolario 8.11 El grupo m(X) es abeliano para todo espacio trayectoco-
nexo X y todo k> 1. 1

El lector bien puede haber notado que la abelianidad de 7o tiene su
origen en el hecho de que Q(X) es un H-grupo. En resumen, para todo
H-grupo X se tiene que m(X) es abeliano para todo k& > 0.

8.9. Ejercicios

1. Considere aplicaciones continuas fo, fi,f: X =Y y 90,91,9: Y —
Z . Demuestre que:

a) si fo ~ fi, entonces go fo ~ go fi,
b) si go ~ g1, entonces gpo f ~ gj o f,
¢) si fo~ fiy go >~ g1, entonces go o fo >~ g1 o fi.
2. Dados dos espacios topoldgicos X, Y, denotemos por [X,Y] = M(X,Y)/ ~

el conjunto de las clases de homotopia de aplicaciones continuas de
XenY.

a) Demuestre que [X, I] tiene un unico elemento para todo espacio
topologico X.

b) Demuestre que [I, X] tiene un unico elemento para todo espacio
topoldégico trayectoconexo X.



252 CAPITULO 8. HOMOTOPIA

¢) Demuestre que si Y es contractil, entonces [X, Y] tiene un tinico
elemento para todo espacio topolégico X.

d) Demuestre que si Y es contractil y Y es trayectoconexo, entonces
[X, Y] tiene un tnico elemento.

3. Demuestre que R"™ es un espacio contractil.
4. Demuestre que todo espacio contractil es trayectoconexo.

5. Considere los espacios punteados (X, zg), (X,z1) yseay: 1 — X
una trayectoria con v(0) = xg y v(1) = x1 . Definase 7 : m1(X, zg) —
71 (X, 1), mediante J[a] = [y~ * a * 7]. Demuestre que esta cons-

truccion es functorial, en sentido de que:

a) sizog =1y 7 eslatrayectoria constante, entonces y = 1, (x z,)
b) sizg € X y 6 : I — X es una trayectoria con §(0) = x1 y
5(1) = w2, entonces yx 6 =0 07.

6. Sean (X, () un espacio punteado trayectoconexo y 1 € X un punto
arbitrario. Demuestre que 71 (X, o) es abeliano si y sélo si 4 = 7 para
dos trayectorias cualesquiera v,n: I — X de g a x1.

7. Sean G un grupo topoldgico y e su elemento identidad. Considere
el espacio punteado (G,e) y el H-grupo (G, e), y definase, para
a,f € Q(G,e)yt e Ielproducto a®f € Q(G, e) mediante a® 5(t) =
a(1)B(1).

a) Demuestre que ® hace de Q(G, e) un grupo.

b) Demuestre que ® induce una operacion i sobre w1 (X G, e), me-
diante [a] > [f] = [a ® ], es decir, debe demostrarse que la
operacion < estd bien definida.

¢) Demuestre que > coincide con la operacién ordinaria de grupo
sobre 71 (G, e), calculando (ax€) ® (€x* 3), donde € € Q(G, e) es
el lazo constante en la identidad.

d) Demuestre que 71 (G, e) es abeliano.
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8. Demuestre que si A es un retracto de D?, es decir, si existe una
retraccién r : D? — A, entonces toda aplicacién continua f: A — A
tiene un punto fijo.

9. En una categoria C, un morfismo g es inyectivo si dados dos morfismos
f1, fo en C se satisface que go f1 = go fo implica f; = fo. Demuestre
que esta nocién de inyectividad coincide con la nocién correspondien-
te, usualmente conocida, en la categoria Set.

10. En una categoria C, un morfismo f es suprayectivo si dados dos mor-
fismos g1, g2 en C se satisface que g1 o f = g9 o f implica g1 = go.
Demuestre que esta nocién de suprayectividad coincide con la nocién
correspondiente, usualmente conocida, en la categoria Set

11. Demuestre que los espacios de aplicaciones M ((I,{0,1}), (X, z0)) v
M((S',1), (X, x0)) son homeomorfos.
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