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Prdélogo

Este libro fue elaborado a partir de unas notas que sirvieron como material basico para un
curso impartido durante el congreso MACI 2019, Matematica Aplicada, Computacional e Industrial
celebrado en la Universidad Nacional de Rio Cuarto de Argentina.

La idea era impartir un curso dirigido basicamente a alumnos de los tltimos afios de la Licen-
ciatura en Matematica, Licenciatura en Fisica, Ingenierias, etc.

Se trataba de un curso que pudiese servir como continuacién de asignaturas (como Algebra
Lineal, Andlisis Matricial, Algebra y Geometria, Teoria de Matrices, etc.) que los alumnos hubiesen
estudiado en las carreras anteriormente mencionadas, de modo que se pudiese seguir con cierta
facilidad y sea autocontenido.

El tema elegido para el curso fue “La inversa generalizada de Moore-Penrose y aplicaciones”,
que es un topico que se centra dentro del Andlisis Matricial y sus Aplicaciones y tiene vertientes
tanto tedricas como computacionales.

Tras realizar un breve repaso de los conocimientos necesarios requeridos y, sobre todo, poner
en claro las notaciones utilizadas, el curso comienza con tres definiciones de la inversa de Moore-
Penrose y se demuestra que las mismas son equivalentes. Las definiciones proporcionan un enfoque
funcional (pseudoinversa), un enfoque geométrico (definicion de Moore) vy, en tercer lugar, un
enfoque algebraico (definicién de Penrose). A continuacidn, se presentan propiedades de la inversa
de Moore-Penrose.

Se estudian cuatro métodos para el célculo de la inversa de Moore-Penrose basados en la
pseudoinversa, en la descomposicién en valores singulares, en el algoritmo de Gauss-Jordan vy, por
ultimo, el método numérico de Greville.

También se presentan algunas aplicaciones. La primera de las aplicaciones es la mds cldsica: la
resolucidn aproximada de sistemas de ecuaciones lineales por el método de los minimos cuadrados.
Una aplicacién menos conocida corresponde al estudio de las clases de matrices EP y bi-dagger,
que son extensiones de la clase conocida de matrices normales. Por tltimo, se presenta una breve
introduccion a los érdenes parciales matriciales, considerando el orden parcial estrella. El libro
termina con un anexo, en el que se demuestra un resultado técnico necesario para realizar la

caracterizacién de este orden parcial, que tiene importancia por si mismo dentro del Analisis



Matricial.

Se ilustran las definiciones y los resultados con ejemplos sencillos de manera que ayuden a
una rapida asimilaciéon de los mismos. Ademds, una serie de ejercicios tanto numéricos como
algunos de caracter mas tedrico han sido intercalados durante el desarrollo del contenido para que
se comprenda su utilizacién de manera directa, inmediata y que sirvan para completar la teoria
correspondiente.

Se presentan también algunos aspectos cronoldgicos y aplicaciones de las inversas generaliza-
das, en general, tanto de las cldsicas como de las mas recientes.

Me gustaria expresar mi agradecimiento a la Dra. Marina Lattanzi (Universidad Nacional de
La Pampa, Argentina) y a la Dra. Laura Rueda (Universidad Nacional del Sur, Argentina) por
sus sugerencias y comentarios sobre una versién preliminar de las notas preliminares que me
permitieron realizar mejoras sustanciales, asi como también al Dr. David Ferreyra y al Dr. Fabian
Levis (Universidad Nacional de Rio Cuarto, Argentina) por las discusiones mantenidas mediante
las cuales los intercambios de ideas han enriquecido mis puntos de vista sobre el Analisis Matricial
y sus Aplicaciones.

Para sugerencias o comentarios, no duden en ponerse en contacto escribiéndome al correo

electrénico njthome®@mat . upv.es.

El autor.



Capitulo 1

Introduccion, resultados previos y
notaciones

El objetivo de este capitulo es introducir los resultados necesarios para estudiar el concepto
de inversa de Moore-Penrose de una matriz (que se realizard a partir del capitulo 2), establecer
las notaciones necesarias para poder seguir los capitulos posteriores y recordar muy brevemente
algunos conceptos conocidos de Analisis Matricial. Para mas detalles sobre conceptos basicos, el
lector puede consultar, por ejemplo, el libro de C.D. Meyer [25].

1.1. Antecedentes, propésito y alcance

Con la intencién de introducir el tema estudiado en este libro a partir de sus antecedentes,
se recordard la definicién de matriz inversa (en sentido ordinario) de una matriz cuadrada, se
indicaran condiciones que las caracterizan considerando diferentes puntos de vista y se mostraran

las ideas que llevan a su extensidn a situaciones mds generales.

Es conocido que una matriz A de tamafio n x n (es decir, cuadrada) a coeficientes complejos
es invertible si existe una matriz compleja X del mismo tamano que satisfaga:

AX = XA =1, (1.1)

siendo [,, la matriz identidad de tamafio n X n. En caso contrario, se dice que A es singular o

no invertible. En caso de existir dicha matriz X, es tinica y se denota por A~

Ejemplo 1.1. Es ficil comprobar que las matrices A y X cumplen las condiciones de (1.1):

320 1 2 -2
A= -1 11 y X=|-1 -3 3
02 1 2 6 -5
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El siguiente resultado es el teorema fundamental de caracterizaciéon de matrices invertibles
donde se aprecian los diferentes aspectos mediante los cuales se puede garantizar la existencia de

dicha inversa.

Teorema 1.1. Se consideran la matriz A € C"" y la aplicacion lineal T : C* — C"
definida por x — Ax, cuya matriz respecto de la base candnica de C" es A. Las siguientes

condiciones son equivalentes:
» A es invertible.
» £l determinante de la matriz A es no nulo.
» A tiene inversa a izquierda (es decir, existe B € C"*" tal que BA = I,,).
= A tiene inversa a derecha (es decir, existe C € C"*" tal que AC = 1,,).
» El sistema lineal homogéneo Ax = 0 tiene sélo la solucion x = 0.
» Para cada vector b € C", el sistema lineal Ax = b tiene solucién tnica.

» La forma escalonada reducida por filas (columnas) de A es I,, (es decir, A tiene n pivotes

no nulos).
» A es producto (finito) de matrices elementales.
» Las filas (columnas) de A son vectores linealmente independientes en C™.
» Las filas (columnas) de A generan todo el espacio vectorial C™.
» Las filas (columnas) de A forman una base de C".
» El niicleo de A tiene dimension 0.
» El nicleo de A contiene tinicamente al vector nulo.
» El rango de A es n.
» £/ espacio imagen de A es C".
» La aplicacién lineal T' es un isomorfismo.
= 0 no es un valor propio de A.

» La matriz de Gramm A*A (o la matriz AA*) es invertible.

0 no es un valor singular de A.
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Es claro que si existe la matriz X que satisface (1.1) entonces se cumplen las condiciones:

AX A = A (que se obtiene multiplicando a derecha la igualdad AX = I,, por A),

XAX = X (que se obtiene multiplicando a izquierda la igualdad AX = I,, por X),

AX es hermitica (por ser la matriz identidad),

X A es hermitica (por ser la matriz identidad),

y, ademas, se tiene que:
= AX es un proyector ortogonal (por ser la matriz identidad),
= X A es un proyector ortogonal (por ser la matriz identidad).
Sin embargo, al considerar por ejemplo las matrices

10 10
A= y X = ,
00 00

se observa que todas las propiedades anteriores se cumplen a pesar de que A es singular.

A partir de estas observaciones, E.H. Moore [28] y R. Penrose [32] introdujeron dos nociones
de matriz que mantienen la esencia de la inversa, ahora en un sentido generalizado. Con estas
extensiones sera también posible definir un concepto de inversa para matrices (cuadradas) singu-
lares e incluso para matrices rectangulares. El propdsito de este libro es estudiar estos hechos en
profundidad estableciendo conexiones entre ellos y aplicaciones de los mismos.

A pesar de que la inversa introducida por Moore tenia un marcado componente geométrico
en contraposicién al claro caracter algebraico de la inversa de Penrose, se prueba que ambas
definiciones son equivalentes. A partir de este punto se han podido estudiar numerosas propiedades
de la inversa de Moore-Penrose y aplicaciones de la misma en diferentes areas.

El alcance de este libro se pone de manifiesto a continuacién donde se especifica su organiza-
cién.

Después de repasar los conceptos necesarios (en lo que queda del capitulo 1), el capitulo 2
estd dedicado a introducir detalladamente las definiciones de Moore y de Penrose y de probar
su equivalencia. El capitulo 3 estd dedicado al estudio detallado del problema de los minimos
cuadrados, que tanta utilidad presenta no sélo en areas tedricas sino también aplicadas. El capitu-
lo 4 proporciona una serie de métodos que pueden ser utilizados para el calculo de la inversa de
Moore-Penrose. En el capitulo 5 se presenta otra aplicaciéon: matrices EP y matrices bi-dagger.
Se estudian estas clases como generalizaciones de las clases conocidas de matrices normales utili-

zando la inversa de Moore-Penrose para su analisis. En el capitulo 6 se introduce el orden parcial
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estrella con la intencién de mostrar al lector una aplicacién a un area aparentemente distante co-
mo puede parecer el del Algebra de la Légica. Finalmente, en el capitulo 7 se comentan aspectos
cronoldgicos y aplicaciones que permiten ver cdmo se ha producido el desarrollo de esta inversa
generalizada y se presentan algunas inversas generalizadas mds recientes que se estudian en la
actualidad. El libro finaliza con un anexo en el que se prueba un resultado sobre diagonalizacién

simultdnea y otro sobre descomposicién en valores singulares simultdnea para pares de matrices.

1.2. Resultados previos y notaciones

Se representa por C™*"™ al conjunto de todas las matrices a coeficientes complejos de tamaiio
m x ny por C"*™ las matrices de C™*™ de rango 7.
Sea A € C"™*". El conjunto

R(A) ={Ax: 2 € C"}
se llama espacio imagen de A. El conjunto
NA) ={zeC": Az =0}

se llama espacio nulo o nicleo de A . La matriz cuyas columnas son las respectivas filas de
A se denomina matriz traspuesta de A y se denota por AT y si, ademds de trasponer A, se
toma el conjugado de cada elemento de A, se denomina matriz traspuesta conjugada de Ay

se denota por A*.

Ejemplo 1.2. Se considera la matriz

. 0 —1 +z
0 2 —1
(—1—1)z
El nicleo de A esta formado por el conjunto de vectores de la forma % z , para z € C
z

' 0
arbitrario. El espacio imagen de A es C* puesto que los vectores (Z) ] y [ 5 ] son linealmente

independientes en C?. La traspuesta conjugada de A es la matriz
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El subespacio generado por las filas de A se denotara por F(A). El rango de la matriz A se
denotard por rg(A) y es el menor niimero de filas (o columnas) linealmente independientes de A.

La matriz nula de tamafio m X n se representara por O,,«, o bien por O si no hay lugar a
confusién, lo mismo que la matriz identidad de tamano n x n se representara por I,,.

El espectro de una matriz cuadrada A € C"*" (es decir, el conjunto de todos los valores
propios de A) se representara por o(A).

Una propiedad dtil que muchas veces permite intercambiar informacién entre subespacios y
matrices es:

AB =0 = R(B) CN(A),

para toda A € C"*"y B € C"*P.
Con S* se denota al subespacio ortogonal del subconjunto S C C" con respecto al producto

escalar (candnico) de C™ definido por
(r,y)cn = 2™y, para  x,y € C,
donde x* significa tomar traspuesta conjugada en el vector z. Es decir,
St ={reC™: (r,y)cn =0, paratodo yeC"'}.

La ortogonalidad de los subespacios S; y Sy de denota por S; L Ss.

El simbolo @ representa la suma directa de dos subespacios S; y Sy de un mismo espacio
vectorial complejo V' y cuando estos subespacios son ortogonales se indicard con &+ (suma
directa ortogonal). Se recuerda que V' = S; @ S, si: (i) para cada vector v € V' existen vectores
s1 € S1y sy € Sy tales que v = 51+ s y (ii) SN Sy = {0}. Si en la suma directa los subespacios
Sy S, son ortogonales, se denotard por V = S; @+ 5.

Se denota por Ps al proyector ortogonal que proyecta C" sobre S (paralelamente a S*) y
se recuerda que, como siempre es posible descomponer

Cr =SS,

se puede definir Ps como el tnico operador lineal de C" tal que

r, r€S
Ps(x):{ 0, ze st

En algunos casos se hara abuso de lenguaje utilizando la misma letra para representar tanto
una aplicacién lineal A : C* — C™ como a la matriz A € C™*™ que la representa con respecto
a sus bases candnicas. Se denota por A5 a la restriccion, que evidentemente también es una

aplicacién lineal, de la matriz (aplicacién lineal) A al subconjunto S C C™.
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Con Idg se representa a la aplicacion lineal identidad sobre el subespacio S, es decir
Idg(xz) = z para todo z € S.

En Algebra Lineal se estudian sobre R" " las matrices simétricas (A7 = A), matrices
antisimétricas (A7 = —A), matrices ortogonales (si A es invertibley A~! = AT) y matrices
normales reales (AAT = AT A). En este trabajo se utilizardn sus versiones complejas. Una
matriz A € C"*" se llama:

» hermitica si A* = A,

s antihermitica si A* = —A,

= unitaria si A es invertibley A7! = A*,
= normal si AA* = A*A.

Ejemplo 1.3. Las siguientes matrices son, respectivamente, hermitica, antihermitica, unitaria y

normal:
=i i =i V2 V2 1
H[z 2]’ A[—i 22']’ U[z’/\/ﬁ 1/\/51’ N[z’1]'

El siguiente resultado se estudia en Algebra Lineal.

Teorema 1.2. Sea A € C™"*™. Entonces A es normal <= existen una matriz unitaria U €
C™*™ y una matriz diagonal D € C™*" tales que A = UDU".

Se observa que las matrices hermiticas, antihermiticas y unitarias son todas matrices normales.

Ademads, el siguiente resultado caracteriza cudndo son vdlidas las reciprocas.

Teorema 1.3. Sea A € C**™ una matriz normal. Entonces:
(a) A es hermitica <+— o(A) CR,

(b) A es antihermitica <= o(A) CiR,

(c) A esunitaria <= o(A)C{zeC:|z|=1}.

Ejemplo 1.4. Los espectros de las matrices del Ejemplo 1.3 son, respectivamente,

U(H):{3—¢573+¢3}’ J(A):{3—\/5i’3+\/5i}7

2 2 2 2

1 .1 1. . .
J(U)—{—Q—Ez,—Q—EZ}, o(N)={1—-1i1+1i}.
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Ejemplo 1.5. E/ resultado del Teorema 1.2 se observa en el caso particular de la matriz normal
N, la cual se puede diagonalizar mediante una matriz unitaria U como sigue:

1—2 0
0 1+

~
D

S-Sl

R

Ejercicio 1.1. Comprobar que los espectros de las matrices del Ejemplo 1.4 cumplen las condi-
ciones del Teorema 1.3.

En lo que sigue se repasan resultados clasicos del Andlisis Matricial.

Teorema 1.4. Sea A € C™*"™. Entonces

R(A") = [N(AH y N = [RA)]

Ejemplo 1.6. Se considera de nuevo la matriz A del Ejemplo 1.2. Por el Teorema 1.4 se obtiene

NMﬂzmmwz{[H}

y, a partir de algunos calculos, se tiene que

facilmente que

—iZl
:R(A*) = [N(A)]J' = 22’2 D 21,22 € C
(=1 —i)z + iz

Teorema 1.5. Sea A € C™*™. Entonces

C"=RA)DEN(A) y C™=N(A") ot R(A).

Las matrices de Gramm A*A y AA* poseen interesantes propiedades.

Teorema 1.6. Sea A € C™*". Entonces
(a) R(AA*) =R(A) y R(A*A) =R(A").

(b) N(AA*) = N(A*) y N(A*A) = N(A).

(c) r8(AA") = rg(A* A) = 1g(A") = rg(A).

La idempotencia y la simetria (en el sentido de traspuestas conjugadas) caracterizan el con-
cepto de proyector ortogonal.
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Teorema 1.7. Sea A € C**™, Entonces

A es un proyector ortogonal de C" sobre R(A), i.e., A = Pya) <— A=A = A"

11
C = .

Del Teorema 1.7 se tiene que, al ser A*> = A # A* se cumple que A es proyector oblicuo (es decir,

Ejemplo 1.7. Se consideran las matrices

11
, B=
00]

A:

NI— N
NI— N

no es ortogonal); mientras que, de B> = B = B*, se deduce que B es un proyector ortogonal y

1
) ] Dz € (C}. Por dltimo,

es sencillo ver que proyecta C* ortogonalmente sobre R(B) = {z

puesto que C? # C, se deduce que C' no es proyector.

Ejercicio 1.2. Se considera la familia de matrices

1
“=[33]

en funcién de los parametros «, B € C. Se pide, en funcion de los valores de o y [3:

Q

N =

(a) calcular el rango de A, 3 y el de A, 5,

(b) encontrar el niicleo de A, 5 y el de A}, 5,

(c) hallar el espacio imagen de A, y el de A}, 5,

(d) indicar si A, g es hermitica y, si lo es, hallar su espectro,

(e) indicar si A, 3 es antihermitica y, si lo es, hallar su espectro,
(f) indicar si A, 3 es unitaria y, si lo es, hallar su espectro,

(g) indicar si A, s es normal,

(h) analizar si A, s es proyector y si es proyector ortogonal.



Capitulo 2

Definiciones equivalentes de la inversa de
Moore-Penrose

En esta seccidn se presentaradn tres definiciones para la matriz inversa generalizada de Moore-
Penrose y se probard su equivalencia.

Antes de ello se profundizara en el estudio de una aplicacién lineal pensando a los espacios
de salida y de llegada descompuestos segtin los cuatro subespacios fundamentales: N(A), R(A),
N(A*), R(A¥).

Es conocida la importancia del subespacio R(T™), ortogonal al niicleo de 7', a la hora de
calcular la inversa de una aplicacién lineal T': C* — C™. Para los casos en que m # n o bien
m = n pero la inversa T~! no exista, se presenta el siguiente resultado que permite analizar la
aplicacién lineal

Tirer+) : R(T™) = C™, (2.1)

restringiendo el dominio de 7" a un subespacio S complementario con N(7'), es decir, de modo
que S @ N(T') = C™. Una posibilidad para elegir el subespacio S es claramente S = R(T™).
Recordar que la adjunta de T es la tnica aplicacién lineal 7" : C™ — C" tal que

(@, T"(y))cr = (T(x),y)cm, paratodox € C" yeC™

y que en las bases canédnicas (ortonormales) coincide con la traspuesta conjugada de la matriz de

T en las bases candnicas correspondientes, es decir
* *
[Tere = ([Tlee)"

siendo C y €' las bases candnicas de C" y C™, respectivamente.

El siguiente resultado es fundamental para demostrar el Teorema 2.1.

15
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Lema 2.1. Sea T': C* — C™ una aplicacion lineal. Entonces N(T|xr+)) = {0}.

Demostracion. Si © € N(Tjx(r+)) entonces Tz = 0 con z € R(T*) = [N(T)]*. Luego, z €
N(T) N N(T)* = {0}; es decir, x = 0. O

Este lema permite asegurar la existencia de la aplicacién lineal (Tjx(r+))~"' si se restringe

adecuadamente el espacio imagen de Tjx(+) en (2.1).

Nota 2.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre C con V de dimension finita y sea

f 'V — W una aplicacion lineal. Se recuerda que el teorema de la dimension establece que
dim(V) = dim(N(f)) + dim(R(f)).

Como consecuencia, si V' y W son dos espacios vectoriales sobre C de dimension finita tales que
dim(V) =dim(W) y f : V — W es una aplicacion lineal entonces se tiene que son equivalentes:

(a) f es monomorfismo, (b) f es isomorfismo.

Teorema 2.1. Dada la aplicacion lineal T : C* — C™, la restriccion
Tiagroy - R(T") = R(T) (2.2

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Primera forma: La forma cldsica de demostrar que la aplicacién (2.2), que se puede
denotar por f, es un isomorfismo entre los espacios vectoriales R(7™) y R(T") es como sigue:

= f es lineal.

Como T : C™ — C™ es una aplicacién lineal, su restriccién f al subespacio R(T™) también

lo es.

» f es inyectiva. (Véase el Lema 2.1).

Sean z1,19 € R(T*) dos vectores tales que f(x1) = f(x2). Entonces T'zy = Txq, de
donde se tiene que T'(z; — x3) = 0, es decir, z; — 2o € N(T') = [R(T™*)]*. Por lo tanto,
T — 29 € R(T*) N [R(T*)])F = {0}, y asi, z1 = z5.

= f es sobreyectiva.
Para probar que R(f) = R(Tjz(r+)) = R(T') alcanza con probar que R(T") C R(f) pues la
otra implicacién es evidente. En efecto, dado y € R(T), existe x € C™ tal que y = Tx.
Puesto que C" = R(T™) &+ N(T), existen vectores tnicos x, € R(T*) y x,, € N(T) tales
que & =z, + x,. Luego, y = Tx = T'(x, + x,,) = Ty + Twy, = T, = Tigeroyx, € R(f).
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Si bien se acaba de justificar que (2.2) es un isomorfismo, es interesante comentar que una
manera mas directa de hacerlo es la siguiente.

Segunda forma: Como claramente se cumple que R(Tjx(r+)) € R(T'), la aplicacién estd bien

definida. Ahora, la demostracién sigue del hecho conocido que rg(7™*) = rg(7'), de la Nota 2.1y
del Lema 2.1. N

Ahora es posible decir que la inversa de la aplicacién lineal T de (2.2) viene dada por la

aplicacién lineal

(Tirer)) ™"+ R(T) — R(T™) (2.3)
que, para cada x € R(T'), se define como
(Tizrn) ™ () =y,
donde y € R(T™) es el tinico vector tal que Tixir+)(y) = .

Ejercicio 2.1. Realizar un diagrama que permita interpretar los resultados del Teorema 1.5 y el

Teorema 2.1 y su relacion con la demostracion del teorema de la dimension.

Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales: Dadas una matriz A € C"™*™ y un vector co-

lumna b € C™, se considera la ecuacién matricial
Az =, (2.4)

cuya incégnita es el vector columna z € C".

Si b € R(A) entonces la ecuacién matricial Az = b tiene una tnica solucién zg = (Ajg(a=)) b
en R(A*). Ademis, cualquier otra solucién z de (2.4) cumple que A(x — xo) = Az — Azxg =
b—b=0, es decir z € g+ N(A) y, como es claro que todas las de esta forma son soluciones
de (2.4), es posible establecer que el conjunto S de todas las soluciones de (2.4) es la variedad
lineal afin paralela a N(A) que pasa por (Ajr(a-)) 'b, es decir

S = (Apear)) b+ N(A).

Para el caso en que la ecuacién matricial (2.4) no tenga solucién (es decir, b ¢ R(A)), se
presentard una inversa generalizada que permitird encontrar una solucién aproximada en un cierto

sentido que se definira en el capitulo 3.

A continuacién se presenta la definicion funcional para dicha inversa generalizada.
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2.1. Definicion funcional y pseudoinversa

Definiciéon 2.1 (Definicién funcional). Sea T' : C* — C™ una aplicacion lineal. Se llama

inversa generalizada funcional (o aplicacién pseudoinversa) de T' a la aplicacion
TH.C™ — C"

definida, para todo x € C™, por

TH(z) = (Tirer+)) " (Prery (2)).

Es claro que, por el Teorema 2.1, la aplicacién T estd bien definida y, ademas, T' es lineal por

ser composicidon de las aplicaciones lineales (T‘R(T*))*1 y Pr(ry.

Nota 2.2. De la Definicién 2.1 se sigue que

Ti(z) = (Tiger+)) (), siz € R(T)
0, siz € [R(T)]*

que se puede utilizar como definicion equivalente.

Nota 2.3. De la construccién de T en la Definicion 2.1 se observa que R(T") = R(T™). Este
hecho se puede demostrar como sigue.

Siy € R(TT) entonces y = T'(z) = (Tiger+)) " (Prery(x)), para algin x € C™. Como
existe un tnico par de vectores u € R(T) y v € [R(T)|* tal que v = u + v, se tiene que
y = (Tirer)) ™ (Prery(u +v)) = (Tirer)) ™ (Prery (@) + Prery (v) = (Tirer+)) ™ (w), u € R(T).
Utilizando el isomorfismo establecido en (2.3) se obtiene que y € R(T*). Por lo tanto, R(TT) C
R(T™).

Para demostrar la otra inclusion, seay € R(T*). Entonces x := T(y) € R(T). Por el isomorfis-
mo establecido en (2.3) se tiene que y = (Tix(r+)) " (x). Ahora, T (z) = (Tiger+)) " (Prery(z)) =
(Tixer+)) "' (z) =y, de donde y € R(T"), y asi R(T™*) C R(TT).

Definicion 2.2 (Definicién de matriz pseudoinversa). Sea A € C™*" y sea T4 : C* — C™
la aplicacion lineal asociada a A con respecto a las bases candnicas C y € de C" y C™,
respectivamente, es decir [I4]e e = A. Se llama matriz pseudoinversa de A a la matriz que
representa a la inversa generalizada funcional T\, : C™ — C™ de la Definicion 2.1 con respecto

a las bases candnicas. Es decir, la matriz pseudoinversa de A es

[T;Ue/,e c Ccrm,

Ejercicio 2.2. En el diagrama del Ejercicio 2.1 interpretar cémo actuan las definiciones anteriores.
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Ejemplo 2.1. Calcular la matriz pseudoinversa (o inversa generalizada funcional) de la matriz

1 01
1 1 2
A — T =
[Talee 011
011
1 0
Es facil ver querg(A) = 2. El conjunto 01,]1 forma una base de R(T}) = F(A).
1 1

Luego, por el isomorfismo entre R(T%) y R(T4), los vectores

2 1
3 ; 3
T 0 = T 1 =
A 1 y A 9
1 1
1 2
forman una base de R(T4).
Segtin la definicion
2 1
3 ! 3 ’
Tt =10 Tt =11
A 1 y A 9
1 1
1 2

Ahora se debe hallar una base de [R(T4)]* = N(T%). Al resolver el sistema A*x = 0 se encuentra

que su solucion general se puede escribir como:

1 1
—1 —1

=1 ) + 29 NE con x1,xo € C.
0 1

Como los dos vectores de la combinacion lineal previa son linealmente independientes, forman una
base de [R(T)]*.
Segtin la definicion,

1 1
-1 -1

T! =T =10
A 1 A 0
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Por lo tanto, al unir una base de R(T4) con una de N(T%) se obtiene una base de C* =
R(T4) ®N(T}) (esto garantiza que la matriz formada por sus columnas es invertible). Ademds,

denotando 7 := [T i‘]@/’@ y operando por bloques se tiene

ol1] 1| 1 2 1 1 1
313 =1]-1 3 3 1 —1
THer - |z A 7 Z
[A]“1210 1 9 1 0
1121 o] 1 I 1 2 0
100 0
= 0100
(1100
Finalmente,
—1
21 1 1
000 33 -1 —1
THee = |0 1 0 0 S
Talere 12 1 0
100
12 0 1
7 3 —4 —4
00 0
SR U IO 5 0 5 5
15 3 -3 9 —6
1100
3 -3 -6 9

7/15 1/5 —4/15 —4/15
= | =13 0 1/3 1/3
2/15 1/5 1/15 1/15

2.2. Definiciéon de Moore

La definicién de Moore (para matrices) involucra proyectores ortogonales tanto de la matriz

dada A como de la matriz X que se estd definiendo.

Definicién 2.3 (Definicién de Moore). Sea A € C™*™. Se llama inversa de Moore de A a

la tnica matriz X € C™"*™ que satisface:

(a) AX = PfR(A)x

(b) XA = Pyx).

Tanto la existencia como la unicidad senaladas en la definicidon anterior se justificaran en el

Teorema 2.2.
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Seglin esta definicién se tiene que:

» Si z € R(A) entonces AXz = z, es decir, AX = Idg(a), con lo que AX actda como la
identidad solamente sobre el subespacio R(A) (pero no se puede asegurar que AX = Idcm).

» Siz € R(X) entonces XAz = x, es decir, XA = Idy(x), con lo que XA actiia como la
identidad solamente sobre el subespacio R(X') (pero no se puede asegurar que X A = Idcn).

Nota 2.4. En el caso especial en que AX = 1,, y XA = I,, (es decir que AX actia como la
identidad sobre todo C™ y X A actia como la identidad sobre todo C") entonces

m = rg(l,) =1g(AX) <rg(A) <m, esdecir 1g(A)=m

n=rg(l,) =rg(XA) <rg(A) <n, esdecir rg(A)=n.

En definitiva, si AX y X A fuesen las identidades sobre los respectivos espacios C™ y C™ entonces

deberia ser m = n y esto corresponderia al caso X = A~

Ejemplo 2.2. Calcular la inversa de Moore de la matriz

A=[304]
Se trata de hallar la matriz
x
X=|y|€ C3*!
z

que cumpla las condiciones (a) y (b) de la Definicién 2.3.

Para calcular el proyector ortogonal Pyay € C'*! es necesario hallar los subespacios de la
descomposicion C' = R(A) & [R(A)]* y claramente se tiene que R(A) = {a : a« € C} y
[R(A)]* = {0}. Una base de R(A) estd dada por {1} y puesto que 1 =1+ 0 con1 € R(A) y
0 € [R(A)]* y esta representacion es tnica, se tiene que Py(4yl = 1. Asi, el proyector ortogonal
sobre R(A) es Pra) = [ 1 ]

Luego, de

AX = Py

se tiene que 3z + 4z = 1, y por tanto, z = (1 — 3z). Asi,
x

X = y , x,y € C.
(1 —3x)

=
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Ahora, se verifica facilmente que
3T 0 4
XA= 3y 0 4y
3(1—-3z) 0 1—3x
es idempotente. Para que X A sea hermitica deben ser z € R, 3y = 0 y 3(1 — 3z) = 4z, es decir
x=2,y=0y, por tanto,

I
Sle © &l

2.3. Definicion de Penrose

Las ecuaciones de Penrose son posiblemente las mas conocidas a la hora de definir la inversa

generalizada estudiada.

Definicion 2.4 (Definicién de Penrose). Sea A € C™*". Se llama inversa de Penrose de

A a la dnica matrizY € C™*™ que satisface:
(1) AYA = A,
(1) YAY =Y,

(i) (AY)* = AY,

(iv) (YA)* =Y A.

De nuevo, tanto la existencia como la unicidad sefialadas en la definicién anterior se justificaran
en el Teorema 2.2.

Segln esta definicidn se tiene que:
» AY (Azx) = Az, para todo x € C", es decir, AY = Idga).
» YA(Yz) =Yz, para todo x € C™, es decir, Y A = Idg(y).
Ejemplo 2.3. Calcular la inversa de Penrose de la matriz
A=[30 4]
Como A € C'*3, la inversa de Penrose serd del tipo

x
Y=|y|eC¥™,
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Se tiene que AY = [ 3z + 4z ] Esta claro que se cumple que AY es hermitica si y sélo si
3r+42z€R. De AYA = A sellega a3(3x+4z) =3 y4(3x +4z) =4, de donde 3x + 4z = 1.
Es evidente que bajo esta ultima condicion se cumple que Y AY =Y. Por ultimo, para que se
cumpla que

3xr 0 4z
YA=1]3y 0 4y
3z 0 4z

sea hermitica debe ser x,z € R, y = 0 y 3z = 4x. Resolviendo el sistema lineal se obtiene v = %

z= % y finalmente

=~
Il
Rl © Bl

2.4. Equivalencia entre las definiciones

El hecho importante que se demostrara en el Teorema 2.2 es que estas tres definiciones son
equivalentes y, por lo tanto, las matrices [le]e/,e, X e Y de las definiciones anteriores son todas

iguales y esto permite denotarlas a todas por A" y se la denomina inversa de Moore-Penrose
de A.

Teorema 2.2. Sea A € C™ ™. Las definiciones funcional (pseudoinversa), de Moore y de

Penrose de la inversa generalizada de A son equivalentes.

Demostracion. Para simplificar la notacién se recuerda que T es la aplicacién lineal de la Defini-
cién 2.1y se llamara T a la aplicacién lineal le de la Definicién 2.2y Z := [le]@/y@ a la matriz
pseudoinversa de la Definicién 2.2.

Se demostrara en varias etapas.

» La matriz Z de la Definicién 2.2 satisface las condiciones (a) y (b) de la Definicién 2.3.

En efecto, decir que la matriz Z satisface la Definicidon 2.2 es equivalente a decir que la
aplicacién lineal T satisface la Definicién 2.1. Entonces, realizando previamente el andlisis

funcional se tiene que
TT(x) = T(Tizer) ™ Prery (@) = T(Twer) ™' (2) = Idgery(z) =2 si z € R(T)
y, por ser Ty (Tix(r+)) " aplicaciones lineales, se tiene que

TT(z) = T(Tiger+)) " Prery(x) = T(Tiger+)) " '(0) =0 si z € [R(T)]*.
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De las igualdades demostradas y, al ser 77" una aplicacién lineal, se tiene que 77" = Py(ry.
Ahora, el analisis matricial lleva a

AZ = [Tlee[TMe e = [TT e e = [Prer))erer = Preay

(demostrar la dltima igualdad como ejercicio). Asi, Z cumple (a).

De manera semejante, si z € R(T"),
T'T(x) = (Tizer+) ™ (Pray (T(2))) = (Tirer+) ™ (T'(2)) = =
y ademds, si = € [R(T*)]* = N(T),
T'T(z) = T'(0) = 0.

Como, por construccién, R(TT) = R(T*) (véase la Nota 2.3), se ha probado que 7T =
Pgpty y, matricialmente, se tiene que

ZA = TVee[Tlee = [T'T|ee = [Prerilee = Prez)-
Asi, Z también satisface (b).

La matriz X de la Definicién 2.3 satisface las condiciones (I)—(1V) de la Definicién 2.4.

En efecto, si X satisface la Definicién 2.3 entonces, de (a), se deduce directamente (ll1) vy,
de (b), se deduce directamente (IV). Ademas, de (a), se tiene que AXA = PryA = A
que es (1), y de (b) resulta que XAX = Ppx)X = X, que es (II).

La matriz Y de la Definicién 2.4 satisface las condiciones (a) y (b) de la Definicién 2.3.

En efecto, si Y satisface la Definicién 2.4 entonces, de (l), se deduce inmediatamente que
(AY)? = AY, es decir que AY es un proyector y, de (II1), se tiene que ademds (AY)* = AY
con lo que AY es un proyector ortogonal. Para demostrar que R(AY') = R(A) se utiliza el
apartado (1) como sigue

R(AY) C R(A) = R(AY A) C R(AY).

De este modo, AY = Py(4), de donde Y satisface (a). De modo semejante, de (1) se deduce
rédpidamente que (Y A)?2 = Y A, y combindndolo con (IV) se tiene que Y A es un proyector
ortogonal. Utilizando (Il) se tiene que

R(YA) CR(Y) = R(YAY) C R(Y A),

con lo que YA = Pyy), de donde Y satisface (b).
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Ahora bien, sin haber considerado aun la unicidad requerida en las Definiciones 2.3 y 2.4,
se ha probado que si una matriz cumple las condiciones (a) y (b) también cumple las
condiciones (1)-(1V) y reciprocamente. En los dos puntos restantes se probara dicha unicidad
y la reciproca, es decir, si X satisface cualesquiera de los dos conjuntos de condiciones ((a)-
(b) o bien (1)-(1V)) entonces X satisface la Definicién 2.2.

= Las matrices X e Y de las Definiciones 2.3 y 2.4 satisfacen la Definicién 2.2.

Se probard que si X satisface (a) y (b) y, por tanto, también satisface las condiciones

(1)-(1V), entonces X satisface la Definicién 2.2. En efecto, se analizaran dos situaciones.

e 1 € R(A)*. En este caso, por (a), se tiene AXxz = Pyayz = 0 y entonces, por (II),
Xz =XAXz=X0=0.

e © € R(A). En este caso, x = Ay para algiin y € C". Como C" = N(A) & R(A"),
existen vectores dnicos y; € N(A) e yo € R(A*) tales que y = 1y + ya. Lue-
go, ¥ = Ay = Ay + Ayy = Ays. Asi, por (b), Xz = XAy, = Prixyya = 4o
pues yo € R(A*) C R(X) (ya que de (I) y (IV) se tiene que A* = (AXA)* =
(XA)*A* = X AA*). Finalmente, puesto que x = Ay, con yo € R(A*), se tiene que

Y2 = (Aras)) 'x con lo que Xz = (A ‘.

De esta manera, X satisface la Definicién 2.2.

= Las matrices X e Y de las Definiciones 2.3 y 2.4 son Unicas.

Una forma de probarlo es mostrando que si X satisface (a) y (b) y, por tanto, también
satisface las condiciones (I)-(IV), entonces X satisface la Definicidn 2.2, que es exactamente
lo que se ha probado en el apartado anterior.

Asi, la demostracion queda completa. ]

De este modo, dada una matriz A € C"™*", queda demostrada la existencia y unicidad de su
matriz inversa de Moore-Penrose Af.

Ejercicio 2.3. Sea u € C"*! un vector no nulo.

a) Demostrar que uf = —Lu*.
q

u*u

(b) Encontrar una condicién necesaria y suficiente para que u' = u*.
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2.5. Propiedades de la inversa de Moore-Penrose

El siguiente resultado proporciona algunas propiedades que serdn de utilidad en lo que sigue.

Lema 2.2. Sea A € C™*™. Entonces

(a) A* = A*AAT = ATAA*. En consecuencia, si tg(A) = n entonces AT = (A*A)"tA* y si
rg(A) = m entonces AT = A*(AA*)~L.

(b) R(I — AAT) = [R(A)* y N(AAT) = N(AY).

(c) R(AY) = R(A*). En consecuencia, 1g(A") = rg(A).

(d) N(AT) = N(A").
Demostracién. (a) De las propiedades de Penrose se tiene que A* = (AATA)* = A*(AAT)* =
A*AAT. Para probar que AT = (A*A)"1A* basta observar que rg(A*A) = rg(A) y que, por
hipétesis, A*A € C"™". De forma semejante, A* = (AATA)* = (ATA)*A* = ATAA*. La

consecuencia también es inmediata en este caso.

(b) Como AAT es un proyector ortogonal sobre R(A) (y, por lo tanto, paralelamente a [R(A)]+)
es inmediato que I — AAT = P 4y1, con lo que R(I — AAT) = [R(A)]*.

Por otro lado, es claro que N(AT) C N(AAT). Ademds, si + € N(AAT) entonces AATz =0
y premultiplicando por AT se tiene ATx = ATAATz = 0, es decir, z € N(AT).

(c) De la definicién de Penrose se tiene que
R(AT) = R(ATAAT) C R(ATA) = R((ATA)") = R(A*(AT)") € R(A").

Por (a),
R(A*) = R(ATAA*) C R(AT).
Esta propiedad ha sido probada en la Nota 2.3 a partir de la definicién funcional.

(d) Puesto que
N(A") © N((AT)"A") = N((AAT)") = N(AAT) € N(ATAAT) = N(AT),

y teniendo en cuenta que rg(A*) = rg(A") se obtiene que dim(N(A*)) = dim(N(AT)) con lo
que se llega a N(AT) = N(A4*). O

Ejercicio 2.4. (a) Una vez que A" ha sido establecida (por ejemplo mediante las ecuaciones de
Penrose) o construida (mediante la Definicion 2.2), del Lema 2.2 se tiene que es vdlida la
propiedad R(AT) = R(A*). Sin embargo, no es posible usar R(A*) en lugar de R(AT) en Ia
propia definicion de Moore. Para constatarlo, considerar las matrices

1

a0 : X:[gO], con ae€C—{0}

0 0

A=

Q=
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y comprobar que AX = XA=1Ay

AX:P:R(A), XA:P{R(A*)7

10
00|
De hecho, XA # Pyxy y por tanto XAX # X. El siguiente apartado muestra que es

posible usar R(A*) en lugar de R(X) en la Definicion de Moore cuando se afiade la condicién
XAX =X.

pero, sin embargo,

X #£A =

(b) Sea A € C"™*". Demostrar que

X=A" <  AX="Pru), XA="Pra) y XAX = X.

2.6. Las composiciones entre las aplicaciones T'y T y entre

sus restricciones

Sea T : C" — C™ una aplicacién lineal. Si se consideran las dos composiciones entre las

restricciones Tig(7+) y T\B{(T):

TITR(T*)T\]:LR(T) :R(T) = R(T) y TER(T)TKR(T*) CR(T™) — R(T™), (2.5)

y ademads, B es una base ortonormal de R(7™) y B’ es una base ortonormal de R(T"), de la

Definicién 2.1 es fécil ver (ejercicio) que la aplicacién TER(T) cumple

[Tiwerls o [Ty )8 = Ter Tyl e = 1y

donde r = rg(T’); lo que de otro modo se expresa diciendo que la matriz inversa de [Tix(7+)|s
€s [,TER(T)]Blvg’ i.e.,
(T = (Twee))s) ™" (2.6)

Ejercicio 2.5. Comparar el tamafio de las matrices de la relacion (2.6) con el de la matriz de la
Definicion 2.2.
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Si las bases B y B’ anteriores se completan a las bases ortonormales By y B} de C" y C™
con bases ortonormales de N(7T") y N(7™) (poniendo en las primeras posiciones los vectores de

las bases ordenadas B y B’) respectivamente, se tiene que

I, O

e Cme’
0O O

[T, 3 [Ty 3, = [T )y 5 =

que es la matriz del proyector ortogonal de C™ sobre R(T") en la base B, y

I, O

G C’IIX’VL7
O 0O

[TT]B'1731 [T]B1,B’l = [TTT]31,31 =

que es la matriz del proyector ortogonal de C" sobre R(7™) en la base B;.
De todo lo expuesto anteriormente se deduce el siguiente resultado, que es lo que en realidad

demostré Moore.

Teorema 2.3. SiT : C" — C™ es una aplicacion lineal entonces existe una tnica aplicacion

lineal
X :R(T) = R(T™)

tal que
TX = PfR(T) y XT = PJ?(T*)‘

Ejercicio 2.6. Observar la importancia del hecho que la aplicacion X sea X : R(T') — R(T™*) en
el Teorema 2.3 (y de la imposibilidad de cambiarlo por X : C™ — C"). Comparar con el Ejercicio
2.4.

En la practica, se tiene una forma de calcular los proyectores ortogonales sobre R(A) y sobre

R(A*) mediante la inversa de Moore-Penrose de una matriz.

Teorema 2.4. Para cada matriz A € C™™ su inversa de Moore-Penrose AT cumple que:

Pray=AAT y Py = ATA

Ejercicio 2.7. Dada la aplicacion lineal T : C* — C? definida por T(x) = Ax para z € C3

1 0 —i
i 0 11

siendo

A:

se pide:

(a) Hallar la expresion de T*,
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(b) Calcular el espacio nulo y el espacio imagen de T' y de T* y sus dimensiones,

(c) Expresar los espacios C* y C* como suma directa de los subespacios fundamentales hallados
en el apartado anterior,

(d) Determinar Tix¢r+y : R(T*) — R(T') y comprobar que es un isomorfismo,
(e) Calcular la expresion de la aplicacién lineal T' a partir de la Definicién 2.1,
(f) Calcular la expresion de AT a partir de la Definicion 2.3 de Moore,
(g) Calcular la expresion de AT a partir de la Definicion 2.4 de Penrose,
(h) Hallar el espacio nulo y el espacio imagen de AT,
i) Calcular Py(ay y Pria~y a partir de AT,
(A) (A*)

(j) Comprobar que At = %1 A*
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Capitulo 3
El problema de los minimos cuadrados

Se recuerdan los siguientes hechos:
» Para un vector u € C"*!, se define su norma euclidea como |[Jul|s = vu*u.
= Dos vectores u,v € C"*! se llaman ortogonales si u*v = 0.

» Teorema de Pitagoras: Si u,v € C"*! son ortogonales entonces |Ju+v||3 = |[ul|+ ||v]|3.

3.1. Planteamiento del problema

PROBLEMA: Encontrar las soluciones u € C**! de
Ax = b, donde AcC™" vy becC™*

Si el problema no tiene solucién, se hallard « de modo que Au — b sea lo mas pequefio posible

en el sentido que se define a continuacién.

Definicion 3.1. Sean A € C™*" y b € C™*!. Un vector u € C"*! se dice que es

= una solucién de minimos cuadrados de Ax = b si ||Au — b||z < ||Av —b]|2 para todo
v € C™! es decir,
min ||Av — b||2 = [[Au — b||s.

’UGC"Xl

» una soluciéon de minimos cuadrados de norma minima de Az = b si es una solucién

de minimos cuadrados de Ax = b y |Ju||z < [|w

9, para toda otra solucion de minimos
cuadrados w € C™*!, es decir,

|u||2 = min{||w]||y : w € C™*! satisface min |[Av — by = || Aw — b2}
vE(C"Xl
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Nota 3.1. Sib € R(A), los conceptos de solucion de Ax = b y solucién de minimos cuadrados

coinciden.
Ejemplo 3.1. Se considera

A:[l 1}@1@2 y  b=2

Como b € R(A), cualquier solucién de Ax = b (que es del tipo 5 . , 1 € R) es una

solucion de minimos cuadrados de Ax = b y reciprocamente. Sin embargo, no toda solucion de

minimos cuadrados de Ax = b es de norma minima. Es claro que

[22

alcanza su valor minimo en x1 = 1 y, por tanto, la solucion de minimos cuadrados de norma

2
=+ (2-m)? =202 — Az +4=2(z; — 1) +2

minima de Ax = b viene dada por

Ejercicio 3.1. Como el ejemplo anterior se ha resuelto en el cuerpo de los niimeros reales,
interpretar geométricamente en el plano cartesiano las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b

y la de norma minima.

Ejercicio 3.2. Idem a los dos ejemplos anteriores para las matrices:

(a)

11| 2

11 4

(b) ) ]
11 )

A=1]1 1| e R¥? y b= | 4

12 | 4

encontrando las soluciones a partir de métodos de optimizacion vistos en Analisis Matematico o
en Algebra Lineal.

3.2. Soluciones geométrica y algebraicas

En el siguiente resultado se dan todas (en caso de haber mas de una) las soluciones de minimos
cuadrados de una ecuaciéon Ax = b especificando la que proporciona la de norma minima. Es
importante resaltar el protagonismo indiscutible que cobra la inversa de Moore-Penrose en dicha

solucidn.
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Teorema 3.1. Sean A € C™*" y b € C™*1.

(a) El conjunto S de todas las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b es

S = {zeC™ :Ax = Pgab} (Solucién geométrica)
= {reC™' . A*Az = A*b} (Ecuaciones normales)
= A'b+N(A) (Solucién algebraica)

= Ab4{(I, — ATA)h: h € C™'},

(b) La (inica) solucién de minimos cuadrados de norma minima de Az = b es A'b.

Demostracién. (a) Para z € C"*! arbitrario se tiene que
Az —b= Az — AATb + AATD — b= A(z — AT) — (I — AAT)b € R(A) + R(I — AAT). (3.1)

El Lema 2.2 asegura que A(z — A™h) L —(I — AAT)b y entonces el teorema de Pitdgoras permite
establecer que

| Az —b]}3 = | A(x — ATB)|3 + | — (I — AAT)B|3 > [ A(ATB) — b]}3, para todo = € C™". (3.2)

Como (3.2) se cumple para todo # € C™*!, el conjunto S de todas soluciones de minimos

cuadrados de Ax = b debe coincidir con el conjunto solucién (llamada solucién geométrica)

del sistema
Az = AATD = Pyayb, (3:3)
pues
min (|47~ blE) = min (|G~ AWB)E) + (2 — AADBIE, (34)

donde ||(I — AAT)b||2 estd fijo y (3.3) es un sistema compatible.

Teniendo en cuenta (3.1), se tiene que z satisface (3.3) si y sélo si Ax — b € [R(A)]*,
es decir, (Ay)*(Az —b) = 0, Yy € C"!, lo que equivale a y*A*(Azx —b) = 0, Yy € C™L.
Particularizando y en los vectores candnicos se tiene que el conjunto S de todas las soluciones de

minimos cuadrados de Az = b también debe coincidir con el conjunto solucién del sistema
A*Ax = A™b,

que son las llamadas ecuaciones normales.
Ademas, de (3.4),
min ||Az — bllz = | A(A"D) — b2,

reCnx1

con lo que Afb es una solucién de minimos cuadrados de Az = b.
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Ahora, recordando que el conjunto S de todas las soluciones del sistema (3.3) es la suma
de una solucién particular (en este caso es claro que A'b es una solucién particular) més la
solucién general (o el conjunto solucién Sy) del sistema homogéneo asociado Ax = 0, se tiene
que S = ATb + Sy. Es facil ver que N(A) = N(ATA) = R(I — ATA) (ejercicio), con lo que

S = Ab +N(A) = ATb+ {(I, — ATA)h : h € C™*! arbitrario}. (3.5)
(b) Del apartado (a), A'b es una solucién de minimos cuadrados de Az = b. Falta probar
que dicha solucién de minimos cuadrados de Ax = b tiene norma minima y es la tnica en dichas
condiciones. En efecto, es claro que los vectores de S cumplen que
ATb4 (I — ATA)h € R(AT) + R(I — ATA),  para todo h € C".
Por ser R(I — ATA) = N(A) = [R(A*)]* = [R(AT)]*, el teorema de Pitdgoras asegura que
AT + (I — ATA)R||3 = ||ATb||5 + ||(I — ATA)R|3 > ||ATb||3,  para todo h € C™.

Por lo tanto, AT es una solucién de minimos cuadrados de norma minima de Az = b.

Para ver que es la (inica en esta situacion, si z # A'b fuese otra solucién de minimos cuadrados
de norma minima de Ar = b, deberia existir h, € C"*! tal que z = A'b + (I — ATA)h, con
(I — ATA)h, # 0. Luego, ||z = ||ATb]]2 + ||(I — ATA)A.||3 > ||ATb||3, lo que contradice la
minimalidad de ||z]|2. m

Ejemplo 3.2. Sean

1 01 1
A=1011]|eC* y b= |1
11 2 3
En este caso, b ¢ R(A). Primero se calcula (hacerlo como ejercicio) la inversa de Moore-Penrose
de A, que es
| 5 —4 1
At=21| =
5 4 5
1
Ahora,
| 4 ] 1 1 -1
Alb=—_14 e I-ATA=-| 1 1 -1
9 3
8 -1 -1 1
Utilizando (3.5) se tiene que las soluciones de minimos cuadrados del sistema Ax = b son de la
forma
2 hi + hy — hs
5 +§ hi+hy —hs | hi,he, hs € C,
g —hy — hy + hs
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y la de norma minima viene dada por

4
; 9
_ | 4
Alb= 3
8
9
Ejemplo 3.3. Sean
10 1
A=10 1| eC?®? y b= |1
11 3
En este caso, b ¢ R(A). Primero se calcula (hacerlo como ejercicio) la inversa de Moore-Penrose
de A, que es
RS A
31 -1 21
Como
r—ata= |90 :
0 0

utilizando (3.5), se tiene que la tinica solucién de minimos cuadrados del sistema Az = b coincide

con la solucién de norma minima y viene dada por

A%:[

Wk Wl
|

3.3. Algunos comentarios

Definicion 3.2. Sean A € C™*" y b € C™*!. Si el vector y € C™! cumple que

min |[|Az — bl = [|Ay — 0|2,

zeCnx1

se llama residuo de minimos cuadrados al vector Ay — b.

Las siguientes son algunas observaciones importantes. Sean A € C™*" y b ¢ C"™**.

» Unicidad del residuo de minimos cuadrados: Todas las soluciones y € C™*! de minimos
cuadrados de Az = b tienen el mismo residuo Ay — b = —(I,, — AA")b.

En efecto, si y; e y» son dos soluciones de minimos cuadrados de Ax = b entonces y; =
ATb+ny e yo = ATb + ny, con ny,ny € N(A). Luego, Ay, = AATh = Ay, vy, por tanto,
Ay — b= Ay, — b= AAb — b= —(I,, — AA)D.

También se podria justificar este punto a partir de la igualdad Az — b = —(I,, — AAT)b de

(3.1) en el caso en que = sea solucién de minimos cuadrados de Az = b.
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= El residuo es ortogonal al espacio imagen de A: Si y € C™*! es una solucién de minimos

cuadrados de Az = b entonces Ay — b € [R(A)]*.

Es inmediato pues en la demostracién del Teorema 3.1 se probd que si y € C™*! es una

solucién de minimos cuadrados de Az = b entonces Ay — b € [R(A)]*.

Matriz A de rango completo: Si rg(A) = n entonces la Gnica soluciéon de minimos cuadra-
dos de norma minima de Ax = b es (A*A)~tA*b. En este caso, ATA = I,,, es decir, AT es
una inversa a izquierda de A. Si rg(A) = m entonces esta Unica solucién viene dada por
A*(AA*)_lb. En este caso, AAT = I,,, es decir, A" es una inversa a derecha de A. Y'si A

es invertible (rg(A) = m = n) entonces dicha solucién es A~1b.

Este hecho es una consecuencia directa del Lema 2.2 y del Teorema 3.1 (b).

Caracterizacién de la unicidad de la solucién de minimos cuadrados: El conjunto S de las

soluciones de minimos cuadrados de Az = b tiene un solo elemento (solucién tnica) si y
sélo si rg(A) = n.

La necesidad se deduce del hecho que si rg(A) = n, del apartado anterior, la tnica solucién
de minimos cuadrados de Az = b es (A*A)~*A*b. Para demostrar la suficiencia, se supone

que S tiene un solo elemento. Del Teorema 3.1 este elemento debe ser A'h y ademds
ATAh = h para todo h € C"*!. Luego, ATA = I,,, de donde n = rg(ATA) < rg(A) < n.

Ejercicio 3.3. Se considera la familia de matrices y el vector siguientes:

Ay =

a 0 —2 b—l
i 0 a y 1

en funcion del parametro o € C. Se pide, en funcién del valor de «:

(a) Hallar el rango de A,,

(b) En funcion de los valores del rango hallado en el apartado anterior, caracterizar la unicidad

de la solucién de minimos cuadrados del sistema A,x = b,

(c) Calcular las soluciones de minimos cuadrados del sistema A,x = b de tres formas posibles:

(1) solucion geométrica,
(11) ecuaciones normales,

(111) solucién algebraica,

(d) Determinar la solucién de minimos cuadrados de norma minima del sistema A,z = b,
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(e) i Cudl es el minimo valor que toma ||A,x — b||y para x variando en C3*1?

(f) Calcular el/los residuo/s de minimos cuadrados del sistema A,z = b y la norma 2 de dicho/s
residuo/s.

(g) Comprobar que el/los residuo/s de minimos cuadrados del sistema A,x = b es/son ortogo-
nal/es al espacio imagen de A,.
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Capitulo 4

Métodos para calcular la inversa de
Moore-Penrose

Se presentan cuatro métodos de calculo para la inversa de Moore-Penrose.

4.1. Método basado en la pseudoinversa

El método utilizado en el Ejemplo 2.1 es valido en general.

Nota 4.1. De la Definicion 2.2 se observa que la pseudoinversa de la matriz nula es ella misma.

Proposicion 4.1. Sea A € C"™*" una matriz de rango r > 0. Si {vy,--- ,v.} es una base de
R(A*) y {wy, -+ ,wy_r} es una base de N(A*) entonces

Al=|wv, -+ v, 0 .- 0}[141}1 oo Av, wy o Wy . (4.1)

Demostracién. Como {v,--- ,v,} es una base de R(A*), del Teorema 2.1 es posible asegurar
que {Avy,- -+, Av,} es una base de R(A). Al ser {wy, -+ ,w,,_,} una base de N(A*) = [R(A)]*
resulta que {Avy, -+, Av.,wy, -+ ,wy,_,} forma una base de C™ vy, por ende, la matriz cuyas
columnas son los vectores de esta base debe ser invertible.

Ahora, de ATA = Pg(a-) se tiene que

Af [ Av, -+ Av, wy -0 Wy, ] = [ AtAv, - AtAv, Atw, - Alw,,,
= [ vy 0 v 0 e 0
Despejando se obtiene la férmula (4.1) que permite calcular AT, O

39
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La Proposicién 4.1 permite observar, una vez mas, la estrecha relacién entre AT y A*, del
hecho que para calcular AT alcanza con disponer de una base de N(A*) y una de R(A*).

Corolario 4.1. Si en la Proposicion 4.1 se considera también una base {b,1, -+ ,b,} de

N(A), y se definen las matrices invertibles

Q::[Ul oo v by - bn}ecnxn’

T:[AU]_ . e AUT wl wmir]’
entonces
I, O

At =
“lo o

nxm

Demostracion. Basta observar que en la proposicion se puede reescribir

I. O
v 0 v, 0 - O] = [01 coe U bpyg e bn] OT 0
nxm
m
. . t . . O
En el corolario anterior se observa que A' es equivalente a la matriz O . En la
nxm

siguiente seccidn se mejorard el resultado en el sentido que se conseguird que la equivalencia sea
mediante matrices unitarias.

4.2. Meétodo basado en la descomposicion en valores sin-

gulares

Es conocido (véase, por ejemplo, [25]) que toda matriz rectangular A € C™*", con r > 0,
admite siempre una descomposicién en valores singulares, es decir existen dos matrices unitarias
UeCmmyV e C " tales que

D O
A=U 1% (4.2)
O O
mXn
con D = diag(oy,...,0,) € R™" una matriz diagonal donde o4 > --- > 0, > 0.

Suponiendo que

U:[Ul UQ} y V:[v1 VQ} con Uy € C™%" ;€ C™7
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D O

de la relacion AV =U , se observan los siguientes hechos:

» AV} = U, D, es decir A(ViD™ 1) = Uy,
w AV, =0,
de donde se desprende que
= las columnas de U; forman una base ortonormal de R(A),

» las columnas de V] forman una base ortonormal de R(A*) (pues las de V5 lo son de N(A),
V es unitaria y C" = N(A) &+ R(4%)),

» las columnas de U, forman una base ortonormal de R(A*) (pues las de U; lo son de R(A),
U es unitaria y C™ = R(A) &+ N(A")).

Teorema 4.1. Sea A € C™*™ una matriz de rango r > 0 con una descomposicion en valores

singulares como en (4.2). Entonces su inversa de Moore-Penrose viene dada por

D' O
O O

Al =V U*.

nxm

Demostracion. De las observaciones previas y recordando la definicién de matriz pseudoinversa y
que N(AT) = N(A*) se tiene que:

D' O
AT[U1 UQ]z[ATU1 ATUQ]Z[W)*1 o}z[vl VQ} ool
De
-1
av=v| P9
O O
se obtiene inmediatamente el resultado. O

Nota 4.2. En el método basado en la pseudoinversa se calculan bases de los cuatro subespacios
fundamentales R(A*), N(A*), R(A) y N(A) para determinar la inversa de Moore-Penrose (véase
Corolario 4.1). Sin embargo, aunque dichas bases se elijan ortonormales, en general no pueden

utilizarse para calcular la inversa de Moore-Penrose a partir de una descomposicion en valores
. . . . D O
singulares, puesto que no es posible asegurar que satisfagan la condicion AV = U o ol

(Como ejercicio, comprobar este hecho con las bases calculadas en el Ejemplo 2.1).
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Ejemplo 4.1. Calcular la inversa de Moore-Penrose, a partir de una descomposicion en valores
singulares, de

12 1/2
A=11/2 1/2
V2 -2

En primer lugar se diagonaliza la matriz A*A (hermitica y definida no negativa) obteniendo

5/2 =3/2 | | — 4 0 _V% \/Li
-3/2  5/2| ! 01 5 5

es decir los valores propios son A\ = 4 y Ay = 1 (en realidad es definida positiva) y una base

-

ATA =

S
Sl

ortonormal de vectores propios de A* A conforman las columnas de

1L
v-[alu]-| 2]
V2 V2

Ahora se definen 01 = /A1 =2 y 09 = /Ay = 1 y se calcula

1
v
[Avl‘AUQ}:Av: 0 \/Li )
-2 0
asi’
r 7 1
0 Ve
A’Ul = 0 y A’Ug = \/Li
| —2 ] 0
Definiendo
0 1
1 1 V2
Uy = —A’Ul = 0 y Ug = _AUZ = -+ )
01 ()] V2
-1 0
y completando con
1
V2
_ 1
Ug = 75 )
0

a una base ortonormal de C3, se puede definir

-

I
S
o El"ﬁ“
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de modo que una descomposicion en valores singulares para A es

con

Utilizando el Teorema 4.1 se tiene que

At=v| D O]zst*: 1/2 1/2 —2/4

1/2 1/2 \/5/4]

4.3. Método basado en el algoritmo de Gauss-Jordan

En el siguiente teorema se vera un método que se basa en la idea del método de Gauss-Jordan
para el calculo de una inversa ordinaria. Esquematicamente, este método indica que para calcular

la inversa de una matriz A € C"*" se debe premultiplicar la matriz por bloques [ A I, } por
matrices elementales por filas y, si se llega a una matriz del tipo [ I, B ] entonces se puede
concluir que A es invertible y B = A™!. Es decir, si existe una matriz B € C"*" tal que

Bla 15 |=[5L B]

entonces BA = I,, y, por tanto, A es invertibley A~! = B.
Ahora se procederd de manera semejante, para el caso en que A no sea invertible (ni siquiera
se requiere que sea cuadrada).

B
Teorema 4.2. Sea A € C™*™ una matriz de rangor > 0. Si O es la forma escalonada

reducida por filas de A*, con B € C'*™, y F' es el producto de las matrices elementales que
lleva A* a su forma escalonada reducida, es decir,

B F
F[A* In}: OFl : (4.3)
2
_ BA
con Fy € C7*" y Fy € C",7", entonces es invertible y
>
[ Ba] [ B
Ey @)




44 CAPITULO 4. CALCULO DE LA INVERSA DE MOORE-PENROSE

Demostracion. Sean F € C'*", B € CI*™, Fy € C™" y Fy € C""")*" matrices tales que

B F

F[A* In}: o0 r

Como rg(F') = n, se tiene que rg(Fy) = r y rg(Fy) = n—r. Comparando los bloques de acuerdo
a sus tamanos, de la igualdad

B Fy
| Far F =
O F
se tiene que
B F:
FA* = y F=|"
O Fy
Ademas,
B | | I . | AT
o | B | RA*
con lo que

FLA*=1B y F,A* = 0.
De F,A* = O se tiene que R(AT) = R(A*) C N(F) y asi [LAT = O.
Por otro lado, BAAT = F{A*AAT = F A* = B y por tanto

BAAT
At

BA
Fy

B
0

BA
Fy

Af =

, con e Ccvm,

BA

2

De esta ultima igualdad, se deduce inmediatamente el resultado si se prueba que

invertible.
Antes, serd necesario probar que N(A*) = N(B). En efecto, al ser F' invertible, R(A) =
R(AF*) = R([ B* O }) = R(B*) y entonces N(A*) = [R(A)]* = [R(B*)]*+ = N(B).

Ahora, para probar la invertibilidad de la matriz por bloques mencionada, se considera x €

BA
N ( . Entonces
Fy

BA BAx
F Fx
es decir BAx =0y Fyx = 0. Luego, © € N(Fy) = R(A*) (pues R(A*) C N(F3) y dim(N(Fy)) =
n —rg(Fy) = r = rg(A*)). Ademas, como Ax € N(B) = N(A*) se tiene que A*Az =0y
premultiplicando por z* se obtiene Az = 0, es decir, z € N(A) = [R(A*)]*. Como R(A*) N

0= T = ,

BA
[R(A*)]* = {0} se llega a x = 0, con lo que € Crm, O
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Ejemplo 4.2. Calcular la inversa de Moore-Penrose de la matriz

S O =
_ = = O
— = N

Se ha visto que rg(A) = 2.
Aplicando a | A* I3 | primero la operacion elemental fs + (—f1) — f3 y posteriormente
f3 + (—f2) — f3 se obtiene

110 01 0O 1100 1 00 1 100 1 00
0111{01 0]—1]101T1S1 01 0]—101T11 0 1 0
1 21 1/0 01 011 1|-1 01 _0000‘—1—11
de donde )
1100 F L 00
B= y F=|"'l=] 0 10
01 11 L,
| -1 -1 1
Ademads,
BA— 21 3 .
1 3 4
La inversa de
2 1 3 - 7 —4 -5
BA BA 1
= 1 3 4 es =—| =5 5 =5
5, F, 15
-1 -1 1 2 1 5
Finalmente,
7/15 1/5 —4/15 —4/15
C[sal[ 8 /15 1/5 —4/15 —4f
Al = " =1 -1/3 0 1/3 1/3
2

2/15 1/5 1/15  1/15

4.4. Meétodo de Greville

La idea del método es la siguiente. Sea A € C™*™ una matriz particionada por columnas
como

A:[al a ... an],

con a, € C™! para 1 < k < n. En cada paso, este método numérico iterativo construye una
nueva columna de la inversa buscada. Para ello, si A, contiene las primeras k columnas de A, con
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1 <k < n, en el paso k-ésimo, el método permite construir la matriz AL. En un nidmero finito
de pasos (exactamente n) se construird una matriz Al, que es la inversa de Moore-Penrose de

A. De forma esquemadtica, la informacion de la matriz A se utilizard en cada paso de la siguiente

manera:
A = |a | — Al =7
A = |4 ag} — Al =7
Ag = _AQ a3:| — Ag_?
A = | A, an] — Al =2

Como A, = A resulta que Al = AT. Falta ver cémo se construye cada una de las matrices AL
para 1 < k <n.

Teorema 4.3. Sea
A:[al as ... an}ECmX”
una matriz particionada por sus columnas a;, € C™ !, para1 < k < n, y sean
A1 = [ ai :|
ysi2<k<n,
Ak = [ Ak—l ag ] .
Sipara k =2,3,...,n se definen
d, := AJ]L_lah (4.4)
cp = a; — Ap_1dy, (4.5)
! 0
by = % o a7l (4.6)
(1+didg)diA;_,, ¢ =0
entonces ;
t A —dib;
AL:[Ak—l ak}: -t kk]
b;

Demostracién. Teniendo en cuenta que, como A € C™*", debe ser AT € C"*™, se supone que
la inversa de Moore-Penrose de la matriz A, = [ AL a } estd particionada como

B,

AZ: [Akq A ]T:
bj,

Y
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y se tratan de determinar tanto la submatriz B), como el vector b, que es la k-ésima fila de Al
Multiplicando por bloques se tiene

By,

aAL = | A ]|
k

= Ak—lBk + akbz
Utilizando las propiedades de la inversa de Moore-Penrose del Lema 2.2,
N(AAL) = N(A]) = N(A}) € N(4]_,) = N(4]_,),
donde la inclusién sigue directamente tomando un elemento en N(A}) y viendo que, en particular,

estd en N(A;_,). Antes de continuar es necesario el resultado del siguiente Ejercicio.

Ejercicio 4.1. Sean L y M dos subespacios complementarios de C" o C™ segtin corresponda y
sea A € C™*™. Demostrar que:

(a) APy = Asiysclosi M CN(A).
(b) PLyA=AsiysélosiR(A) C L.

Como A Al es un proyector sobre R(A,A') paralelo a N(A,Al) y N(A,AL) € N(A!_)), del
Ejercicio 4.1 se tiene que
AJJLAAkAL = Achfl'
Se probara ahora que R(By) C R(A;_;). En efecto, si y € R(By) entonces y = Bjx para algin
T y por tanto

O I e I P L B A T s
b;x b;x b; b;

A*
= R([ A ak]>*:9%( . ) (4.7)
Ay
es decir
Az A
Yy | = k=1 = k17 , para algin z,
b;x a; a2

de donde se tiene que y = A} ,z para algin z, y asi, y € R(A;_;).
Como Al | As_; es un proyector sobre R(A! | Aj_;) paralelo a N(Al_ 4, 1)y

R(Bi) C R(Af_y) = R(A]_y) = R(A]_ Ap-),

del Ejercicio 4.1 se tiene que
Al A, B, = By
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Ahora,

Ach—l = AiTc—1AkAJIL
= Al (Ae_1 By + ayby)
= Al Ay 1B+ Al ab;
— By + Al_a;b},

de donde usando la notacién de (4.4) (para dj) resulta
Bp=Al | — Al _ab;=Al_ | —d;b}.
Hasta ahora se ha conseguido que

T

B
A= A a | =]

bj,

quedando por determinar b;.

Ahora se van a distinguir 2 casos, seglin sea ¢ # 0 o ¢ = 0.

» Caso 1: ¢ # 0.

Sustituyendo B = A/,TC_1 — dibj en AkAL = A,_1By + aybj y recordando la expresién
para ¢, de (4.5) se tiene

ARAL = A (AL, — dyb}) +agb
= A Al — Ay dib 4 ab
— A AL+ (ap — Ap_1dy)b]
= A Al + b (4.8)

Al ser AyAl'y A, Al | matrices hermiticas resulta que c;bj también lo es. Luego, pre-

multiplicando ¢ b}, = bycj, por cj, se tiene
21 % * * * *
[exll2by = ciexby, = cpbicy,

C*bk
tomando ¢ ;= &
y erl

€ C (puesto que ¢ # 0), se obtiene
b; = dc;. (4.9)

Usando de nuevo que c;bj es hermitica se deduce que dci.c; = dcic; de donde se llega a
que 6 € R pues ¢ # 0.
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Por otro lado, utilizando (4.8), (4.4) y (4.5),

[Ak—l ak] = A
= (A AD)A,
_ (Ak_lALlJrcka)[Ak—l a’“}

= (Ak,lAL_l + Cka)Ak,l (AkflAL_l + ckb,*;)ak i|
= [ A AL Ay +ebidc . A AL+ eibay |

= | Apor+cepbpAr Apidi + (brag)cy }

= i Ap_1+ CkaAk_l (ak — Ck) + (b’,;ak)ck }

e igualando bloques se llega a A1 = Ax_1 + ckbiAr_1 y ap = (ax — ¢x) + (bjag)ci 0

equivalentemente (usando que c; # 0) a las expresiones

Ckb;;Ak,1 =0

Teniendo en cuenta que d;, = ALlak y recordando que Ak_lALl es el proyector ortogonal
sobre R(Aj_1) paralelamente a N(Aj_,) se tiene

c, = ap— Ap_1dy
= a;— Ak,lAz_lak
= (I = A1 Al )ay
= (I = Pra_p))as
= Py

kil)ak.

Luego, llamando P := Py4; ), y observando que P? = P = P* de (4.10) y (4.9) se
consigue
1 = bra
= dcray
= Jday P ay
= Jda; P Pay
= d0cick

= Olexll3,
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de donde § = 1 y asi

llexl

NN

1
b =dct = — ¢ =c|
k k ”ckH% k k>

donde el ultimo paso resulta de aplicar el Ejercicio 2.3. La expresién encontrada para bj
coincide con la indicada en (4.6).

Caso 2: ¢, = 0.
De ¢, = ap — Ap_1d; se tiene que a;, = Aj_1dy € R(Ay_1) y por tanto

R(A,) = R ([ Aey ag D — R(Ap1).

De aqui se deduce que

N(A}) = R(Ap)" = R(Ap—1) " = N(A; ).

B
Ademas, N(Al) C N(b:). En efecto, si z € N(AL) = N [bf ]) entonces 0 =
k

By
bj,

Bkl’
bz

, de donde bjz = 0y asi x € N(bj).

En relacién al proyector ortogonal Ak_lALl se cumple que
N(Ae-1A]_y) = N(AL) = N(Af_) = N(47) = N(4]) € N(by).

Por el Ejercicio 4.1,
biAr 1Al | = bk

Ahora se calculard Al Ay recordando (4.4) y denotando o := bjay:

r T
AJ;LAk = Apo1 ag ] [ A1 ag }
Al —d;b:
L by
_ AL_lAkfl — dkb;;Ak,1 Az_lak — dkb};ak
bZAkfl bzak

_ [ AL_IAk,l — dkb;;Ak,1 (1 — Oé)dk
bZAk,1 « .

]

Como la matriz Al A, es hermitica, debe ser v € Ry biA,_; = (1 — a)d}, con lo que

b; =biA, Al = (1 —a)d;Al_|. (4.11)
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Postmultiplicando la dltima igualdad por a; resulta:
a=bja, = (1 —a)d;Al_ a, = (1 —a)did,.

Despejando se llega a

1
l-a=—"—
“T1rdad,
pues djd; > 0. Sustituyendo en (4.11) finalmente se tiene que:
1
bj, = ———d; Al
Pl 4did, MY

que coincide con (4.6).

Se ilustrard el uso de este método mediante un ejemplo.

Ejemplo 4.3. Aplicar el método de Greville para encontrar la inversa de Moore-Penrose de la

matriz:
1 -1 0
A=10 10
1 2 0

En primer lugar se particiona A segtin sus columnas como

—110
A=o] 1]o|=]aaa ]|
210
y se consideran las submatrices
-1 1 -1 0
A = 01|, Ay = 0 1 y A= Ag = 0 1
1 1 2 1

» k=2 Se calcula AI mediante la inversa de Moore-Penrose de un vector:

A{:%[1 0 1}

y ahora

d2 = A{ag =
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y
3
—1 e 3
CQZaQ—AldQZ 1 —5 0 = 1
2 1 3

Al ser cy # 0, debe ser

=l
=l
|

* T 3 3 | 3
S IERR N

1
T * .
s-ams=lno1]--& & #]=[# & #]

Luego,
; 7o _1 4
_ 11 11 11
4; = _3 2 3
11 1 11

ij:g

0
d3:A£a3:[O]
y

0
cz=az3—Axds =] 0
0

Al ser c3 = 0, debe ser
by = (1+dyds) 'zl = [0 0 0],

Al — dsbi = Al

Luego,
7 _1 4
T , 11 1 11
_ _ 3 2 3
Al=A3=| -3 77 11
0 0 0

Ejercicio 4.2. Encontrar la inversa de Moore-Penrose de las siguientes matrices:

(2) B =

o O = O
S O = o=
o O O O
o = O O
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1 -1 01
b) C' = ,
(b) [0 1 0 2
(1 —i
(c) D=0 0 [,
| i 2
12 -1
(d) E = 00 2],
12 1
(111
e) F'= ,
(¢) 1 11
a partir de:

(1) el método basado en la pseudoinversa,
(1) la descomposicion en valores singulares,
(111) el método basado en el algoritmo de Gauss-Jordan,

(1v) el método de Greville.
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Capitulo 5

Ampliacion de la clase de matrices
normales

Se ha visto la importancia de los proyectores AATy ATA a la hora de trabajar con la inversa de
Moore-Penrose. Si bien el primero proyecta ortogonalmente sobre R(A) y el segundo sobre R(A*),
cabe la posibilidad de que dichos operadores de proyeccién coincidan para algunas matrices. En la
primera parte de esta seccion se estudian dichas matrices y se las llamara EP teniendo en cuenta
las iniciales de su nombre en inglés: “Equal Projectors’. Se observa que es condicidn necesaria
para que A sea EP que se trate de una matriz cuadrada.

Por otro lado, en el Teorema 2.1 se ha probado que, dada una aplicacién lineal T': C* — C™
tal que rg(7") = r, la aplicacién lineal Tjg(r+) proporciona un isomorfismo entre los espacios
vectoriales R(T™) y R(T"). Recordando que si un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos
tiene dimensién s > 0 entonces es isomorfo a C*, es posible asegurar que siempre se cumple

R(T*) ~R(T) ~C", (5.1)

independientemente del valor de los nliimeros naturales n y m. En relacién a los ntcleos de Ty

T* es posible establecer que:

= si m # n entonces los subespacios N(7") y N(7™) no son isomorfos (pues dim(N(7T™*)) =
m —rg(T*) =m —rg(T) = m —n+ dim(N(7"))),

® Si m = n entonces

N(T) ~ N(T*) ~ C". (5.2)

En el caso en que m = n, jes posible que los isomorfismos R(T*) ~ R(T") y N(T') ~ N(T*)
de (5.1) y (5.2) se transformen en igualdades de subespacios? La respuesta es afirmativa y tiene

relacidn con la clase de matrices EP.

55
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5.1. Matrices EP

Definicion 5.1. Sea A € C™*". Se dice que A es una matriz EP si AAT = ATA.

Ejemplo 5.1. Toda matriz invertible es EP. La matriz nula también es EP.

Ejemplo 5.2. Se consideran las matrices

1 -1 0 1 —
A=10 0 y B =
0 0

A partir de las inversas de Moore-Penrose de A y B es posible comprobar que A no es EP y B si
lo es.

5.1.1. Caracterizaciones de matrices EP

La siguiente caracterizacién permitird comprender mejor la estructura de este tipo especial de
matrices.

Teorema 5.1. Sea A € C'*" con r > 0. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es EP,

(b) R(A) = R(A),

(c) N(4) = N(47),

(d) C" = R(A) &+ N(A),

(e) Existen una matriz invertible C' € C™*" y una matriz unitaria U € C™*" tales que

¢ O
O O

A=U U, (5.3)

Demostracién. (a) = (b) Si AAT = ATA entonces Pr(ay = Pra+). Luego,
reRA) <= Prar=2 <= Pyuyr=1r <= xcRA).

(b) < (c) Es evidente del Teorema 1.4 y usando la propiedad (S+)* = S para todo
subespacio vectorial S.

(b) = (d) Es inmediato del Teorema 1.5.

(d) = (e) Se fijan dos bases ortonormales {uy,...,u,} y {t,41,...,u,} de los subespacios
R(A) y N(A), respectivamente (observar que rg(A) =7 > 0) y se llama B a la unién de ambas
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bases, que proporciona una base ortonormal de C™ por tratarse, por hipétesis, de una suma directa
ortogonal. Se colocan ordenadamente los vectores de B en una matriz U = [ Uy U, } que es
unitaria.

Ahora se analiza cémo actia la matriz A sobre los elementos de la base B. En primer lugar
se tiene que Au; € R(A) para 1 < i < ry, por tanto, se pueden escribir como combinacién
lineal de los vectores de {uq,...,u,}, es decir, existe C' € C™" tal que AU; = U,C. Es claro
que C' contiene los escalares que resultan de escribir los vectores Au; € R(A) para 1 < i < r
como combinacién lineal de los vectores de la base {u1, ..., u,}. En segundo lugar, Au; = 0 para
r+1<i<ny, portanto, AU; = O. Entonces,

¢ O
O O

¢ O
O O

A=Alvn G| = Av v |=|ve o= G —-U

Como U es invertible, se observa que rg(C) = rg(A) = r con lo que C € C*".
(e) = (a) A partir de (5.3) se considera la matriz

ct o
O O

B:=U U*.

Multiplicando por bloques es facil probar que se cumplen las cuatro propiedades de la Definicién
de Penrose con lo cual, de la unicidad se tiene que B = Af. Ahora, de nuevo multiplicando por
I. O
O O

bloques es facil ver que AAT = U U* = AtA. n

Ejemplo 5.3. Se consideran las matrices A y B del Ejemplo 5.2. Ahora es inmediato comprobar

que A no es EP y B si lo es a partir de la caracterizacion del apartado (b).

Ejercicio 5.1. Confrontar los apartados (b), (c) y (d) del Teorema 5.1 en el diagrama dibujado

en el Ejercicio 2.1.

Nota 5.1. Todo proyector ortogonal A € C"™ " satisface A> = A = A*. De la igualdad A* = A

se cumple la condicion
C" = R(A) @ [R(A)F = R(A) &+ N(A)

del Teorema 5.1 y, por tanto, A es una matriz EP.
Sin embargo, la condicién C* = R(A) @&+ N(A) no implica que A sea un proyector ortogonal,

2 0
ni siquiera implica que sea un proyector. Basta verlo con A = 00l Es facil probar que si A

es EP y A*> = A entonces A es un proyector ortogonal (ejercicio).
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5.2. Extension de la clase de matrices normales

Ahora se considera el siguiente problema.

PROBLEMA: ; Cuél es la clase de matrices mas amplia para la cual

RAT)=R(A) y  N(A") =N(A) (5.4)

se cumplen?

De nuevo, una primera observacién es que las matrices de dicha clase deben ser cuadradas.
Si A € C™™ es hermitica entonces claramente las relaciones (5.4) se satisfacen. Las matrices

normales también las cumplen como se demuestra a continuacion.

‘ Teorema 5.2. Sea A € C"*". 5/ A es normal entonces A es EP.

Demostracion. Si A es normal entonces AA* = A*A. Aplicando el Teorema 1.6 se tiene que
R(A) = R(AA*) = R(A*A) = R(A*). Por el Teorema 5.1 se tiene que A es EP. O

Nota 5.2. La reciproca no es cierta como se puede comprobar con la matriz
1 4
A= ,
01

Ahora, json las EP todas las matrices que cumplen estas propiedades?

que es EP y no es normal.

La respuesta al problema es afirmativa y se encuentra en el Teorema 5.1 que, no sélo caracteriza
las matrices EP sino que, ademds, prueba que la clase de las matrices EP es la mas grande que
satisface las relaciones R(A*) = R(A) y N(A*) = N(A). Dicho teorema prueba también que con

que se cumpla una de las dos condiciones, la otra se deduce inmediatamente.

5.3. Matrices bi-dagger

En esta seccion se presentara otra extension de la clase de matrices normales.

Para ello, primero se observa que, para toda matriz invertible A € C™"*", es valida la propiedad
(A%)™t = (A7), para todo s € Z.

Sin embargo, la igualdad (A42)" = (A)2 no siempre se cumple. Esto (ltimo se puede constatar

11
00|’

facilmente con la matriz

A=
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cuya inversa de Moore-Penrose es

DN | —

10
10|
En este caso se comprueba que

ot 1|10 111 0] _ 9
=3[9 e2[ 1]
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Definicién 5.2. Sea A € C"*". Se dice que A es una matriz bi-dagger si (A?)T = (AT)2.

Ejercicio 5.2. Comprobar que las matrices

1 1
B = ] y C =

01

0 1
0 0
son bi-dagger.

Con relacién a las matrices EP se cumple el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sea A € C"*". Si A es EP entonces A es bi-dagger.

Demostracion. Si A es EP entonces existen una matriz invertible C' € C"™*" y una matriz unitaria

U e C™™" tales que

A=U ¢ o U-.
O O
Es facil ver que
2 i f -2
(A% = (U % g U*> =U CO g U*
Por otro lado, ,
-1 -2
(AN = (U S e A R e
O O O O

La conclusidn es inmediata.

Nota 5.3. La reciproca no es cierta como se puede comprobar con la matriz

A=

o O =
o O O
S = O

que es bi-dagger y no es EP.
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De esta forma, la clase de matrices bi-dagger proporciona una extensién de las clases de
matrices conocidas, mas amplia aun que la de las matrices EP.

Ejercicio 5.3. Representar, mediante un diagrama de Venn, las clases de matrices:
(a) hermiticas,

(b) anti-hermiticas (es decir, aquellas matrices A € C" tales que A* = —A),

(c) invertibles,

(d) unitarias,

(e) normales,

(f) EP,

(g) bi-dagger,

ordenadas segtin la inclusion de conjuntos.



Capitulo 6
El orden parcial estrella

En esta seccion se estudia un orden parcial definido sobre el conjunto de las matrices rectan-
gulares complejas de tamafo m x n. La inversa de Moore-Penrose jugard un papel importante a

la hora de su caracterizacion.

6.1. Definicion

Se comienza mediante la siguiente definicién.

Definicion 6.1. Sean A, B € C™*". Se define la relacién binaria

A<'B = A*"A=A"B y AA* = BA".

Ejemplo 6.1. Es facil comprobar que A <* B para las matrices

110 110
A=10 00 y B=110 00
000 0 0 2

pero la relacion A <* B; no se cumple para

Blz

o O =
o O =
N O W

Lema 6.1. Sean A, B € C"™*". §5i A <* B entonces UAV <* UBV para todo par de

matrices unitarias U € C™*™ y V € C™*".

Demostracion. Comprobarlo como ejercicio. O]
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Ejemplo 6.2. Si las matrices diagonales
D, = diag(ay,...,a,) € C*" y Dy =diag(fy,...,[,) € C™*"
cumplen D1 <* D, entonces se tiene que:
(a) Si a; # 0 para algin i entonces f3; = «;.
(b) Si 5; =0 para algiin i entonces a; = 0,

Por tanto, si D, tiene todos sus elementos no nulos en las primeras posiciones diagonales y
D, tiene todos sus elementos nulos en las dltimas posiciones diagonales entonces Dy y Do tienen

la siguiente forma:
Dl :dla‘g(D?nO?O) y D2 :dia‘g(D37D470)7

donde D3 y D, son matrices diagonales con elementos no nulos en sus diagonales.
Si Dy y Dy tuviesen sus elementos diagonales ordenados arbitrariamente, es posible hallar una

matriz de permutacion P € R™"™ de modo que, aplicando el Lema 6.1,

D, = Pdiag(Ds,0,0)P* y Dy = Pdiag(Ds, Dy, O)P*.

6.2. Caracterizaciones

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones para la relacién binaria <*. En parte de

la demostracién se utiliza la siguiente propiedad:
AB =20 — R(B) CN(A),

para cualquier par de matrices A € C"*" y B € C"*P,

Teorema 6.1. Sean A, B € C"™*". Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A<* B,

(b) ATA= ATB y AAT = BAT,

(c) R(A) LR(B—A) y R(A") LR((B—A)"),

(d) Existen matrices unitarias U € C"™*™ y V € C™*™ tales que

D, O O D, O O
A=U| O O O |V y B=U| O Dy, O |V,
O O O o O O

donde D, € R**® y D,,_, € RO-0x(=2) son matrices diagonales definidas positivas.
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Demostracion. (a) <= (b) Se cumple que A*A = A*B y AA* = BA* siy sdlo si
A(B—A)=0 y (B—A)A* =0.

Aplicando el Lema 2.2 se tiene que

A(B—A)=0 <= R(B-A) CNA)=NA) <« A(B-A) =0

(B-AA*"=0 <<= RAN=RA)CNB-A) <+ (B-AA =0.

Por lo tanto, A*A = A*B y AA* = BA* es equivalente a ATA = ATBy AAT = BAT.

(a) <= (c) Se deduce de la propiedad M*N = O <= R(M) L R(N) .

(a) = (d) Si A*A = A*By AA* = BA* es claro que A*B y BA* son matrices hermiticas
y definidas no negativas. Por el Teorema A.2.2 del Apéndice A.2, existen matrices unitarias U; €
Cmxm y Vi e C™*™ tales que

A= UlDl‘/l Yy B = U1D2‘/1

donde Dy y D5 son matrices diagonales con elementos no negativos en la diagonal (es decir, D; y
D, sélo tienen elementos no nulos en algunas de sus posiciones (7, 7) aunque no son necesariamente
matrices cuadradas). Por la hipétesis y del Lema 6.1, D; <* D,. Ahora, utilizando adecuadamente
el Ejemplo 6.2 y escribiendo con detalle los tamafios de las matrices es posible demostrar (ejercicio)
que existen dos matrices unitarias U € C™*™ y V € C™*" tales que

A=UD3V y B =UD,V,

con Dy = diag(D,,0,0) y Dy = diag(Dq, Dy—q, 0) donde D, € R y D,_, € Rb=a)xba),
son matrices diagonales definidas positivas, lo que demuestra (d).

(d) = (a) Es una sencilla comprobacién. O

Ejemplo 6.3. Es claro que las matrices

2.0 0 0 2000
A=1000 0 y B=|0100
0000 0000

cumplen que A <* B por el apartado (d) del Teorema 6.1.
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Ejemplo 6.4. Para las matrices

2000 2100
A=100 0 0 y B=|0100
0000 0000

es claro que no cumple la relacion A <* B. Basta comprobar el apartado (b) del Teorema 6.1

observando que

S O O i
o O O O
o O O O

6.3. La relacion binaria es un orden parcial

Teorema 6.2. La relacion binaria <* define un orden parcial sobre C™*".

Demostracion. La reflexividad es evidente.

Si A, B € C™*"™ son tales que A <* By B <* A, entonces en particular se cumplen
A*A = A'B, B*B = B*A.
Luego,
(A-—B)(A—B)=A"A—-—A"B— B*"A+ B*B=0.

De aqui, A = B, lo que se prueba la antisimetria.
Sean A, B € C™ " tales que A <* By B <* (. Por el Teorema 6.1 se tiene que existen
matrices unitarias U € C™*™ y V' € C™*" tales que

D, O O D, O O
A=U| O O O |V y B=U| O Dy, OV,
O O O O O O

con D,y Dy, matrices diagonales definidas positivas (y, por tanto, invertibles). Sea

Cii Cip Cis
C=U 021 022 C23 V7
Cs1 Czp Csg

particionada de modo que los productos implicados puedan realizarse. Usando que B <* C, y

realizando las multiplicaciones de la definicidn, se llega a
D, O O
C=U| O Dy, O |V
O O Cs3
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Ahora es facil comprobar por definiciéon que A <* C'. Por lo tanto, la relaciéon <* es transitiva. [

El orden parcial definido sobre C™*" por la relacién binaria <* se denomina orden parcial
estrella. Del Teorema 6.2 y de los apartados (a) y (b) del Teorema 6.1 queda clara la relacién

entre el nombre del orden parcial en relacidn a la inversa generalizada de Moore-Penrose utilizada.

Ejercicio 6.1. Dadas las familias de matrices

A:

O = =

2
0
1

o O O
<
w
|

S )

L O w

S =X

en funcion de los parametros x,y, z,t,u,v € C, se pide:
(a) Calcular A* y AT,
(b) Determinar los valores de los parametros para los cuales A <* B utilizando:

(1) la definicion de orden parcial estrella,

(11) el apartado (b) del Teorema 6.1,

(c) Para la matriz B hallada en el apartado anterior, comprobar que se cumplen las relaciones:
R(A) L R(B— A) y R(A*) L R((B - A)"),
(d) Encontrar matrices U, V', D, y Dy, en las condiciones del apartado (d) del Teorema 6.1 para

la matriz B hallada en el apartado (b),

(e) Encontrar, si es posible, una matriz C' € C**3 que cumpla:
(1) A<*C,
(11) que C' sea distinta de todas las matrices B encontradas en el apartado (b),

(1) C' una matriz invertible.

(f) ¢ Cuantas matrices C se podrian obtener en las condiciones del apartado (e)?
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Capitulo 7

Algunos aspectos cronolégicos y
aplicaciones de las inversas generalizadas

A continuacion se presenta una breve cronologia de la aparicion de algunas inversas generali-
zadas cldsicas, algunas aplicaciones y otras mds recientes.

El concepto de inversa generalizada fue mencionado por primera vez en 1903 por Fredholm
[13] quien formulé una pseudoinversa para un operador integral lineal que no es invertible en el
sentido ordinario. Un afio después, Hilbert [17] abordo el estudio de inversas generalizadas de
operadores diferenciales. Recién en 1920, Moore [28] sefialé la existencia de una matriz, tnica,
que actia como la inversa de una matriz (no invertible) dada y la denomind reciproca general. Sin
embargo, su definicion no tuvo notoriedad en la comunidad cientifica debido, fundamentalmente,
a la engorrosa notacion empleada. La definicion dada por Moore fue realizada desde un punto de
vista funcional o geométrico mediante dos proyectores. El objetivo que se habia propuesto Moore

en el estudio de la inversa reciproca lo describe Ben-Israel en [3] del siguiente modo:

“The effectiveness of the reciprocal of a nonsingular finite matrix in the study of pro-
perties of such matrices makes it desirable to define if possible an analogous matrix
to be associated with each finite matrix A even if A is not square or, if square, is not

necessarily nonsingular.”

En su trabajo, Moore demostré lo siguiente:

Teorema 7.1. Sea A € C"™*™ y b € R(A). Entonces la solucion general del sistema Ax = b
es
Ao+ {y : y L R(A")}.

pero no abordo el caso de sistemas lineales incompatibles, hecho que si estudio posteriormente
Penrose. En realidad, el gran objetivo de Moore fue encontrar una ambiciosa unificacion que
Ben-Israel describe como [3]:
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“The existence of analogies between central features of various theories implies the exis-
tence of a more fundamental general theory embracing the special theories as particular

instances and unifying them as to those central features.”

En 1955, Penrose [32] publicé sus resultados partiendo de una definicion mds bien algebraica
pero, sin embargo, equivalente a la dada por Moore, como se probo en el Teorema 2.2. Desde
entonces, esta inversa (inica) es cominmente conocida como la inversa de Moore-Penrose. Es
interesante remarcar que el trabajo de Penrose fue independiente del de Moore.

Tres afios después de la aparicion del trabajo de Penrose, Drazin [10] introdujo una nueva
inversa generalizada en el contexto de anillos abstractos y, en particular, para matrices cuadradas,
que llamé la atencion a la comunidad matematica por sus interesantes propiedades espectrales. Si
A € C™" tiene indice k (es decir, k es el menor entero no negativo tal que rg(A*) = rg(AF+1)),
la inversa de Drazin se define como la tinica matriz AP € C"™™ que satisface las tres ecuaciones

matriciales
(1’“) AR AP — Ak, (2) AP AAP = AD, (5) AAP = AP A,

Cuando k = 1, la inversa de Drazin de A se llama inversa de grupo de A y se denota por A* . Por
lo tanto, la inversa de grupo es un caso especial de la inversa de Drazin. Sin embargo, la inversa
de grupo es utilizada en muchas aplicaciones interesantes y es por eso que se la considera como
una entidad con importancia intrinseca. Por mencionar alguna de ellas se cita el trabajo de C.D.
Meyer titulado The role of the group generalized inverse in the theory of finite Markov chains
(véase la cita [1282] de [4]), donde hizo una importante contribucion a la teoria de las inversas
generalizadas mostrando la aplicacion de la inversa de grupo a las cadenas de Markov.

Las inversas generalizadas cubren un amplio rango de areas dentro de las Matematicas: Teoria
de matrices, teoria de operadores, C*-adlgebras, anillos, etc. Los estudios mas recientes se centran
en: calculo numeérico, leyes del orden inverso, teoria de perturbacion, ordenes parciales matriciales,
etc. Numerosas aplicaciones incluyen areas tales como: Estadistica, ecuaciones diferenciales, anali-
sis numérico, cadenas de Markov, criptografia, teoria de control, teoria de codigos, recuperacion
de datos y robdtica, por mencionar sélo algunas.

Muchas propiedades y aplicaciones fueron desarrolladas a partir de la inversa de Moore-
Penrose, la inversa de grupo y la inversa de Drazin. Mas especificamente, la inversa de Moore-
Penrose juega un papel determinante en la resolucion aproximada de sistemas de ecuaciones
lineales por el método de minimos cuadrados (véase la seccion 3) y en el andlisis de problemas
de control dptimo. Las {1}-inversas generalizadas de una matriz A € C"™*" dada, son aquellas
matrices X € C™™ que cumplen la condicion AX A = A de Penrose. Estas inversas, introduci-
das por Rao [37], permiten encontrar todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales y

proporcionar una representacion de las mismas. Por otra parte, la inversa de grupo se aplica, entre
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otras cosas, para encontrar el estado estacionario en la teoria de cadenas de Markov [6, 19], y
la inversa de Drazin permite resolver ecuaciones diferenciales (y en diferencias) matriciales cuyos
coeficientes sean matrices singulares. Todas estas inversas generalizadas son casos especiales de
la {2}-inversa generalizada (cumplen que X AX = X ) cuyos espacio imagen y espacio nulo son
prescritos [7, 38, 41]. Una amplia repercusion debido a su aplicacion en la resolucion de algunos
sistemas lineales con restricciones que surgen en la teoria de redes eléctricas tuvo la conocida
como inversa generalizada de Bott-Duffin.

En la dltima década han aparecido nuevas inversas generalizadas. La primera de ellas fue
introducida en el afio 2010 por Baksalary y Trenkler [1]. Para una matriz A € C"*™, la inversa
core se define como la tinica matriz A® € C"*" que verifica las condiciones AA® = Preay y
R(AB) C R(A). Sin embargo, esta nueva inversa se limita a matrices cuadradas de indice a lo
sumo 1. Esta limitacion condujo a que muchos autores intentaran extenderla a matrices de indice
arbitrario. La primera de ellas fue introducida en el ano 2014 por Baksalary y Trenkler, se define
como A® = (A2AN)T y se la suele citar como la inversa BT de A [2]. En el mismo afio, Prasad y
Mohana consideraron otra definicion alternativa y la llamaron inversa core-EP. La inversa core-EP
de A se define como AD = AF((A*)k AF+1)T(A*)* [34]. Paralelamente, Malik y Thome definieron,
mediante la expresion APt = AP AAY, la llamada inversa DMP y mediante A"P = AP AAT,
la llamada inversa DMP dual de A [22], también definidas para matrices cuadradas de indice
arbitrario. Todas estas inversas existen para toda matriz dada, son tnicas y cada una de ellas esta
caracterizada por un determinado grupo de ecuaciones matriciales. Posteriormente, la conocida
como inversa CMP de A fue definida por Mehdipour y Salemi en 2017 para matrices cuadradas
de indice arbitrario como AYT = ATAAP AAT [24].

Muchos trabajos de investigacion han surgido a partir de estas inversas incluyendo sus exten-
siones a conjuntos mds generales como algebra de operadores y anillos abstractos [21, 29, 30, 31,
35, 42, 43].

Por otro lado, el interés por los érdenes parciales matriciales y los preérdenes matriciales se
han desarrollado paralelamente a los avances de la teoria de inversas generalizadas y éstos han
sido estudiados por numerosos autores. Utilizando la inversa de Moore-Penrose, Drazin introdujo
el orden parcial estrella en 1978 en [11]. Debilitando las condiciones de Drazin, el orden parcial
menos, introducido por Hartwig en 1980 en [16] mediante {1}-inversas generalizadas, permite
analizar la propiedad conocida como substractivity rank, por la que el rango de la diferencia de
dos matrices es la diferencia de sus rangos. Otro orden parcial matricial, introducido por S.K.
Mitra en 1987 en [26], es el orden sharp sobre el conjunto de matrices de indice a lo sumo 1 a
partir de la inversa de grupo. Todos ellos corresponden a drdenes parciales matriciales conocidos
como G-based (es decir, basados en una inversa generalizada) presentan una definicion semejante
a:

A<'B = A'"A=A'B y AA"=BA’,



70 CAPITULO 7. ASPECTOS CRONOLOGICOS Y APLICACIONES

donde <” indica alguno de los drdenes parciales mencionados y A’ la correspondiente inversa
generalizada. Al intentar utilizar la misma idea con la inversa de Drazin, se obtuvo el pre-orden
Drazin. Por otra parte, Malik, Rueda y Thome [23] analizaron en profundidad el orden parcial core,
introducido por O.M. Baksalary y G. Trenkler en [1]. Otro orden parcial fue definido y estudiado
recientemente por Guterman, Herrero y Thome [14] y esta basado en una descomposicion matricial
espectralmente ortogonal; este orden no es del tipo G-based. Sobre un orden parcial matricial
definido, por Hernandez, Lattanzi y Thome en 2014, a partir de la inversa de Drazin ponderada
se puede consultar [15]. Mosi¢, Djordjevié, Wei y Patricio han realizado numerosas aportaciones
a la literatura donde tratan las extensiones a espacios de Hilbert, espacios de Banach y anillos
de resultados obtenidos previamente sobre el anillo de las matrices [20, 31, 36]. El caso de los
ordenes parciales para las inversas generalizadas cldsicas son tratados con detalle en el libro
de Mitra, Bhimasankaram y Malik [27]. Otra relacion binaria en la teoria de Jrdenes parciales
matriciales estudiada recientemente es el preorden core-EP introducido en [39] para matrices
cuadradas y luego extendido a operadores lineales acotados sobre espacios de Hilbert en [29].
Para indicar un dltimo orden parcial, se mencionard el orden parcial G-Drazin introducido en [40]
en 2016 y luego generalizado a matrices rectangulares y a operadores en [8] y [30], en 2018 y
2019, respectivamente.

Estas notas finalizan con el siguiente comentario. Adi Ben-Israel en su libro [4, pag. 282]
responde a la siguiente pregunta:

/ Qué es lo mas importante que se puede hacer con las inversas generalizadas que no
se podria hacer sin ellas?

Tras su dilatada carrera en el tema respondié que, probablemente, es el cdlculo del proyector
Psnw sobre una interseccion de subespacios S y W de un espacio vectorial V' en términos de los

proyectores sobre cada subespacio Ps y Py . Esta dado por la siguiente formula:
Psaw = 2Ps(Ps + Pw)' Py = 2Py (Ps + Py)! Ps.

Una demostracion se puede ver en (el Manual de Soluciones de) [25].
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Apéndices

A.1. Diagonalizacidn simultanea

Es conocido que toda matriz A € C"*™ (cuadrada) es unitariamente diagonalizable, es

decir existe una matriz unitaria U € C"*" y una matriz diagonal D € C™*" tales que
A=UDU".

El siguiente resultado proporciona una condicion necesaria y suficiente para que dos matrices

normales, que es conocido que son unitariamente diagonalizables, lo sean de forma simultanea.

Teorema A.1.1. Sean A, B € C"*" dos matrices normales. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) Existen una matriz unitaria U € C"*™ y dos matrices diagonales D 4, Dp € C™*" tales
que
A=UDJU* y  B=UDgU",

(b) AB* = B*A.

Demostracion. (a) = (b) Reemplazando A y B por las expresiones de la hipdtesis se tiene que:
AB* = (UD,U)UDU")* = UD4D3U* = UD%4D4U* = (UDpU*)*(UD4U") = B*A.
(b) = (a) Como AA* = A*A, existe una matriz unitaria U; € C"*" tal que

Mls O

A=U;
O D

*
U/,

con \; € 0(A) — (D) y D € C"=*(=%) yna matriz diagonal.
Se particiona
W X

B:U1
Y 7

*
Ul’
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con W e C*¢y Z € C»=9)x(n=3)_Por hipbtesis AB* = B*A, luego se tiene

M, O wrYys | | Wy M, O
O D X z¢ | | x* z O D
lo que equivale a
MW MY || MW YD
DX* Dz* | | \X* Z*D |’

es decir
() MY"=Y"D, (2) DX = M X" y (3) DZ* = Z*D.

De (2) y teniendo en cuenta que A\; ¢ o(D) debe ser X = O. De manera similar, de (1) y puesto
que A\; ¢ o(D) debe ser Y = O. Luego,

W O
B=U; Uy,

(OA

con DZ* = Z*D.
Como B es normal, se tiene que
W O
Bl = UfBUl =

o Z

también lo es y, en consecuencia, W'y Z también son matrices normales. Por lo tanto, W'y Z son
unitariamente diagonalizables, es decir existen matrices unitarias Q € C**°y T € C(r=3)x(n=s) y
matrices diagonales Dy, € C** y D, € C9)*(»=9) tales que

Entonces
Dw@Q* O ol bw o o
B-U, QDwQ U = U, Q w Q U
O TD,T* o T O Dy, O T
Denotando
R:=U, @ 0
O T
se tiene que
D
B=r|Pv 9 g
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Yy
[ ML
A = p | MO U

O D

o leollemnme o Qo] .

= Ul Ul
O T ) T*DT O T

_ g MO .
O T*DT

Ahora Ay := T*DT y By := Dy son matrices normales de tamafio (n — s) X (n — s) que
cumplen la relacién Ay By = B3 Ay pues DZ* = Z*D (ejercicio). De este modo, el problema
se ha deflacionado, es decir se ha reducido a uno similar de tamafio menor. Tras realizar un

razonamiento similar para todos los valores propios de A se obtiene el resultado. O

Se observa que las matrices diagonales D 5, Dg € C™*™ del Teorema A.1.1 no tienen restriccion
alguna.

El siguiente resultado proporciona una condicion necesaria y suficiente para que dos matrices
hermiticas, lo sean de forma simultanea. Claramente, es un caso particular del Teorema A.1.1.

Teorema A.1.2. Sean A, B € C™*" dos matrices hermiticas. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) Existen una matriz unitaria U € C"*" y dos matrices diagonales D4, Dg € R™ ™ tales
que
14:[]1314(]>|< y B:UDBU*,

(b) AB = BA.

Ahora se observa que las matrices diagonales D o, Dg € R™*" del Teorema A.1.2 deben ser a

coeficientes reales.

A.2. Descomposicion en valores singulares simultanea

Es conocido que toda matriz rectangular A € C™", con r > 0, admite (siempre) una
descomposicion en valores singulares, es decir existen dos matrices unitarias U € C™*™ y
V e C™*" tales que

A=UDV*

con D € R™*™ una matriz diagonal (rectangular), donde los primeros r elementos de su diagonal

son positivos.
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El siguiente resultado proporciona una condicion necesaria y suficiente para que un par de ma-
trices rectangulares admitan una descomposicion similar a la descomposcion en valores singulares
de forma simultanea (a falta de la no negatividad de los elementos de ambas matrices diagonales).
Es decir, permite realizar una transformacion de ejes principales de forma simultanea a un par de
matrices no necesariamente hermiticas ni tan siquiera cuadradas.

Teorema A.2.1. Sean A, B € C™*". Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Existen dos matrices unitarias U € C™*™ y V' € C"*" tales que
AZUDAV* y BZUDBV*,

donde D 4, D € R™*"™ son matrices diagonales (rectangulares) y D 4 tiene elementos no
negativos en su diagonal.

(b) AB* y B*A son hermiticas.

Demostracion. (a) = (b) Reemplazando las expresiones de A y B por las de la hipdtesis se
tiene que:

AB* = (UDAV*)(UDgV*)* = (UD4V*)(VD4U*) = UDsDLU*

que es hermitica puesto (AB*)* = U(DaD3)*U* y DoD3 lo es (ejercicio). De forma semejante
se demuestra que B* A es hermitica. Se observa que AB* € C"™*™, B*A € C™*", DyDj € C™*™
y DD, € Cn,

(b) = (a) Se considera una descomposicién en valores singulares de A, es decir,

D O

UrAV, =
L O O

con Uy € C™*™ y Vi € C™*™ unitarias y D € R™" una matriz diagonal definida positiva.

Sea
G K

UiBVi=1 | y

una particién acorde a los tamafos de los bloques de U AV;. Ahora, puesto que

DG* DL

AB* - U1
) @)

Uy

es hermitica, se tiene que DG* es hermitica y L = O pues D es invertible.

Andlogamente, usando que B*A es hermitica, se llega a que G*D es hermiticay K = O.



A.2. DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES SIMULTANEA 79
Sean G = [g]; j=1 y D = diag(dy, ..., d,). Usando que DG* es hermitica se obtiene
digji = djGij- (1)
Del hecho que G*D es hermitica se llega a
d;g5; = d;gij.

(Comprobar los calculos anteriores como ejercicio). Operando se consigue (df —d?)g;; = 0,Vi,

y teniendo en cuenta que d; > 0, Vi se tiene
(dj — di)giy = 0,V4,j. (2)

Sid; =d;(>0), de (1) se llega a Gj; = gi;. Si d; # d;, de (2) se llega a g;; = 0. En ambos casos,
Gji = gij, para todo i, j, con lo cual G es hermitica’.
Por lo tanto, como Gy D son dos matrices hermiticas y, ademas, conmutan (ejercicio), del

Teorema A.1.2 se tiene que existe una matriz unitaria P € C™*" tal que
P*DP = D, y PGP =M,

con Dy y M matrices diagonales con elementos reales en la diagonal.

Realizando una descomposicién en valores singulares a H se llega a
Q*HR=N

con N diagonal con elementos diagonales reales y ) y R unitarias.

Definiendo ahora,

P O P O
Uy = , Vo = , U:=U,U, y V=WV,
O Q O R
se obtiene (ejercicio)
D, O M O
UAV = | =Dy 'y U'BV= —: Dp.
O O O N

O

1Otra forma de demostrar que G es hermitica es mediante una reordenacién los elementos d; de D, de modo
que todos los iguales queden agrupados, es decir D = diag(di1,,,d21r,, ..., dsI;, ) siendo d; # d; para i # j con
ry +7ry + -+ rs =1, particionando la matriz G en bloques de tamafios adecuados y utilizando el mismo truco
usado para obtener la diferencia de cuadrados, se puede probar que G es diagonal por bloques donde cada bloque

diagonal es hermitico, y por tanto unitariamente diagonalizables.
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Por ultimo, el resultado que sigue caracteriza el hecho de que dos matrices del mismo tamano

tengan una descomposicion en valores singulares de forma simultanea.

Teorema A.2.2. Sean A, B € C"™*". Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Existen dos matrices unitarias U € C"™*™ y V € C"*™ tales que
A=UDV* y B =UD,V*,

donde Dy, Dy € R™*™ son matrices diagonales (rectangulares) con elementos no negativos

en sus diagonales.

(b) AB* y B*A son hermiticas y al menos una de ellas es definida no negativa.

Demostracion. (a) = (b) Esta implicacién se prueba con un razonamiento parecido al utilizado
en la demostracién de (a) = (b) del Teorema A.2.1. En realidad, se puede probar no sélo que
AB*y B*A son hermiticas y al menos una de ellas es definida no negativa sino que las dos lo
son.

(b) = (a) Como AB* y A*B son hermiticas, del Teorema A.2.1 se tiene que existen dos
matrices unitarias W € C™*™ y V' € C™*" tales que

A=WDAV* y  B=WDgV*" (3)

con Dy, D € R™*™ matrices diagonales (rectangulares) y D4 con elementos no negativos en la
diagonal. Por ser, por ejemplo, AB* definida no negativa, se tiene que

AB* = WD,V*(WDgV*)* = WD, DEW*

y por tanto D4 D% es hermitica y definida no negativa.
Sean diag(D4) = {a1,...,a,} los elementos de la diagonal de D4 y diag(Dg) = {b1,...,b,}
los elementos de la diagonal de Dpg.

Como a; > 0 para todo i = 1,...,q, se tiene que:
= si a; > 0 entonces b; > 0.
» si a;, = 0 para algtn i, puede ocurrir:

® b, >0,

e b, < 0. En este caso, se debe cambiar la iy-ésima columna w;, de W por —w;, y b;,

por —b;, en Dp.

Luego, se pueden construir nuevas matrices Dg y W satisfaciendo (3) donde Dy tiene sus

elementos diagonales no negativos. O]
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Por dltimo, en el caso del Teorema A.2.2 las matrices diagonales (rectangulares) Dy, Dy €
R™*™ tienen elementos no negativos en sus diagonales, lo que muestra como han ido cambiando

las diagonales desde matrices normales (y hermiticas) a rectangulares (arbitrarias).
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