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Prefacio

La teoria de grupos se encarga del estudio de las estructuras algebraicas
conocidas como grupos. Debido a su definiciéon sencilla y concisa, los grupos
aparecen en casi todas las ramas de las matematicas puras y aplicadas, e in-
cluso en otras ciencias como fisica, quimica, ciencias de materiales y ciencias
computacionales.

Los grupos surgieron en el estudio del matematico francés Evariste Galois
sobre la insolubilidad de ecuaciones polinémicas de grado 5 o superior, al pre-
sentarse como conjuntos de simetrias de las raices de un polinomio. Parte de la
gran trascendencia de los grupos se debe a que capturan perfectamente el con-
cepto de simetria, pensado como la transformacion de un objeto que no modifica
sus propiedades escenciales. Asi pues, podemos pensar en simetrias de objetos
geométricos, de estructuras moleculares, o de espacios multidimensionales. Por
tal motivo, se han convertido en herramientas fundamentales para el estudio de
temas como las simetrias moleculares, la criptografia de llave publica, y la fisica
de particulas.

Este texto es una introduccioén a la teoria de grupos, con énfasis en grupos fi-
nitos, el cual fue elaborado para la clase de Teoria de Grupos de la Licenciatura
en Matemaéticas de la Universidad de Guadalajara. Incluye temas basicos co-
mo la definicién de grupo, subgrupos, clases laterales, el Teorema de Lagrange,
subgrupos normales, grupos cociente, homomorfismos, isomorfismos, automor-
fismos y los Teoremas de Isomorfia. Ademaés, incluye secciones especializadas en
los siguientes tipos de grupos:

1. Grupos ciclicos, donde se examinan los subgrupos de un grupo ciclico y
los homomorfismos entre ellos.

2. Grupos abelianos, donde se enuncia y aplica el Teorema Fundamental de
Grupos Abelianos Finitos;

3. Grupos de permutaciones, donde se definen y estudian las propiedades
bésicas de los grupos simétricos y alternantes.

Finalmente, las altimas secciones presentan temas sobre acciones de grupos, in-
cluyendo las demostraciones del Teorema Orbita-Estabilizador, el Teorema de
Cayley, y el Teorema de Cauchy-Frobenius, y sobre la teoria de Sylow, incluyen-
do las demostraciones del Teorema de Cauchy, los tres Teoremas de Sylow, y el
Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos. El texto también incluye
dos apéndices: el primero cubre los prerrequisitos necesarios de teoria de niime-
ros elemental y relaciones de equivalencia, mientras que el segundo incluye una
lista de sugerencias para que los estudiantes de un curso elaboren un proyecto
final.

Mi sincero agradecimiento a todos los estudiantes de la Universidad de Gua-
dalajara que han tomado mi clase de Teoria de Grupos y que han colaborado
en la revision de este texto; en particular, mi agradecimiento a Yannick Selwyn
Escalera Herndndez, estudiante de la Licenciatura en Fisica, Roman Zuniga
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Macias, Oscar Omar Hernandez e Ismael Romo Alvarado, estudiantes de la Li-
cenciatura en Mateméticas, por su valiosa ayuda en la escritura y revision del
texto.

Termino con algunas aclaraciones breves sobre la notacién usada:

1. El conjunto de los ntimeros naturales, denotado por N, incluye al 0, es
decir, N=1{0,1,2,3,...}.

2. Denotamos por Z y Z4 a los conjuntos de enteros y enteros positivos,
respectivamente.

3. Denotamos por @Q, R y C a los conjuntos de los niimeros racionales, reales
y complejos, respectivamente.
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1.1. Grupos

En esta seccién asumo que el lector estd familiarizado con los temas de
teoria de numeros y relaciones de equivalencia abordados en el Apéndice A, asi
como con los conceptos basicos de logica, teoria de conjuntos y funciones que
usualmente se estudian en los primeros semestres de un programa universitario
de matematicas. Recomiendo el libro [1] para una revision detallada de estos
conceptos.

1.1.1. Operaciones binarias

Definicion 1.1 (operacidn binaria). Sea G un conjunto no vacio. Una opera-
cion binaria de G es una funcion de la forma f: G x G — G.

En general, para verificar que una operaciéon binaria f : Gx G — G estd bien
definida hay que asegurarse que realmente f(a,b) € G para cualquier (a,b) €
G x G. Comtnmente llamamos a esto la propiedad de cerradura de la operacion.

Ejemplo 1.2. Consideremos algunos ejemplos y contraejemplos.

1. Lafuncion + : ZxZ — Z definida como +(n, m) := n+m es una operacion
binaria del conjunto Z llamada la suma usual de numeros enteros.

2. La resta no es una operacioén binaria del conjunto N de niimeros naturales
porque no cumple la propiedad de cerradura (por ejemplo, 3—4 = —1 ¢ N).

3. La funcién med : N x N — N que asigna a cualquier par de ntimeros
naturales su maximo comun divisor es una operaciéon binaria de N.

Una propiedad importante de las funciones es que cada elemento del dominio
tiene una tnica imagen en el codominio. Por lo tanto, para demostrar que una
operacion binaria f : G x G — G esta bien definida, ademas de verificar la
propiedad de cerradura, hay que verificar que si a = o’ y b = b, entonces
f(a,b) = f(a’,V). Comprobar esto es trivial en los ejemplos anteriores, si emb-
argo no es tan obvio cuando los elementos de G son clases de equivalencia que
dependen de un representante.

Ejemplo 1.3 (suma moédulo n). Sea Z,, = {[0],[1],...,[n — 1]} el conjunto de
clases de equivalencia moédulo n € N. Asi, cada [a] € Z,, es una clase de equiva-
lencia de la forma

la] :=={a+kn:keZ}.

Definimos una operacién binaria f : Z,, X Z, — Z,, llamada suma mddulo n,
como

f([a],[B) := [a+b], V]a],[b] € Zn.
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Es obvio que f cumple la propiedad de cerradura, porque [a + b] € Z,. Ahora
demostraremos que si [a] = [a'] y [b] = [V/], entonces f([a], [b]) = f([¢], [P'])-
Sabemos que [a] = [a/] y [b] = [I] si y solo si

a=a +kny b=V +kon,
para algunos ki, ks € Z. Sumando las dos ecuaciones previas, obtenemos
(a+0) = (' +¥) + (k1 + k2)n,
lo que implica que [a +b] = [a’ + V']. Asi, f([a],[8]) = f([a'], [V']).
Notacion 1.4. Normalmente, denotamos con un punto - a una operacién binaria
arbitraria de G, y denotamos como a - b a la imagen del par (a,b) € G x G.

1.1.2. Grupos

Un grupo es una estructura algebraica que consiste en un conjunto y una
operacion binaria que cumple tres propiedades.

Definicion 1.5 (grupo). Sea G un conjunto no vacio y - una operacién binaria
de G. El par (G, -) es un grupo si se cumplen las siguientes propiedades:

(G1) Asociatividad. Para toda a,b,c € G, se cumple que
a-(b-c)=(a-b)-c

(G2) Identidad. Existe un elemento e € G tal que, para toda a € G,

(G3) Inversos. Para cualquier a € G existe un b € G tal que

a-b=b-a=ce.

El elemento e € G de la propiedad (G2) es llamado la identidad de G. El
elemento b € G de la propiedad (G3) es llamado el inverso de a € G y lo
denotamos como a~!.

Para demostrar que (G,-) es un grupo también es importante verificar lo

siguiente:

(GO) La operacion - esta bien definida sobre G en el sentido discutido en la
seccion anterior: a-b € G, para toda a,b € G (cerradura), ya=a' yb =1V
implicaa-b=2ad'-V.

La propiedad (GO) estd dada implicitamente en la definicién 1.5 al asumir que
- es una operacion binaria (obviamente bien definida).

Definicion 1.6 (grupo abeliano). Decimos que un grupo (G,-) es abeliano si
se cumple la siguiente propiedad:
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(G4) Conmutatividad. Para toda a,b € G, se cumple que

a-b=">b-a.

Notacidon 1.7. Normalmente, para simplificar notaciéon, hacemos referencia a
un grupo (G, -) simplemente por el conjunto G y decimos que tiene “equipado”
la operacién binaria. Ademas, cuando la operacién esté clara en el contexto,
podemos escribir ab en lugar de a - b.

Ejemplo 1.8 (niUmeros enteros). Sea + la suma usual de Z. Demostraremos
que el conjunto Z equipado con + es un grupo abeliano:

(GO0) La propiedad de cerradura se cumple porque n+m € Z para toda n,m €
7. Ademés, obviamente sin =n' y m = m/, entonces n +m = n' +m'.
Por lo tanto, + esta bien definida sobre Z.

(G1) Para toda n,m,k € Z, se cumple que (n+m)+k=n+ (m+k).

(G2) La identidad es 0 € Z porque 0 +n = n + 0 = n, para toda n € Z.

(G3) Elinverso de cualquier n € Z es —n € Z porque n+(—n) = (—n)+n = 0.
(G4) Para toda n,m € Z, se cumple que n+m =m + n.

Ejemplo 1.9 (grupo trivial). Consideremos un conjunto con un solo elemento
G = {e} y una operacién binaria - definida como e - e = e. Las propiedades
GO0-G3 se cumplen trivialmente, asi que {e} es un grupo al cual llamamos el
grupo trivial.

Ejemplo 1.10 (enteros médulo n). El conjunto Z, de clases de equivalencia
modulo n equipado con la suma médulo n es un grupo abeliano:

(GO0) Por el ejemplo 1.3, la suma modulo n esta bien definida sobre Z,,.

(G1) Para toda [al,[b], [¢] € Z, se cumple que
(la] + ) + [ = [(a+b) +¢] = [a + (b + ¢)] = [a] + ([b] + [c])-

(G2) La identidad es [0] € Z, porque [0] + [a] = [0+ a] = [a] y [a] + [0] =
[a + 0] = [a], para toda [a] € Z,.

(G3) El inverso de cualquier [a] € Z,, es [—a] € Z, porque [a] + [—a] = [a +
(=a)]l = [0] y [-a] +[a] = [(=a) + d] = [0].

(G4) Para toda [a], [b] € Z,, se cuample que [a]+[b] = [a+b] = [b+a] = [b] +]a].

Definicion 1.11 (orden de un grupo). El orden de un grupo G, denotado por

|G| es simplemente la cardinalidad del conjunto G. Decimos que G es finito si
su orden es finito, y en caso contrario decimos que es infinito.
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Ejemplo 1.12. Los siguientes son més ejemplos basicos:

1.

Si (F,+, x) es un campo, tanto (F,+) como (F*, x), donde F* = F—{0},
son grupos abelianos.

. Si (V,+,-) es un espacio vectorial, entonces (V,+) es un grupo abeliano.

. Sea i € C la unidad imaginaria. El conjunto G = {1, —1,4,—i} equipado

con la multiplicacién de ntimeros complejos es un grupo abeliano.

Sea GL, (F) el conjunto de matrices invertibles de n x n con entradas
en un campo F. Para toda n > 2, el conjunto GL,(F), equipado con la
multiplicacién de matrices, es un grupo llamado el grupo general lineal
de grado n sobre F. Este grupo es no abeliano, ya que siempre podemos
encontrar un par de matrices que no conmutan (Ejercicio 1.4).

. Para cualquier n > 3, sea Dy, el conjunto de simetrias (es decir, funciones

que no alteran ni la estructura ni la posicién) de un poligono regular con
n lados. Si p representa una rotacion que envia cada vértice a su vecino
inmediato, y h representa una reflexion a través de algun eje, entonces

Do ={id, p, %, ..., p" " b hp, hp®, ... hp™ Y,

donde id representa a la funcién identidad. El conjunto Ds,, equipado
con la composicién de funciones, es un grupo llamado el grupo diédrico
de orden 2n. Los elementos de Do, cumplen las siguentes relaciones, las
cuales son suficientes para operar dos elementos cualesquiera,

p" =id, h®=id, hp=p" th.
Por ejemplo,

(hp*)(hp) = (p2h)(hp) = p?KPp=p 2p=p ' =p 'p" =p" "

Ejemplo 1.13 (grupo de unidades modulo n). Para toda n > 1, definimos

U(n) :={[a] € Zy, : mcd(a,n) = 1}.

Este conjunto, equipado con la multiplicacion [a] - [b] := [ab], es un grupo abe-

liano:

(GO) Para demostrar la cerradura de la operaciéon es necesario verificar que

[ab] € U(n), para toda [a],[b] € U(n). Esto es equivalente a demostrar
que si med(a,n) = 1 y med(b,n) = 1, entonces d := mcd(ab,n) = 1.
Supongamos que d > 1 y sea p un divisor primo de d. Como p | ab
entonces p | @ o p | b, por el Lema de Euclides. Sin perder generalidad,
supongamos que p | a. Ademés, p | d | n, asi que p | med(a,n) =1, lo cual
contradice que p sea un nimero primo. Por lo tanto, d = 1.
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Supongamos ahora que [a] = [a/] y [b] = [V/]. Entonces a = a' + kin y
b= b+ kan, para algunos ki, ko € Z. Luego,

[ab] = [(a’ + kin) (V) + kan)] = [a'b + a'kon + b'kin + kikon?] = [a'V].

Por lo tanto, [a][b] = [a/][b]. Esto demuestra que la operacion esta bien
definida.

(G1) Para toda [al, [b], [c] € U(n), se cumple que
(la] - (b)) - [c] = [(ab)c] = [a(be)] = [a] - ([b] - [c]).

(G2) Laidentidad es [1] € U(n) porque [1]-[a] = [1la] = [a] y [a]-[1] = [al] = [a],
para toda [a] € U(n).

(G3) Sea [a] € U(n). Por definicion de U(n), sabemos que mcd(a,n) = 1. Por
el Lema de Bezout, existen b, ¢ € Z tales que ab + cn = 1. Asi,

[1] = [ab + cn] = [ab] = [a][b].

Basta comprobar que [b] € U(n) para demostrar que [b] es el inverso de
[a] en U(n). Sea d := mcd(b,n). Como d | by d | n, entonces d | (ab+ cn).
Luego, d | 1, lo que implica que d =1y [b] € U(n).

(G4) Para toda [al,[b] € U(n), se cumple que [a] - [b] = [ab] = [ba] = [b] - [a].

Observacion 1.14. Observemos que la definicion del grupo U(n) no depende
de los representantes que se tomen, ya que si [a] = [a’], entonces med(a,n) =1
si y solo si med(a’,n) = 1 (Ejercicio 1.5).

Observacion 1.15. Para simplificar el lenguaje, cuando consideramos un gru-
po arbitrario G nos referimos a su operaciéon binaria como “multiplicaciéon” o
“producto”, aunque ésta no necesariamente coincida con la multiplicacién o pro-
ducto usual de nimeros. Obviamente, una excepciéon de esto ocurre cuando el
grupo estd equipado con una operacién binaria denotada por el signo +. Més
adelante puntualizaremos més a fondo estas diferencias en la notacién.

Enunciaremos algunos resultados basicos.

Lema 1.16 (propiedades basicas de grupos). Sea G un grupo.
1. Cancelacion derecha. Para toda a,b,c € G, si ac = be, entonces a = b.
2. Cancelacion izquierda. Para toda a,b,c € G, si ca = ¢b, entonces a = b.
3. Unicidad de la identidad. La identidad e de G es tnica.
4. Unicidad de los inversos. Para toda a € G, el inverso de a es tnico.

5. Inverso del inverso. Para toda a € G, (a=!)™! = a.
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6. Inverso de un producto. Para toda a,b € G, (ab)~* = b~ ta~!.

Demostracion.

1. Observemos que las siguientes igualdades son equivalentes:

ac = be
(ac)c™! = (be)e™?
a(ce™) = bec™)
ae = be

a=nb.

2. Ejercicio 1.6.

3. Supongamos que e y €’ son identidades de G. Por la propiedad G2, tene-
mos que ea = a = ¢’a. Luego, por cancelaciéon derecha, e = ¢’.

4. Ejercicio 1.7.

5. Como (a=1)7! es el inverso de a™!, debe satisfacer que (a=!)"la=! =
e. Ademas, sabemos que aa~! = e. Luego, (a=')"'a™! = aa™!, y por
cancelacién derecha obtenemos que (a=1)~! = a.

6. Ejercicio 1.8.
O

Definicion 1.17 (potencias). Sea G un grupo y g € G. Para k € Z, definimos
la k-ésima potencia de g de la siguiente manera:

e k=0,
g-9:-g...g para k > 0,
k _ H_/
g = k veces
g tg7t...g7! parak<O.
—_—
—k veces

Lema 1.18 (potencias). Sea G un grupoy g € G.
1. Para toda k,s € Z, g* - g° = g~*+=.
2. Paratoda k € Z, (¢g*)' = g7".

3. Para toda k, s € Z, (g*)® = g*.

Demostracion.
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1. Analizaremos varios casos. Si k > 0y s > 0, entonces

- 9°=9-9..99°9..9=9-9-9...9g=9g""".
—_— —— —
k veces s veces k-+s veces

Sik>0,s<0,y k> —s, entonces

gk,gszg-g._.g.g_l,g—l..-g—l: g-g...g ,e_..e:gk—‘rs.
—_— — — 47— — 2
k veces —s veces k—(—s) veces

Sik>0,s<0,y k< —s, entonces

g =g-9...9g g .. g =e...e-gt gt gt =g"Fe
—_— — —_—
k veces —s veces —s—k veces

Sik <0y s <0, entonces

gt =g gl g g gl g =g gl g = ghte,

—k veces —S veces —k—s veces

Los otros casos (como k < 0y s > 0, o k = 0) se analizan de manera
similar. Por lo tanto, siempre se cumple que g* - g° = ¢gF+s.

2. Observemos que g*g~" = g"* ("% = 4 = e. Por lo tanto, (¢*)~! = g~*
3. Si s > 0, tenemos que
> \—’_/ ]
(gk)é :gk gk.gk :g s veces :gkg
——
S veces
Sis <0,
—k—k—.— Lk
N
(gk)s = g*k . g*k .. .gik =g —s veces — g(—k)(fs) _ gks.
—_—
—S8 veces
O

Notacion 1.19. En la definicién de potencias usamos la “notacién multiplicati-
va’ de un grupo, aunque la operacién binaria - puede ser arbitraria. Sin embargo,
algunas veces es mas conveniente usar la “notacion aditiva” en un grupo (como
en Zy Z,), y en tales casos una potencia corresponde mas bien a una suma
iterada. Por lo tanto, cuando usemos notacién aditiva, escribiremos kg en lugar
de g*:

0 k=0,
g+g+---+g para k > 0,
kg'* k veces

(—9)+(—g9)+- -+ (—g) parak<D0.
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El Cuadro 1.1 resume algunas diferencias entre la notacion multiplicativa y
la aditiva.

Notacion ‘ Operacion binaria  Identidad Inversos k-Esima potencia
Multiplicativa, X e, 1 g ! g*
Aditiva + 0 —g kg

Cuadro 1.1: Notaciones multiplicativa y aditiva

Definicion 1.20 (orden de un elemento). Sea G un grupo y g € G. Decimos
que g es de orden finito si existe k € Z, tal que g* = e; en otro caso, decimos
que g es de orden infinito. Si g es de orden finito, el orden de g, denotado por
lgl, es el minimo entero positivo n tal que g" = e; es decir,

lg| :=n =min{k € Z, : g* =e}.

Si g es de orden infinito, escribimos |g| =

Ejemplo 1.21. En Z,, el orden de [1] es 4 porque

[1] # [0]
[1] + [1] # [0]
[+ [1] + 1] # [0]
[1]+ [1] + [1] + [1] = [0].
Por otro lado, el orden de [2] es 2 porque
[2] # [0]
2]+ [2] = [0]

Ejemplo 1.22. En U(5), el orden de [3] es 4 porque

3] # [1]

[31 = 19] # [1]
[3]° = [27] # [1]
[3* = [81] = [1].

Ejemplo 1.23. Consideremos al grupo C* con la multiplicacién. Entonces,
1l=1, =4, [|2|=0

Lema 1.24 (orden de un elemento en un grupo finito). Si G es un grupo fi-
nito, entonces todos sus elementos son de orden finito.
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Demostracion. Sea g € G. Consideremos la lista infinita de potencias positivas
de g:
9, % ¢ ¢* ..

Todas estas potencias estdn en G por cerradura. Como G es finito, esta lista
debe tener alguna repeticién, digamos ¢g¥ = ¢°, donde, sin perder generalidad,
k > s. Luego, g* = e, donde t := k — s € Z, . Por lo tanto, g es de orden finito.
O

Lema 1.25 (orden de un elemento). Sea G un grupo y g € G un elemento de
orden finito. Si g¥ = e, entonces |g| | k.

Demostracion. Sea n := |g|. Por el Algoritmo de la Divisién, existen q,r € Z,
tales que
k=qn+r, con 0 <r <n.

Observemos que
g =g =gy = =,

porque g¢¥ = ey g" = e. Por reducciéon al absurdo, supongamos que r # 0.
Luego, r es un entero positivo menor que n tal que g" = e, lo que contradice
que n sea el orden de g. Por lo tanto, r =0y n | k. g

Si G es un grupo finito con |G| = m, podemos escribir una tabla T = (¢; ;),
llamada la tabla de Cayley de (G, ), con m filas y m columnas, que determina
completamente el comportamiento de la operacién binaria del grupo. Para esto,
ordenamos de manera arbitraria los elementos del grupo, G = {g1, 92, ---; gm },
donde g; # g; para toda ¢ # j, y definimos la entrada (¢,j) de T como t; ; =
Gigj-

Ejemplo 1.26 (Z). El Cuadro 1.2 muestra la tabla de Cayley de Zs

+ 0] O] 2 B [
O | [op [1] [2] BB 4
Ay w2 BoE o
212 B [ o 1
Bl | Bl M4 o] [ 2
N R (/R B R P B

Cuadro 1.2: Tabla de Cayley de Zs

Notacion 1.27. A partir de ahora, representaremos la clase [a] € Z,, simple-
mente como a. Esto nos ayudara a simplificar la notacioén, pero hay que tener
en cuenta que, en este contexto, a no representa un numero, sino una clase
moédulo n. Con esta notacion, por ejemplo, Zs = {0,1,2,3,4}.

Ejemplo 1.28 (U (8)). El Cuadro 1.3 muestra la tabla de Cayley de U(8)
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N Ut W =k
Ul N~ w | w
W = 3 oot
— W ot =1~

1
3
)
7
Cuadro 1.3: Tabla de Cayley de U(8)

Lema 1.29 (tabla de Cayley). Sea G un grupo finito de orden m. La tabla de
Cayley T = (t; ;) de G se cumplen las siguientes propiedades:

1. No hay dos elementos iguales en una misma fila, o una misma columna,
de T.

2. Todos los elementos de G deben aparecer en cada fila o columna de T'.

3. G es abeliano si y solo t; ; = t;,, para todai,j = 1,...,m (i.e. T es una
matriz simétrica).

Demostracion.

1. Si t; ; = t; %, entonces g;g; = gigr. Por cancelacion izquierda, g; = g, lo
que implica que j = k. Esto demuestra que no hay elementos repetidos en
una misma fila de T'. La demostracion es similar para las columnas de T'.

2. Cada fila o columna de T debe tener m elementos de G, los cuales deben
ser todos distintos por el punto anterior. Como |G| = m, entonces todos
los elementos de G deben aparecer en cada columna o fila de T.

3. G es abeliano si y solo si g;g; = g;g; para toda i, 7, lo cual se cumple si y
solo si t; j = t;;.

O
Teorema 1.30 (suma directa). Sean G; y G grupos. El conjunto
G1® Gy :={(a1,a2) : a1 € G1,a2 € Ga},
equipado con la operacién
(01,02) : (bl,bz) = (a1bl,a2bz),
es un grupo llamado la suma directa de Gy y Gs.
Demostracion.

(GO) Claramente, (a1, a2)-(b1,b2) = (a1b1,a2b2) € G1®G2, paratoda (a1, as), (b1, ba) €
G1® Go. Ademas, la operacion binaria en G @ G esta bien definida por-
que las operaciones binarias en cada uno de los grupos G y G5 estan bien
definidas.



18 CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS BASICA

(G1) Para toda (a1, az), (b1,b2), (c1,c2) € G1 ® G2 tenemos que

(a1, az) - ((b1,b2) - (c1,¢2)) = (a1(bicy), az(baca))
= ((a1by)c1, (azba)ca)
= ((a1>a2) ) (blabZ)) : (01702).

(G2) La identidad de G; & G es (e1,e3) € G1 @ Ga, donde e; es la identidad
de G;, porque

(61762) : (a17a2) = (a17a2) = (CLl,CLQ) : (61762)'
(G3) Elinverso de (a1,a2) € G1 @ Gy es (a]',a;') € Gy ® Gy porque
(a17a2) ’ (a1_13a2_1) = (61762) = (al_laa2_1)(alaa2)'

O

Observacion 1.31. El lector se habra dado cuenta que el conjunto G1 @ G es
igual al producto cartesiano G; X Ga; la diferencia en la notacion se sustenta
en que G @ Go representa un grupo equipado con la operaciéon binaria descrita
en el teorema anterior mientras que G; X G2 es simplemente un conjunto sin
estructura algebraica.

Palabras clave: operacion binaria, grupo, grupo abeliano, orden de un gru-
po, orden de un elemento, tabla de Cayley, suma directa.
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1.1.3. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
y justifica tu respuesta:

1. La funcién méx(a,b) que asigna a un par de ntmeros enteros el maximo
de los dos es una operacién binaria de Z.

2. La divisiéon es una operacién binaria de Z.
3. El conjunto de los nimeros impares es un grupo con la suma.

4. Si un grupo es infinito, los érdenes de todos sus elementos son infinitos.

Ejercicio 1.2. Determina si los siguientes conjuntos con operaciones son grupos.
Justifica tu respuesta.

1. El conjunto de enteros impares con la suma usual.
2. El conjunto de nimeros enteros con la operacién max.

3. El conjunto de niimeros racionales Q con operacién x definida por a xb =
a+b
=,

4. El conjunto de ntmeros reales R con operacion * definida por a x b =
a+ b+ ab.

Ejercicio 1.3. Sea G = {a € R: a # —1}. Consideremos la operacion binaria x
definida por axb = a + b + ab, Va,b € G. Demuestra que G equipado con * es
un grupo. ;Cudl es el inverso de 3 € G en el grupo?

Ejercicio 1.4. Para toda n > 2, demuestra que el grupo GL,,(F') no es abeliano.

Ejercicio 1.5. Sean [a], [a] € Z,, tales que [a] = [a']. Demuestra que mcd(a,n) =
1 si y solo si med(a’,n) = 1.

Ejercicio 1.6 (cancelacion izquierda). Sea G un grupo. Demuestra que, para
toda a, b, c € G, si ca = cb, entonces a = b.

Ejercicio 1.7 (unicidad del inverso). Sea G un grupo. Demuestra que, para
toda a € G, el inverso de a es unico.

Ejercicio 1.8 (inverso de un producto). Sea G un grupo. Demuestra que, pa-
ra toda a,b € G, (ab)™! =b"ta"L.

Ejercicio 1.9. Respecto al grupo Zss (con la suma de clases) encuentra lo si-
guiente:

1. El orden del grupo.
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2. Los ordenes de los elementos [6] y [11].

3. Los inversos de los elementos [6] y [11].

Ejercicio 1.10. Respecto al grupo U(36) (con el producto de clases) responde
lo siguiente:

1. El orden del grupo.
2. Los ordenes de los elementos [5] y [13].

3. Los inversos de los elementos [5] y [13].

Ejercicio 1.11 (6rdenes de grupos y elementos). Para cada uno de los si-
guientes grupos, encuentra el orden del grupo y el orden de cada uno de sus
elementos:

Z12, U(10), U(12).
Ejercicio 1.12 (grupos moédulo n). Escribe las tablas de Cayley de Z4 y Zg.

Ejercicio 1.13 (grupos de unidades modulo n). Escribe las tablas de Cayley
de U(10) y U(12).

Ejercicio 1.14 (grupos diédricos). Escribe las tablas de Cayley de Dg y Ds.

Ejercicio 1.15. Sea G un grupo. Demuestra que (ab)? = a?b?, para todo a,b €
G, si y solo si G es abeliano.

Ejercicio 1.16. Sea G un grupo. Demuestra que (ab)~! = a~1b~!, para todo
a,b € G, si y solo si G es abeliano.

Ejercicio 1.17 (cancelacion cruzada). Sea G un grupo con la siguiente pro-
piedad: si a, b, c € G cumplen que ab = ca, entonces b = c¢. Demuestra que G es
abeliano.

Ejercicio 1.18. Sea G un grupo finito tal que para toda g € G — {e} se cumple
que |g| = 2. Demuestra que G es abeliano.

Ejercicio 1.19. Sea G un grupo y sean g, h € G. Demuestra que |gh| = |hg|.

Ejercicio 1.20 (x). Usando solo resultados elementales (es decir, sin usar el Teo-
rema de Cauchy), demuestra que si un grupo G tiene orden par, entonces existe
un elemento en G de orden 2.
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1.2. Subgrupos y clases laterales

1.2.1. Subgrupos

Si G es un grupo con operacion - y H un subconjunto de G, denotamos por
-g a la restriccion de - en H; en otras palabras, -y es la funcion -y : Hx H - G
definida como
a-gb=a-b, donde a,b € H.

Definicion 1.32 (subgrupo). Sea G un grupo con operacion - y H C G. Deci-
mos que H es un subgrupo de G, y escribimos H < G, si el par (H,-p) es en si
mismo un grupo.

Decimos que H es un subgrupo propio de G,y escribimos H < G, si H < G
pero H # G.

Teorema 1.33 (test del subgrupo 1). Sea G un grupo. Un subconjunto H de
G es un subgrupo de G si y solo si se cumplen las siguientes propiedades:

(S1) Cerradura en H. Para toda a,b € H, se cumple que a-b € H.
(S2) Identidad en H. e € H, donde e es la identidad de G.

(S3) Inversos en H. Para cualquier a € H, se cumple que a~* € H.
Demostracion.

(=) Si H esun subgrupo de G, entonces el par (H, -j) es un grupo y claramente
se cumplen las propiedades (S1)-(S3).

(<) Supongamos que se cumplen las propiedades (S1)-(S3). Demostraremos
que (H,-g) es un grupo:

(GO) La propiedad (S1) garantiza que -m es una funcién de la forma
H x H — H, asi que -y esta bien definida.

(G1) Como G es un grupo, se cumple la propiedad asociativa para todos
sus elementos; en particular, se cumple la propiedad asociativa para
todos los elementos de H C G.

(G2) Por (S2), el elemento identidad de G estd en H, y por lo tanto es
el elemento identidad de H.

(G3) Por (S3), todos los elementos de H tienen un inverso.
O

Notacion 1.34. Para simplificar notacion, si (H,-g) es un subgrupo de (G,-),
denotamos la operacion -y con el mismo simbolo que la operacion de (G, -).

Ejemplo 1.35. Dado cualquier grupo G, los conjuntos {e} y G siempre son
subgrupos de G.
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Teorema 1.36 (test del subgrupo 2). Sea G un grupo. Un subconjunto H de

G es un subgrupo de G si y solo si H # () y, para toda a,b € H, se cumple que
a"'be H.

Demostracion.

(=) Si H < G, entonces H # (), por definicién de grupo, y ademéas se cumple
a~'b € H para toda a,b € H por las propiedades (S1) y (S3).

(<) Supongamos que H C G cumple que H # 0 y a~'b € H para toda
a,b € H. Para demostrar que H es un subgrupo de G usaremos el Test
del Subgrupo 1:
(S2) Identidad en H. Como H # 0, sea h € H. Entonces, e = h™'h € H.
(S3) Inversos en H.Para cualquier a € H, tenemos que a~! = a~te € H.
(S1) Cerradura en H. Para toda a,b € H, la parte anterior implica que
a~' € H, y por lo tanto ab= (a~1)"'b € H.

O

Teorema 1.37 (test del subgrupo para grupos finitos). Sea G un grupo fini-
to. Un subconjunto H de G es un subgrupo de G si y solo si H # ) y, para toda
a,b e H, se cumple que ab € H.

Demostracion.
(=) Si H < G, entonces claramente H # () y ab € H para toda a,b € H.

(<) Supongamos que H C G cumple que H # () y que H cumple la cerradura.
Usaremos el Test del Subgrupo 1:
(S1) Cerradura en H. Esta propiedad esta dada por hipotesis.

(S2) Identidad en H. Como H # (), existe un h € H. Por el Lema 1.24,

existe t > 0 tal que h* = e. Como h! € H por cerradura, obtenemos
que e € H.

(S3) Inversos en H.Sea h € H arbitrario. Si h = e, entonces h~! =e € H

por el punto (S2). Supongamos que h # e. Por el Lema 1.24, existe

t > 0 tal que h* = e. De hecho, t > 1, ya que t = 1 implica que h = e,

contradiciendo el supuesto. Luego hh!~! = e implica que h~1 = ht~1,
Ademaés, t — 1 > 0, asi que h~' = h!~! € H por cerradura.

O

Definicion 1.38 (subgrupo ciclico generado por g). Sea G un grupo. Defini-
mos al grupo ciclico generado por g € G como el conjunto

(9) ={g" : k € Z}.

Si la operacion de G esté escrita de forma aditiva, entonces

(9) ={kg: k € Z}.
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Teorema 1.39 (subgrupo ciclico generado por g). Sea G un grupoy g € G.
Entonces, (g) es un subgrupo abeliano de G.

Demostracion. Usaremos el Teorema 1.33 del test del subgrupo y verificaremos
que cumple la propiedad conmutativas:

(S1) Para toda g*,g* € (g), tenemos que g¥g* = g"*+* € (g).
(S2) Por definicion, e = ¢g° € (g).

(S3) Elinverso de cualquier g* € (g) es g=%

de {(g).

, el cual es claramente un elemento

(G4) Para toda g*, g° € (g), tenemos que gFg® = gkt = g*tF = g*g*.

O

Teorema 1.40 (orden de (g)). Sea G un grupo y g € G un elemento de orden
finito. Si d := |g|,

(9) ={e.0,°,- .97}
En particular,
[(g)] = lgl.

Demostracion. Claramente, S := {e, g,¢%,...,99 '} C {g). Para demostrar la
otra contencién, sea g¥ € (g), con k € Z, un elemento arbitrario. Usamos el
Algoritmo de la Divisién entre k y d := |g|:

k=gqd+r, dondeqg,re€Z, y0<r<d.

Observemos que g" € Sy g" = gF9% = g¥(¢?)~% = g*, porque g% = e. Por lo
tanto, g = g" € S.

Para demostrar que |{g)| = d basta con verificar que todos los elementos de
S son distintos. Efectivamente, si ¢* = ¢/ para algunos 0 < i < j < d, entonces
¢ " = edonde 0 < j —i < d, lo que contradice que d sea el menor entero
positivo tal que g% = e. O

Definicion 1.41 (grupo ciclico). Decimos que un grupo G es ciclico si existe
g € G tal que G = (g).

Ejemplo 1.42. Para cualquier n € N, el grupo Z, es ciclico. Demostraremos
que Z,, = ([1]). Para cualquier [k] € Z,,

(k] = [+ [ +---+[1] = K[1].

k veces

Por lo tanto,
(A]) :=={k[1): k€ Z} = {[k] : k € Z} = Zp,.



24 CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS BASICA

Ejemplo 1.43. El grupo Z es ciclico porque Z = (1). Para cada n € Z, denota-
mos al subgrupo ciclico generado por n como nZ, es decir

nZ = (n) ={kn: k € Z}.

Ejemplo 1.44. Los subgrupos ciclicos de Zg son:

0) =
(1) ={0,1,2,3,4,5} = (5)
(2) ={0,2,4} = (4)
(3) =
Observacion 1.45. Si G = (g) es un grupo ciclico, entonces es abeliano: en
efecto, para cualquier g*, g° € (g), tenemos que gFg® = gh*+s = g5tF = gsgF.
Teorema 1.46 (centro). Sea G un grupo. El conjunto

Z(G):={g9€ G:gh=hg,VheqG}

es un subgrupo abeliano de G, llamado el centro de G.

Demostracion. Usaremos el Teorema 1.33 del test del subgrupo y verificaremos
que cumple la propiedad conmutativa:

(S1) Sean g1,g92 € Z(G), asi que g1 y g2 conmutan con cualquier elemento de
G. Luego, para toda h € G,

(9192)h = g1hg2 = h(g192), = 192 € Z(G).

(S2) Sabemos que la identidad conmuta con cualquier elemento de G, asi que
e € Z(Q).

(S3) Sea g € Z(G). Entonces, para toda h € G,

gh=hg = hgl=g¢g'h = g¢g'eZ().

(G4) Claramente, para toda g1, g2 € Z(G), tenemos que g1 g2 = g291-

Observacion 1.47. Un grupo G es abeliano si y solo si Z(G) = G.

Observacion 1.48. Sean H y K subgrupos de un grupo G. En general, la unién
HUK no es un subgrupo de G (Ejercicio 1.23), pero la interseccion HNK siempre
es un subgrupo de G (Ejercicio 1.22).

El producto de los subgrupos H y K esta definido por
HK :={hk:he H ke K},

el cual no es necesariamente un subgrupo de G. En el caso finito, podemos
deducir la siguiente férmula importante para la cardinalidad del conjunto H K.
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Proposicion 1.49 (formula del producto). Sean H y K subgrupos de un gru-

po finito G. Entonces,
[HI| K|

HK| = .
| | |H N K|

Demostracion. Ejercicio 1.42. O

1.2.2. Clases laterales

Definicion 1.50 (clase lateral). Sea H un subgrupo de un grupo G' y a € G.
La clase lateral izquierda de H en G con representante a es el conjunto

aH :={ah:h € H}.

Similarmente, la clase lateral derecha de H en G con representante a es el con-
junto
Ha:={ha:he H}.

En esta seccion demostraremos resultados principalmente sobre clases late-
rales izquierdas, aunque debe ser claro que hay resultados analogos para clases
laterales derechas.

Lema 1.51 (mod(H)). Sea H un subgrupo de un grupo G. Las clases laterales
izquierdas de H en G son las clases de equivalencia de la relacion de equivalencia
mod (H) definida como sigue: para toda a,b € G,

a=b méd (H) < 3Jhe€ H :a=bh.

Demostracion. Demostraremos primero que la relacion méd (H) es una rela-
cion de equivalencia sobre G:

(E1) Reflezividad. a = a méd (H) porque a = ae, donde e € H.

(E2) Simetria. Si a =b méd (H), entonces a = bh para algin h € H. Luego,
b=ah~! con h=! € H, lo que implica que b = a méd (H).

(E3) Transitividad. Supongamos que a = b méd (H) y b = ¢ méd (H). En-
tonces, a = bhy; y b = cha, donde hy,hy € H. Luego, a = (cha)hy =
c(hahy), con hohy € H. Esto implica que a = ¢ méd (H).

Finalmente, observemos que la clase de equivalencia de a € G bajo esta
relacion es:

[a] ={beG:b=a mébd (H)}

={beG:b=ah,he H}
={ah:he H} =aH.



26 CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS BASICA

Notacion 1.52. Para cualquier H < G, denotamos por G/H al conjunto de
clases laterales izquierdas de H en G, es decir,

G/H :={aH : a € G}.

Lema 1.53 (igualdad de clases laterales). Sea H un subgrupo de un grupo
Gy a,b € G. Entonces,

aH=bH & beaH < a 'be H.

Demostracion. Como aH y bH son clases de equivalencia, sabemos que aH =
bH siy solo si a =b mdd (H). Ahora, observemos que

a=b méd (H) & b=ochparaalgin he H < beaH.

Para demostrar la segunda equivalencia, solo hay que observar que b = ah para
algtin h € H si y solosia™'b € H. 0

Corolario 1.54. Sea H un subgrupo de un grupo G y a € G. Entonces, aH =
eH siysolosiac H.

Observacion 1.55. Una clase lateral aH de H en G en general no es un sub-
grupo de G. De hecho, si aH es un subgrupo, entonces e € aH, y por el lema
anterior, aH = eH. Por lo tanto, la tnica clase lateral de H en G que es un
subgrupo de G es eH = H.

Notacion 1.56. Cuando la operacion de un grupo G se escribe en notacion
aditiva, denotamos por a + H a la clase lateral izquierda de un subgrupo H en
G con representante a € G.

Ejemplo 1.57. Consideremos el subgrupo (2) = {0,2,4,6} en Zg. La clase late-
ral 1+ (2) se obtiene sumando 1 a cada uno de los elementos de (2) = {0,2,4,6},
es decir,

1+ (2) = {1,3,5,7}.

Por el Lema de Igualdad de Clases Laterales, podemos tomar a cualquier ele-
mento de la clase lateral como su representante:

14+ (2)=3+(2)=5+(2) =7+ (2).
Definicion 1.58 (particion uniforme). Una particién uniforme de un conjunto
A es una particion P = {P; C A : i € I} de A tal que |P;| = |P;| para toda
P, P; € P.

Lema 1.59 (particion en clases laterales). El conjunto de clases laterales G/H
es una particién uniforme de G.
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Demostracion. Las clases laterales forman una particion de G porque son clases
de equivalencia de una relacién de equivalencia sobre G. Para demostrar que la
particion es uniforme, debemos demostrar que |aH| = |bH|, para toda a,b € G.
Consideremos la funcion 8 : aH — bH definida por S(ah) = bh, para toda h €
H. Esta funcion esta bien definida y es inyectiva porque, para toda hi,hs € H,

ahy = ahy <& hy =hy & bhi =bhy & ﬂ(ahl) = B(ah2)

Ademas, claramente S es sobreyectiva porque la preimagen de cualquier bh € bH
es ah € aH. O

Corolario 1.60. Sea H un subgrupo de G. Para toda a € H, |aH| = |H|.

Ejemplo 1.61. Las clases laterales de (2) en Zg son:

0+ (2) ={0,2,4} =2+ (2)

4
1+(2) ={1,3,5) =3+ (2) =5

+(2),
+(2).

Las clases laterales de (3) en Zg son:

0+ (3) ={0,3} =3+ (3),
14 (3) ={1,4} =4+ (3),
2+ (3)={2,5} =5+ (3).

Ejemplo 1.62. Sea n € N. En general, para cualquier k£ € Z, una clase lateral
k + nZ del subgrupo nZ = (n) de Z es igual a

kE+nZ={kktnkL2nk+3n,...}.
Asi vemos que hay n clases laterales en Z/nZ:
Z/nZ ={0+nZ,1 +nZ,2+nZ,...,(n—1)+nZ}.
Lema 1.63 (clases laterales derechas). Sea H un subgrupo de un grupo G.

1. Para cualquier a,b € G, se cumple que Ha = Hb si y solo si ab™! € H.

2. El conjunto de clases laterales derechas H \ G := {Ha : a € G} es una
particion uniforme de G

Demostracion. Ejercicio 1.32. O

Lema 1.64 (indice). Sea H un subgrupo de un grupo G. El ntimero de distintas
clases laterales izquierdas de H en G es igual al nimero de distintas clases
laterales derechas de H en G.

Demostracion. Demostraremos que |G/H| = |H \ G|. Consideremos la funcién

B:(G/H) — (H\ G) definida por B(aH) = Ha™*, Va € G.
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Esta funcion esta bien definida y es inyectiva porque
aH=bH < a'beH & a'(b) ' €H < Ha'=Hb,

donde la ultima equivalencia se obtiene usando el Lema 1.63. Ademés, clara-
mente B es sobreyectiva porque la preimagen de cualquier Ha € H \ G es
a"'H e G/H. O

Definicion 1.65 (indice). Sea H un subgrupo de un grupo G. El indice de H
en G es el numero de distintas clases laterales (izquierdas o derechas) de H en
G, y se denota como [G : H].

Observacion 1.66. Claramente [G : H] = |G/H|, ya que G/H es el conjunto
de clases laterales izquierdas de H en G.

Teorema 1.67 (Lagrange). Sea H un subgrupo de un grupo finito G. Entonces,
G =[G H] - [H].

Demostracion. Sea G/H = {a1H,a2H,...,a.H}, donde r := [G : H]. Como
G es igual a la unién disjunta de las clases laterales tenemos que

T

U aiH| => la:H|.
i=1

i=1

Gl =

Por el Corolario 1.60, |a;H| = |H| para toda 4. Por lo tanto,

Gl=)_|H|=r|H|=]G: H]|H|.

i=1
0

Corolario 1.68. Sea H un subgrupo de un grupo finito G. Entonces, el orden
de H divide al orden de G.

Ejemplo 1.69. Los subgrupos (2) y (3) de Zg tienen 3 y 2 elementos, respecti-
vamente. Esto claramente concuerda con que 2 |6y 3| 6.

Ejemplo 1.70. Cualquier grupo G de orden 12 puede tener subgrupos de érde-
nes 1, 2, 3, 4, 6 y 12. Sin embargo, G no puede tener subgrupos de 6rdenes 5,
7,8,9,10 y 11, porque no son divisores de 12.

Observacion 1.71. El converso del corolario anterior no es necesariamente cier-
to; es decir, si k es un divisor de |G|, no necesariamente existe un subgrupo
H < G tal que |H| = k. Veremos ejemplos de esto en el Capitulo 3.

Corolario 1.72. Sea H un subgrupo de un grupo finito G. Entonces,

G|
|G/H| = —
|H|



1.2. SUBGRUPOS Y CLASES LATERALES 29

Corolario 1.73. Sea G un grupo finito de orden n.
1. |g| divide a |G|, para toda g € G.
2. g" = e, para toda g € G.

Demostracion.

1. Por el Teorema 1.40, |g| = |{g}|. Por lo tanto, por el Corolario 1.68, |g|
divide a |G|.

2. Por el punto anterior, sabemos que |g| divide a n, es decir, n = ¢d, donde
d =gy q € Z. Luego, g" = g% = (g)1 = e? = e.

O

Corolario 1.74. Sea G un grupo de orden primo p. Entonces, G es ciclico.

Demostracion. Ejercicio 1.37 O

Palabras clave: subgrupo, tests de subgrupos, grupo ciclico, centro, clase
lateral, indice de un subgrupo, teorema de Lagrange.
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1.2.3. Ejercicios

Ejercicio 1.21 (subgrupos). Sea G un grupo. Demuestra que los siguientes
conjuntos son subgrupos de G.

1. El centralizador de a € G definido como C(a) :={g € G : ga = ag}.

2. El centralizador de H < G definido como C(H) := {g € G : gh = hg,Vh €

3. Cuando G es abeliano, el conjunto 7' := {g € G : ¢g* = e}.

4. Cuando G es abeliano, el conjunto K := {g € G : |g| < co}.

Ejercicio 1.22 (interseccion de subgrupos). Sean H y K subgrupos de un
grupo G. Demuestra que H N K es un subgrupo de G.

Ejercicio 1.23 (unién de subgrupos). Sean H y K subgrupos de un grupo G.
Demuestra que H U K es un subgrupo de G siy solosi HC K o K C H.

Ejercicio 1.24 (producto de subgrupos). Sean H y K subgrupos de un grupo
abeliano G. Demuestra que H K es un subgrupo de G.

Ejercicio 1.25 (subgrupo generado). Dado un subconjunto S de un grupo G,
definimos al subgrupo generado por S como

(S):={s152...8,:8, € SUS™ k> 1}U{e};
donde S7!:= {s7!: 5 € S}. Demuestra que (S) es un subgrupo de G.

Ejercicio 1.26 (subgrupo generado). Sea S un subconjunto de un grupo G.
Demuestra que (S) es el subgrupo de G' mas pequeflo que contiene a S; es decir,
si H es un subgrupo de G tal que S C H, entonces (S) C H.

Ejercicio 1.27. Sea H un subgrupo de G y g € G un elemento de orden n.
Demuestra que si g* € H, donde med(n, k) = 1, entonces g € H.

Ejercicio 1.28. Sea H un subgrupo de un grupo G. Sin usar la relacion méd (H),
demuestra que si aH # bH, entonces (aH) N (bH) = 0.

Ejercicio 1.29. Sea H un subgrupo de un grupo G y a € G. Demuestra que a H
es un subgrupo de G si y solo si a € H.

Ejercicio 1.30 (indice uno). Sea H un subgrupo de un grupo G. Demuestra
que [G: H] =1siysolosi G=H.

Ejercicio 1.31 (producto de indices). Sean H < K < G. Demuestra que [G :
H)=[G: K||K : H].
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Ejercicio 1.32 (clases laterales derechas). Demuestra el Lema 1.63.

Ejercicio 1.33. Encuentra todas las clases laterales de H en G en cada uno de
los siguientes casos:

a) H={4)y
b) H=(4)y G =2Z
=

C) 2> y G Zlg
d) <0,376,9> y le.
e) H={1,11} y G =U(30)

Ejercicio 1.34. Supongamos que K es un subgrupo propio de H y H es un
subgrupo propio de G. Si |K| =42 y |G| = 420, jcudles son los posibles valores
para |H|?

Ejercicio 1.35. Supongamos que K es un subgrupo propio de H y H es un
subgrupo propio de G. Si |K| =30y |G| = 120, ;cuéles son los posibles valores
para |H|?

Ejercicio 1.36. Sea G un grupo de orden p?, donde p es un néimero primo.
1. Enlista los posibles 6rdenes de los elementos de G.

2. Demuestra que G debe tener al menos un elemento de orden p.

Ejercicio 1.37 (grupo de orden primo). Sea G un grupo de orden primo p.
Demuestra que G debe ser ciclico.

Ejercicio 1.38 (producto de subconjuntos). Sean A y B subconjuntos de un
grupo G. Definimos el producto de A y B por AB := {ab : a € Ab € B}.
Demuestra que si e € B, entonces A C AB. Ademas, demuestra que, para
cualquier subconjunto C de G,

A(BC) = (AB)C.

Ejercicio 1.39 (producto de subgrupos). Sean H y K subgrupos de un grupo
G. Demuestra que el producto HK := {hk : h € H,k € K} es un subgrupo de
Gsiysolosi HK = KH.

Ejercicio 1.40 (producto de subgrupos). Sean H y K subgrupos de un grupo
G. Demuestra que si HK es un subgrupo de G, entonces HK = (H U K).

Ejercicio 1.41 (ley modular). Sean H y K subgrupos de un grupo G, y sea S
un subgrupo de H. Entonces,

S(HNK) = HN(SK).
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Ejercicio 1.42 (formula del producto). Sean H y K subgrupos de un grupo
finito G. Consideremos los siguientes conjuntos de clases laterales A := {aK :
a€ HK}y B={h(HNK): h € H}. Demuestra que la funcién

B: A— B definida como [(hkK)=h(HNK), YVhk € HK

es una biyeccién bien definida. Concluye usando el Teorema de Lagrange que

|H|| K|
|[HNK|

|HEK| =

Ejercicio 1.43 (x). Sea G un grupo con una cantidad finita de subgrupos. De-
muestra que G es finito.
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1.3. Subgrupos normales y cocientes

1.3.1. Subgrupos normales

Definicion 1.75 (subgrupo normal). Sea H un subgrupo de un grupo G. De-
cimos que H es normal en G, y escribimos H < G, si

aH = Ha, Ya € G.

Observacion 1.76. Es facil verificar que en cualquier grupo G, tanto el sub-
grupo trivial {e} como G mismo son subgrupos normales de G; es decir, siempre
se cumple que {e} <Gy G <IG.

Observacion 1.77. Claramente, si G es un grupo abeliano, entonces todos sus
subgrupos son normales.

Lema 1.78 (subgrupo normal). Sea H un subgrupo de un grupo G. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. H es normal en G.

2. H=aHa ', para toda a € G.

3. aha=! € H, para toda a € G, h € H.

4. Paratodaa € G, h € H, existen h', h” € H tales que ah = Wa'y ha = ah’.

Demostracion.

(1.) = (2.) Supongamos que H < G. Por definicion, aH = Ha, para toda a € G.

Multiplicando por @', obtenemos que aHa~' = H, para toda a € G, lo
que demuestra (2).

(2.) = (3.) Supongamos que H = aHa !, para toda a € G. Entonces, aha™! €

aHa™' = H, para toda a € G, h € H, lo que demuestra (3).

(3.) = (4.) Supongamos que aha~! € H, para toda a € G, h € H. Luego, existe

W € H tal que aha™' = K/, lo que prueba que ah = h'a. La hipdtesis
también implica que a~*ha € H para toda a € G, h € H. Luego, existe
KW' € H tal que a~tha = h”. Esto demuestra que ha = ah”.

(4.) = (1.) Supongamos que se cumple (4). Para demostrar que H es normal en G,

debemos probar que aH = Ha, para toda a € G. Sea ah € aH. Por
hipotesis, existe h' € H tal que ah = h'a € Ha. Por lo tanto, aH C Ha.
Sea ahora ha € Ha. Por hipétesis, existe h” tal que ha = ah” € aH. Por
lo tanto Ha C aH. Esto demuestra que aH = Ha, para toda a € G.

O

Definicion 1.79 (conjugado). Sea G un grupo y a,h € G. El conjugado de h
por a es el elemento aha™' € G.
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Observacion 1.80. El inverso del conjugado aha™! es ah™'a~! porque
(aha™Y)(ah™ra™') = ahh e =aat =e.
La k-ésima potencia del conjugado aha™' es igual a ah*a~! porque

(aha™Yk = (aha™Y)(aha™1) ... (aha™') = ahh...ha! = ahFa™".
—_—

L veces k veces

Observacion 1.81. Usando la Definiciéon 1.79 anterior, el punto (3.) del Lema
1.78 establece que H es normal en G si y solo si el conjugado de cualquier
elemento de H por cualquier elemento de G esta en H.

Ejemplo 1.82. Sea G un grupo. Usaremos el punto (3.) del Lema 1.78 para
demostrar que el centro Z(G) = {g € G : ga = ag,Va € G} es normal en G.
Sean a € Gy 2z € Z(G). Entonces, aza™! = aa"'z = z € Z(G). Por lo tanto,
Z(G) 4G.

Lema 1.83. Sean G un grupoy H < G. Si [G : H] = 2 entonces H < G.

Demostracion. Necesitamos mostrar que Ha = aH para toda a € G. Para
a € H esto es obvio, porque aH = H = Ha. Tomemos a € G — H. Entonces
aH # H. Sabemos que aH N H = y G = H U aH, como solo hay dos clases
laterales, se tiene que aH = G — H. Por la misma razén, Ha = G — H, de donde
se sigue el resultado. g

Ejemplo 1.84. El subgrupo de rotaciones (p) = {id, p, p%,...,p" '} del grupo
diédrico Ds,, es normal ya que es de indice 2.

Observacion 1.85 (test del subgrupo normal). Combinamos el Test del Sub-
grupo 2 con el Lema 1.78 para deducir el siguiente test de normalidad: un sub-
conjunto H es un subgrupo normal de G si y solo si se cumple lo siguiente:

(N1) e H.
(N2) hi'hy € H, para toda hy, hy € H.
(N3) aha=! € H, para toda a € G, h € H.

Ejemplo 1.86. Si H < K y K < G, siempre se cumple que H < G. Esto es
porque la propiedad de ser subgrupo es una propiedad intrinseca de H, la cual
no depende del grupo en el que esté contenido. Por otro lado, no es verdad que
si HA4 Ky K <G, entonces H < G. Para ver un ejemplo de esto consideremos
al grupo diédrico G = Dg con la notacién del Ejemplo 1.12. Usando el test del
subgrupo normal, podemos verificar que H = {id, h} es un subgrupo normal de
K = {id, p?, h, p?h} y que K es un subgrupo normal de G = Dg. Sin embargo,
H no es subgrupo normal de G, ya que, por ejemplo, php~t = p?h & H.

Este ejemplo nos demuestra que la relacion de ser subgrupo normal no es
transitiva.
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Definicion 1.87 (conmutador). Sea G un grupo y a,b € G. El conmutador de
a y b, denotado por [a, b], es

[a,b] := aba~ b1
El subgrupo conmutador de G, denotado por G’ es
G’ = {[a,b] : a,b € G);
es decir, el subgrupo generado por los conmutadores (para la definicién de sub-
grupo generado ver el Ejercicio 1.25). En otras palabras, G’ es el subgrupo de

G que consiste en todos los productos de conmutadores en G y sus inversos.

Observacion 1.88. Dos elementos a,b € G conmutan si y solo si [a,b] = e.
Ademés, [a,b]~! = [b,a] porque

[a,b][b,a] = (aba" b~ ) (bab™ta™) = aba"tab T = abb e = aa =e.
Esto muestra que el inverso de un conmutador es un conmutador.
Observacion 1.89. El producto de dos conmutadores no necesariamente es un
conmutador; sin embargo, G’ es un subgrupo de G por definicién, ya que esta

constituido por todos los posibles productos de los conmutadores.

Observacion 1.90. Sean a,b,g € G. El conjugado del conmutador [a, b] por g
es un conmutador porque

(aba= b~ 1)g™!
alg~'g)b(g ' g)a" (g T g)b g}
[(gag™), (gbg™")].

gla,blg ' =g
g

Proposicion 1.91. Sea G un grupo. El subgrupo conmutador G’ es normal en
G.

Demostracion. Usaremos el Lema 1.78 (3). Sean h € G’ y g € G arbitrarios:
debemos probar que ghg~! € G'. Por definicién del subgrupo conmutador, sabe-
mos que h es producto de conmutadores, es decir, h = [a1, b1][az,b2] .. . [ak, bk
para algunos a;,b; € G, i =1,2,...,k, y k € N. Usando la observacién anterior
sobre conjugados obtenemos lo siguiente:

= glay, b1][az, bo] . . . [ak, brlg ™!

= gla1,b1]g " " glaz, bolg " g .. g glak, brlg !
= [ga1g™", gbrg ™ Y[gazg ™, gbag Y] . . . [gang ™Y, gbrg '] € G,

ghg
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1.3.2. Grupos cocientes

Parte de la importancia de los subgrupos normales es que nos permiten
definir una operacién natural entre sus clases laterales.

Lema 1.92. Sea H un subgrupo de un grupo G. La operacion - en el conjunto
de clases laterales G/H dada por aH - bH := abH, a,b € G, esta bien definida
si y solo si H es subgrupo normal de G.

Demostracion.

(=) Supongamos que la operacion aH -bH := abH, a,b € G, esta bien definida.
Como eH = hH para toda h € H, tenemos que

(eH)(bH) = (hH)(bH) para toda b € G.
Usando la defincién de la multiplicacion de clases laterales obtenemos que
bH = hbH = b 'hbe H, paratodabe G.
Esto demuestra que H es normal en G.
(<) Supongamos que H es normal en G. Supongamos ademas que a1 H = aoH

y que by H = byH. Debemos demostrar que (a1 H)(b1H) = (axH)(b2H).
Usamos el Lema 1.53:

arH =asH = a1 € asH = a1 = ashy para algﬁn hi € H
bhH =boH = by € bbH = by = byhy para algﬁn hy € H.

Luego,
a1b1 = (aghl)(bghg) = (a2b2>(h/1h2), para algl’m hll S H,

donde usamos el hecho que H < G y el Lema 1.78 (4.) para conmutar b.
Lo anterior implica que a1b; € asboH y

a1biH = asbo H —> (alH)(blH) = (azH)(bgH).

O

Teorema 1.93 (grupo cociente). Sea H un subgrupo de un grupo G. El con-
junto de las clases laterales G/H equipado con la operacion aH - bH := abH,
a,b € G, es un grupo si y solo si H es un subgrupo normal de G.

Demostracion.

(=) Si G/H es un grupo, en particular la operacion entre clases laterales esta
bien definida. Por el Lema 1.92, esto implica que H es normal en G.

(<) Supongamos que H es normal en G. Demostraremos que G/H es un grupo:
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(GO0) La operacion es claramente cerrada, y, por el Lema 1.92, esta bien
definida.

(G1) Para cualquier aH,bH,cH € G/H se cumple que
aH - (bH - cH) = a(bc)H = (ab)cH = (aH -bH) - cH.
(G2) La identidad es eH € G/H porque, para cualquier aH € G/H,
el -aH =eaH =aH = aeH =aH -eH.
(G3) Elinverso de aH € G/H es a'H € G/H porque
aH-o'H=aa"'H=eH=0a"aH =a 'H - aH.
O

Ejemplo 1.94. Consideremos el subgrupo (3) = {0,3} de Zg, €l cual es normal
porque Zg es abeliano. El grupo cociente es

Ze/(3) = {0+ (3),1+(3),2+ (3)},

y su tabla de Cayley esta dada por el Cuadro 1.4.

+ [0+(3) 1+(3) 2+3)
04+(3) | 0+(3) 1+(3) 2+(3)
1+3) | 1+3) 2+(3) 0+ (3)
24+@3) [ 24+(3) 0+(3) 1+(3)

Cuadro 1.4: Tabla de Cayley de Zg/(3)

Ejemplo 1.95. Consideremos el subgrupo 5Z = {5k : k € Z} de Z. Entonces,
7/52 ={0+5Z,1+ 52,2+ 52,3+ 5Z,4 + 5Z}.
Algunos ejemplos de sumas en el grupo Z/57Z son:

(145Z) + (14 5Z) = 2 + 5Z,

(24 5Z)+ (3+5Z) =5+ 5Z =0+ 5Z,

(44 5Z)+ (3+5Z) =T+ 5Z =2+ 5Z.
Ejemplo 1.96. Sea G un grupo y H un subgrupo de G de indice 2. Por el Lema
1.83 sabemos que H es normal en G y por el Teorema de Lagrange |G/H| = 2.

Esto implica que el grupo G/ H tiene exactamente dos clases laterales eH y gH,
las cuales cumplen que (gH) - (¢H) = eH.

Las siguientes son un par de aplicaciones del uso de grupos cociente.
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Proposicion 1.97. Sea G un grupo. Si G no es abeliano, entonces el grupo
cociente G/Z(G) no es ciclico.

Demostracion. Sea Z := Z((G). Demostraremos la proposicion contrapuesta: si
G/Z es ciclico, entonces G es abeliano. Sea ¢gZ el generador de G/Z.
Sean a,b € G elementos arbitrarios. Entonces, existen i, j € Z tales que

aZ = (92) =g'Z,

vZ = (gZ) =4’ Z.

Luego, existen z1, zy € Z tales que a = ¢g'z; y b = g7 z5. Como z; y z; conmutan
con todos los elementos de G y g'¢’ = ¢*7 = ¢/ = ¢7¢*, deducimos que

ab = (gizl) (gjzz) = gigj2122 = 9j9i2221 = gj229i21 = ba.
Esto demuestra que G es abeliano. O

Proposicion 1.98. Sea G un grupo y N < G. Entonces, N 4 G y G/N es
abeliano si y solo si G’ < N.

Demostracion.

(=) Supongamos que N es normal en G y G/N es abeliano. Esto implica que
las clases laterales de conmutadores son triviales en G/N; es decir, para
todo a,b € G,

[a,b]N = aba 'b"'N = (aN)(bN)(a " *N)(b"'N) = eN.
Por lo tanto, [a,b] € N, para toda a,b € G, lo que demuestra que G’ < N.

(<) Supongamos que G’ < N. Para todan € N, a € G, tenemos

ana™! = ana'n"'n = [a,n]n € N.

Luego, N es normal en G. Ahora, veamos que, para todo a,b € G,
[a,b] € N = [a,b]N =eN = aba"'b"'N =eN.
Por definicion de la operacion entre clases laterales, obtenemos que
aba"'b"'N = (aN)(bN)(aN) ' (bN)~' = eN.

Multiplicando por la derecha la igualdad de ambos lados por (bN)(aN) ob-
tenemos que (aN)(bN) = (bN)(aN), para todo a,b € G. Esto demuestra
que G/N es abeliano.

0

Palabras clave: subgrupo normal, conjugado, conmutador, subgrupo con-
mutador, grupo cociente.
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1.3.3. Ejercicios

Ejercicio 1.44 (subgrupo especial lineal). Sea GL,(F) el grupo general li-
neal de grado n sobre F. Demuestra que el grupo especial lineal, definido por

SLn(F) = {A € GL,(F) : det(A) = 1},

es un subgrupo normal de GL,,(F).

Ejercicio 1.45. ;Cual es el orden de 14 + (8) en el grupo cociente Zo4/(8)?

Ejercicio 1.46 (orden del conjugado). Sea G un grupo y a,g € G. Demuestra
que |g| = |aga™"].

Ejercicio 1.47 (conjugacion de elementos). Sea G un grupo. Demuestra que
la conjugacion de elementos de G define una relaciéon de equivalencia sobre G.

Ejercicio 1.48 (conjugacion de subgrupos). Sea H < G y a € G. Definimos
al conjugado de H como aHa™ ! := {aha™! : h € H}. Demuestra que aHa ! es
un subgrupo de G'y que |H| = |[aHa™}|.

Ejercicio 1.49 (centralizador de un subgrupo). Sea H un subgrupo normal
de G. Demuestra que el centralizador de H, definido por C(H) := {g € G :
gh = hg, Yh € H} es un subgrupo normal de G.

Ejercicio 1.50 (normalizador de un subgrupo). Sea H un subgrupo de G.
Definimos al normalizador de H como N(H) := {g € G : H = gHg '}. De-
muestra que H < N(H) y que C(H) < N(H).

Ejercicio 1.51 (normalizador de un subgrupo). Sea H un subgrupo de G.
Demuestra que H es normal en G si y solo si N(H) = G.

Ejercicio 1.52. Sea G un grupo. Consideremos al subgrupo diagonal de G & G
definido por diag(G) := {(g,9) : g € G}. Demuestra que diag(G) es normal
en G @ G siy solo si G es abeliano. Cuando G es finito, ;Cudl es el indice de
diag(G) en G & G?

Ejercicio 1.53 (producto de subgrupos). Sea G un grupoy H, K < G.
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1. Si H < G, demuestra que HK = KH.
2. Si H 94 G, demuestra que HK < G.
3. Si HAGy K 4G, demuestra que HK < G.

4. Si H 4 G, K 9 Gy HnN K = {e}, demuestra que hk = kh, para toda
heH, ke K.

Ejercicio 1.54 (cociente ciclico). Sea G = (g) un grupo ciclico y H un sub-
grupo normal de G. Demuestra que G/H es ciclico.

Ejercicio 1.55 (subgrupo de indice 2). Sea H un subgrupo de G de indice 2.
1. Demuestra que a? € H para toda a € G.

2. Sea K < @G. Demuestra que K < H o que exactamente la mitad de los
elementos de K estan en H (ie. [KNH| = @)

Ejercicio 1.56. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Demuestra que si
|G/H| = n, entonces g" € H para toda g € G.

Ejercicio 1.57. Consideremos a Q como grupo con la suma usual. Demuestra
que Q/Z es un grupo infinito en el cual todos sus elementos tienen orden finito.

Ejercicio 1.58. Sea G un grupo finito y sea N < G tal que [G : N| = k.
Demuestra que si g € G cumple que mced(|g|, k) = 1, entonces g € N.

Ejercicio 1.59. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Si g € G es un
elemento de orden finito, demuestra que el orden de gH como elemento de G/H
divide a |g|.
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1.4. Homomorfismos

1.4.1. Homomorfismos

Definicion 1.99 (homomorfismo). Sean G; y G5 grupos. Un homomorfismo
es una funcién ¢ : Gy — G4 tal que

d(gh) = ¢(g)¢(h), Vg,h € G1.

Informalmente, decimos que un homomorfismo preserva las operaciones en-
tre los grupos.

Observacion 1.100. Es importante observar que en la igualdad ¢(gh) = ¢(g)p(h)
la operacién del lado izquierdo entre g y h es la correspondiente a G1, mientras
que la operacién del lado derecho entre ¢(g) y ¢(h) es la correspondiente a Gs.

Ejemplo 1.101. 1. La funcién ¢ : Z — Z definida por ¢(x) = 2z, Vo € Z, es
un homomorfismo porque

b(z+y) = 2z +y) = 20+ 2y = 6(x) + 6(y), para toda x,y € .

2. Considerando a R* como grupo bajo la multiplicacién usual, la funcién
¢ : R* — R* definida por ¢(z) = 2z, Va2 € R*, no es un homomorfismo
porque

P(zy) = 22y # ¢(v)¢(y) = 4vy, paratoda z,y € R*.

3. La funcién ¢ : GL,(R) — R* definida por ¢(A) = det(A), VA € GL,(R),
es un homomorfismo porque

#(AB) = det(AB) = det(A) det(B) = ¢(A)$(B), para toda A, B € GL,(R)

4. Sea G un grupo y N < G. La funcién ¢ : G — G/N definida por ¢(g) =
gN, Vg € G, es un homomorfismo porque

¢(gh) = ghN = (gN)(hN) = ¢(g)¢(h), para toda g,h € G.
Este homomorfismo se llama el homomorfismo natural de G a G/N.

Lema 1.102 (propiedades de homomorfismos). Sea ¢ : G; — G5 un homo-
morfismo. Entonces:

1. ¢(e1) = eq, donde e; es la identidad de G;, i = 1,2.
2. ¢(g7") = #(9)~", para toda g € Gy
#(g)*, paratoda k € Z, g € Gy.

=~ w
<
—~
<
o
~
Il

. Si g € Gy es un elemento de orden finito, entonces |$(g)| | |g]-



42 CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS BASICA

Demostracion.

1. Como eje; = ey, debe cumplirse que ¢(eje;) = ¢(eq). Aplicando la pro-
piedad de homomorfismo del lado izquierdo, obtenemos que ¢(e1)d(er) =
¢(e1). Finalmente, por cancelacion, ¢(e;) = es.

2. Observemos que ¢(e1) = ¢ (997 ") = ¢(g9)¢(g~*). Por el punto anterior,
e2 = ¢(9)¢(g™"), lo que implica que ¢(g) ™" = ¢(g7").

3. Ejercicio 1.61.

4. Sea |g| = n. Por el punto anterior, ¢ (9)" = ¢ (¢g™) = ¢ (e1) = ea. Por el
Lema 1.25, concluimos que |¢ (g) | divide a n.

O
Sea ¢ : G; — G5 un homomorfismo. Recordemos que para cualquier sub-
conjunto H C (1, la imagen de H bajo ¢ es

¢(H) = {d(h) : h € H}.

En particular, la imagen de ¢ es Im(¢) := ¢(G1), y sabemos que ¢ es sobreyec-
tivo si y solo si ¢(G1) = Ga.
Por otro lado, dado K C G, la preimagen de K bajo ¢ es el conjunto

¢ (K) :={g € G1:¢(g) € K}.

Esta notacién no debe confundir al lector: el simbolo ¢~!(K) no implica que
la funcién ¢ deba ser invertible; podemos perfectamente definir preimagenes de
conjuntos bajo funciones no invertibles. Sin embargo, cuando ¢ si es invertible,
resulta que ¢~ (K) coincide con la imagen de K bajo la funcién ¢—1.

Lema 1.103 (propiedades de subgrupos bajo homomorfismos). Sea ¢ : G; —
G5 un homomorfismo. Entonces:

1. Si H < Gy, entonces ¢(H) < Gs.

2. Si H < G es ciclico, o abeliano, entonces ¢(H) es ciclico, o abeliano,
respectivamente.

3. Si H < Gy, entonces ¢(H) < ¢(G).

4. Si K < G, entonces ¢~ (K

5. Si K < Gy, entonces ¢~ (K
Demostracion.

1. Observemos que ez = ¢(e1) € ¢(H) porque ey € H. Sean ¢(h1), p(he) €
¢(H) elementos arbitrarios. Entonces,

$(h1) " $(ha) = ¢(hy " )¢(ha) = 6(hy  ha) € G(H).
Por el Test del Subgrupo 2, ¢(H) < Gs.
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2. Ejercicio 1.62.
3. Sean ¢(g) € ¢(G1) y ¢(h) € ¢(H). Entonces,

$(9)6()d(9) " = d(9)d(h)p(g™") = dlghg™") € ¢(H),
porque ghg~! € H. Por lo tanto, ¢(H) < ¢(G1).

4. Primero, e; € ¢~ !}(K) porque ¢(e;) = es € K. Ahora, sean a,b €
¢~ 1(K) elementos arbitrarios. Por definicién de preimagen, tenemos que
¢(a), p(b) € K. Luego,

$a™'b) = ¢(a) " p(b) € K.
Esto muestra que a~'b € ¢~ 1(K), y entonces ¢~ (K) < Gj.
5. Ejercicio 1.64.
U

Lema 1.104 (composicion de homomorfismos). Sean ¢; : G1 — G2 y ¢» :
G2 — G3 homomorfismos. La composicién ¢s o ¢ : G; — G3 es un homomor-
fismo.

Demostracion. Para toda g, h € Gy, se cumple que

¢2 0 ¢1(gh) = P2(¢1(gh)) = 92(d1(9)d1(h)) = (d2 © $1)(9)(¢2 © ¢1)(h).

Por lo tanto, ¢ o ¢1 es un homomorfismo. O

Definicion 1.105 (kernel). Sea ¢ : G; — G5 un homomorfismo. El kernel de ¢
es el conjunto

ker(9) = {g € G : 9(g) = es}.

Ejemplo 1.106. 1. El kernel del homomorfismo ¢ : Z — 7Z definido por
o(x) =22, Vx € Z, es

ker(¢) ={x € Z : ¢(x) =0} = {x € Z : 22 = 0} = {0}.

2. El kernel del homomorfismo ¢ : GL,, (R) — R* definido por ¢(A) = det(A),
VA € GL,(R), es

ker(¢) = {A € GL,(R) : det(A) = 1} = SL,(R).

3. Sea G un grupo y N < G. El kernel del homomorfismo natural ¢ : G —
G/N es

ker(p) ={a € G: ¢p(a) =eN}={a € G:aN=eN}={a€G:ae€ N} = N.

Lema 1.107 (kernel). Sea ¢ : G; — G5 un homomorfismo. Entonces:
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1. ker(¢) < Gj.

2. ¢ : G1 — G4 es inyectivo si y solo si ker(¢) = {e1}.
Demostracion.

1. Usaremos el Test del Subgrupo Normal:

(N1) e; € ker(¢) porque ¢(e1) = es.

(N2) Sean a,b € ker(¢), lo que implica que ¢(a) = ex y ¢(b) = es.
Entonces,

H(atb) = d(a) 1p(b) = €5 tes = s => a~'b € ker(¢).
(N3) Sea g € Gy y a € ker(¢). Entonces,

d(gag™!) = ¢(9)d(a)(g) ! = (g)e2d(9) " = ea.
Por lo tanto, gag~* € ker(®).
2. Demostraremos cada implicacién:

(=) Supongamos que ¢ : G; — G2 es inyectivo y sea a € ker(¢). Lue-
go, ¢(a) = ea = ¢(ey). Por inyectividad, a = ey, lo que demuestra
que ker(¢) C {e1}. Como claramente se cumple la inclusién opuesta,
ker(¢) = {e1}.

(<) Supongamos que ker(¢) = {e1}. Sean a,b € G tales que ¢(a) = ¢(b).
Observemos que

d(a) = p(b) = ¢(a)p(d) ™' =ex = ¢(ab™ ') = es.

Entonces, ab~! € ker(¢) = {e1}, lo que implica que ab~! = e;. Asi,
a=0by ¢: Gy — G, es inyectivo.

O

1.4.2. Isomorfismos

Definicion 1.108 (isomorfismo). Sean G; y G grupos. Un isomorfismo entre
G1 y G2 es un homomorfismo biyectivo. En caso de que exista un isomorfismo
entre G1 y G2 decimos que G1 y G2 son isomorfos y escribimos G1 = Ga.

Lema 1.109 (inverso de un isomorfismo). Sea ¢ : G; — G2 un isomorfismo.
Entonces, ¢~! : G5 — G también es un isomorfismo.

Demostracion. Como ¢ : G; — G5 es biyectivo, existe su funcién inversa ¢! :
G2 — G1, la cual también es biyectiva. Solo hace falta demostrar que ¢~ ! es un
homomorfismo. Sean y1,y2 € G5 elementos arbitrarios. Por sobreyectividad de
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¢, existen 1,9 € Gy tales que ¢(z1) = y1 y ¢(x2) = ya2. Debido a que ¢ es un
homomorfismo, sabemos que cumple

P(z122) = (1) P(72).

Aplicando ¢! de ambos lados y sustituyendo ¢(z;) = y;, obtenemos que

o7 (d(z122)) = ¢ (P(m1)P(22)) =  z1T2 = ¢ (Y1Y2)-

Finalmente, sustituyendo z; = ¢~ !(y;) obtenemos que

¢ y)o H(y2) = ¢ (Y1y2)-
Por lo tanto, ¢! es un isomorfismo. O

Teorema 1.110 (relacion isomorfia). La relacion de isomorfia & entre grupos
es una relacién de equivalencia.

Demostracion. Sean G, G2 y G5 grupos.

(E1) Reflexividad. La funcion identidad id : Gy — G; es un isomorfismo, asi
que Gl = Gl-

(E2) Simetria. Supongamos que G = (3, asi que existe un isomorfismo ¢ :
G1 — Gsy. Por el lema anterior, ¢~! : Gy — G es un isomorfismo, y
entonces Go = (4.

~

(E3) Transitividad. Supongamos que G; = Gy y G2 = Gs. Entonces, exis-
ten isomorfismos ¢1 : G1 — G2 y ¢2 : G2 — G3. Como la composicion
de biyecciones es biyeccion y la composicién de homomorfismos es homo-
morfismo, entonces ¢2 o ¢1 : G; — G35 es un isomorfismo. Por lo tanto,
Gl = G3.

O

La clase de isomorfia de un grupo G es la coleccion de todos los grupos

isomorfos a G; es decir, las clases de isomorfia son las clases de equivalencia
bajo la relacién de isomorfia.

Lema 1.111 (propiedades de isomorfismos). Sea ¢ : G; — G2 un isomorfis-
mo. Entonces:

1. |G| = |Gal.

2. 1 es abeliano, o ciclico, si y solo si G5 es abeliano, o ciclico, respectiva-
mente.

3. |¢(9)| = |g| para toda g € G;.
Demostracion.

1. G; y G, tienen la misma cardinalidad porque ¢ es una biyeccion.
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Supongamos que G es abeliano y sean y1,y2 € Go. Por sobreyectividad
de ¢, existen z1, x5 € G tales que ¢(x;) = y;, i = 1, 2. Luego,

1y2 = ¢(x1)P(x2) = ¢(x122) = d(w221) = P(22)P(21) = You1.
Por lo tanto G5 es abeliano.

Por otro lado, supongamos que G es cicilico y G = (g). Por sobreyec-
tividad de ¢, para todo y € Gy existe ¢* € G tal que ¢(g*) = y. Luego,
y = ¢(g)", lo que demuestra que G = {¢(g)).

Las implicaciones reciprocas se demuestran analogamente usando el iso-
morfismo ¢! : Gy — G1.

El Lema 1.102 (4.) nos dice que si g € G es de orden finito, entonces |¢(g)|
divide a |g|. Aplicando el mismo lema al homomorfismo ¢~!, obtenemos
que |g| = |07 (#(g))| divide a |¢(g)|- Esto demuestra que si g es de orden
finito, entonces |¢(g)| = |g|. Por otro lado, supongamos que |g| = co. Por
reduccién al absurdo, si |¢(g)| = m < oo, entonces

9" = ¢ P(9)™ = ¢ Hp(9)™) = ¢ (e2) = en.
Esto contradice que g no es de orden finito, por lo que |¢(g)| = oc.

0

Ejemplo 1.112. El lema anterior puede servir para determinar cudndo dos gru-
pos no son isomorfos. Por ejemplo:

1.
2.

Los grupo Z4 y Zs no son isomorfos porque no tienen el mismo tamaio.

Los grupos Zg y Dg no son isomorfos, porque el primero es abeliano pero
es segundo no es abeliano.

Los grupos C* y R* no son isomorfos porque el primero tiene un elemento
de orden 4 (que es i € C*) mientras que el segundo no tiene ningin
elemento de orden 4.

Teorema 1.113 (Primer Teorema de Isomorfia). Sea ¢ : G; — G5 un homo-
morfismo. Entonces,

G1/ker (¢) = ¢(G1).

Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : Gy /ker (¢) — ¢(G1) definida de
la siguiente forma

Y(gker(p)) = #(g),  Vgker(p) € G1/ker(o).

Demostraremos que % es un isomorfismo bien definido en cuatro pasos.

1.

Bien definido. Supongamos que ¢; ker(¢) = go ker(¢). Entonces g;lgl €
ker(¢), lo que significa que

392" 91) = e2 = $(g2) 'o(g1) =e2 = dlg1) = (g2)-
Por definiciéon de 1, tenemos que 9(g1 ker(¢)) = (g2 ker(¢)).
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2. Homomorfismo. Para cualquier g; ker(¢), g2 ker(¢) € G1/ ker (¢),

Y (g1 ker(¢)ga ker(¢)) = 1(g192 ker(¢)) = ¢(g192)
= ¢(91)9(92) = ¥(g1 ker(¢)) (g2 ker(¢)).

3. Inyectivo. Supongamos que (gy ker(¢)) = (g2 ker(¢)). Por definicion de
v,
P(g1) = ¢(92) = 0(g2) '0(g1) =e2 = P95 g1) = eo.

Luego g, 'g1 € ker(¢), lo que implica que g; ker(¢) = go ker(¢).

4. Sobreyectivo. Sea ¢(g) € ¢(G1) un elemento arbitrario. Claramente, su
preimagen bajo ¢ es gker(¢) € G1/ker (¢), lo que demuestra que 9 es
sobreyectivo.

O

Corolario 1.114. Sea ¢ : G; — G2 un homomorfismo. Si H es un subgrupo
finito de Gy, entonces |¢(H)| divide a |H|.

Demostracion. La restriccion de ¢ a H nos da un homomorfismo ¢|g : H — Gs.
Por el Primer Teorema de Isomorfia,

H/ker(¢|n) = ¢(H).

Ahora, como H es finito, usamos el Teorema de Lagrange,

|H|
O(H)| = |H/ ker(d|s)| = .
() = 1/ kex(01)| = s
Luego, |¢(H)|| ker(¢|g)| = |H|, lo que demuestra el corolario. O

Definicion 1.115 (automorfismo). Un automorfismo de un grupo G es un iso-
morfismo de la forma ¢ : G — G.

Proposicion 1.116 (grupo de automorfismos). El conjunto de automorfismos
de un grupo G, denotado por

Aut(G) :={¢ : G — G|¢ es un automorfismo},
es un grupo equipado con la composiciéon de funciones.

Demostracion.

(GO) Por el Lema 1.104, la composicion de dos automorfismos de G es un
automorfismo de G.

(G1) La composicion de funciones siempre es una operacién asociativa.

(G2) La funcién identidad id : G — G es un automorfismo, asi que id €
Aut(G).
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(G3) Por el Lema 1.109, la inversa de un automorfismo de G es un automor-
fismo de G.

O

Proposicion 1.117 (automorfismo interno). Sea G un grupo y g € G un ele-
mento fijo. La funcién ¢4 : G — G definida por

by(2) :=gxg™', Vo eG

es un automorfismo de G, el cual es llamado el automorfismo interno inducido
por g.

Demostracion. La funcion ¢, es biyectiva porque ¢,-1 es su inversa; efectiva-
mente, para toda x € G se cumple

¢g o dg-1(z) = glg tzg)g " =
Pg-1 0 ¢g(x) =g (gzg™ g = .

Alternativamente, el lector puede demostrar directamente que ¢4 es inyectiva y
sobreyectiva. Ademads, ¢, es un homomorfismo: para toda z,y € G,

bg(xy) = gryg™" = (gxg~ ) gyg™") = dg(x)de(y).
O

Proposicion 1.118 (automorfismos internos). El conjunto de automorfismos
internos

Inn(G) = {¢, € Aut(G) : g € G}
es un subgrupo normal de Aut(G).
Demostracion. Usaremos el Test del Subgrupo Normal:
(N1) Claramente, id = ¢. € Inn(G).
(N2) Sean g,h € G. Observemos que, para toda z € G,
g 0 on(z) = g(hah™ )g™" = (gh)x(gh) ™" = gn ().
Ademas, (¢4)~! = ¢g-1, porque ¢gopy-—1 = dyq-1 = ¢, = id. Por lo tanto,
(6g) " 0 P = dg-1 0 bn = pg-1, € Inn(G).
(N3) Sea ¢, € Inn(G) y 0 € Aut(G). Entonces, para toda = € G,
goggo0 (z) =a(go (2)g ™) = alg)ra(g) ™t = by (@).
Por lo tanto, o 0 ¢y 0 0! = @,y € Inn(G).

O
Palabras clave: homomorfismo, kernel, isomorfismo, Primer Teorema de
Isomorfia, automorfismo, automorfismo interno.
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1.4.3. Ejercicios

Ejercicio 1.60. Determina si las siguientes funciones son homomorfismos de
grupos, y en caso de serlo, encuentra su kernel e imagen.

1. ¢ : R* — R* definido como ¢(x) = 2%, donde R* := R\ {0} es un grupo
con la multiplicacién.

2. ¢ : R* — R* definido como ¢(x) = 5z, donde R* := R\ {0} es un grupo
con la multiplicacion.

3. ¢ :Z — Z definido como ¢(x) = 5z, donde Z es un grupo con la suma.

4. ¢ : R — R* definido como ¢(x) = 2%, donde R y R* son grupos con la
suma y la multiplicacion, respectivamente.

5. ¢ : Z®Z — Z definido como ¢(x,y) =z — y.

Ejercicio 1.61. Sea ¢ : G; — G2 un homomorfismo. Demuestra por induccién
que ¢(g*) = ¢(g)*, para toda k € Z, g € G;.

Ejercicio 1.62. Sea ¢ : G; — G5 un homomorfismo. Demuestra que si H < G,
es ciclico, o abeliano, entonces ¢(H) es ciclico, o abeliano, respectivamente.

Ejercicio 1.63. Sea G un grupo abeliano y sean ¢ : G - Gy 7: G = G
homomorfismos. Demuestra que la funciéon ¢7 : G — G definida por

¢7(9) = 0(9)7(9), VgeG
es un homomorfismo.
Ejercicio 1.64. Sea ¢ : G; — G2 un homomorfismo. Demuestra que si K < Ga,
entonces ¢~ 1(K) < Gy.
Ejercicio 1.65. Demuestra que Zj5 no es isomorfo a Zs & Zg.

Ejercicio 1.66. Demuestra que U (8) no es isomorfo a U(10), pero U(8) y U(12)
son isomorfos.

Ejercicio 1.67. Sean ¢; : G1 — G2y ¢2 : G2 — G3 homomorfismos. Demuestra
que ker(¢z 0 ¢1) = ¢ ' (ker(¢o)).

Ejercicio 1.68. Sean ¢; : G; — G2y ¢2 : G2 — G3 homomorfismos. Demuestra
que ker(¢1) C ker(¢20¢1). Si ¢1 y ¢2 son sobreyectivos y G; es finito, i = 1,2, 3,
escribe el indice [ker(¢2 o ¢1) : ker(¢y)] en términos de |Ga| y |G3].
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Ejercicio 1.69. Sea G un grupo. Demuestra que ¢ : G — G definido como
¢(x) = 1 es un automorfismo si y solo si G es abeliano.

Ejercicio 1.70. Sea G un grupo. Demuestra que ¢ : G — G definido como
¢(x) = 22 es un homomorfismo si y solo si G es abeliano. ;Es ¢ un automorfismo
de G?

Ejercicio 1.71. Para cualquier n € N, demuestra que hay un namero infinito
de grupos de orden n, pero que solo hay un nimero finito de clases de isomorfia
de grupos de orden n. (Sugerencia: argumenta que solo es posible equiparle una
cantidad finita de operaciones binarias distintas a un conjunto finito.)

Ejercicio 1.72 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea K un subgrupo de un
grupo G y N un subgrupo normal de G. Demuestra lo siguiente:

K/(KNN)= KN/N.

(Sugerencia: demuestra que ¢ : K — KN/N definido por ¢(k) = kN es un
homomorfismo sobreyectivo con kernel K N N.)

Ejercicio 1.73 (Tercer Teorema de Isomorfia). Si M y N son subgrupos nor-
males de G y N < M, demuestra lo siguiente:

1. M/N es un subgrupo normal de G/N.
2. (G/N)/(M/N)=G/M. (*)

Ejercicio 1.74 (Teorema de Correspondencia). Sea G un grupo y N un sub-
grupo normal de G. Demuestra lo siguiente:

1. Si K es un subgrupo tal que N < K < G, entonces K/N es un subgrupo
de G/N.

2. Si K es un subgrupo de G/N, entonces K := {g € G : gN € K} es un
subgrupo de G que contiene a N y cumple que K = K/N.

Ejercicio 1.75. Sean A, B y C grupos. Considera una sucesiéon de homomorfis-

mos
P2 $3

{e} 25 A 2 B2 02 (e
tales que im(¢;) = ker(¢;+1), para ¢ = 1,2,3. Demuestra lo siguiente:
1. @2 es inyectivo.

2. ¢3 es sobreyectivo.
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3. BJA~C.

Ejercicio 1.76. Demuestra que para cualquier grupo G,
Inn(G) = G/Z(G).

(Sugerencia: demuestra que la funciéon ® : G — Inn(G) definida por ®(g) = ¢y,
Vg € G, es un homomorfismo sobreyectivo con kernel Z(G) y usa el Primer
Teorema de Isomorfia).

Ejercicio 1.77. Sea G un grupo finito y o € Aut(G) un automorfismo que solo
fija a la identidad (i.e., si ¢ # e entonces o(g) # g). Demuestra que G =

{97"0(9): g € G}.
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CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS BASICA



Tipos particulares de grupos

2.1. Grupos ciclicos

2.1.1. Estructura

Sea G un grupo y g € G. Por el Teorema 1.40, sabemos que si |g] = n,
entonces el subgrupo ciclico generado por g es

(9) ={e,9.9%-.,9" "}y Ug)| = lgl.

En esta seccion, nos enfocaremos en estudiar la estructura del grupo (g).
Recordemos que G en si mismo es ciclico si existe un g € G tal que G = (g).
En los resultados de esta seccién, algunas veces asumiremos que todo el grupo
G es ciclico, pero otras veces G serd un grupo arbitrario y nos enfocaremos en
su subgrupo (g).

Observacion 2.1. Sea g € G tal que |g| = n < co. El Lema 1.25 establece que
si g* = e para algtin k € Z, entonces n | k. Por otro lado, si n | k, entonces
k = gn, para algin q € Z, lo que implica que g* = g9" = (¢")? = e? = e. Asi,
podemos decir que gF = e si y solo sin | k.

Lema 2.2 (criterios para igualdad de potencias). Sea G un grupoy g € G.
1. Si |g| =n < oo, entonces g¢ = ¢’ si y solo si i =j mdd (n).
2. Si |g| = oo, entonces g° = g7 si y solo si i = j.

Demostracion.
1. Usando la observacién previa,

%

d=¢ & ¢gI=e o n|li—-j) & i=j mbd (n).
2. Como |g| = oo, tenemos que g¥ = e si y solo si k = 0. Por lo tanto,
i

=g e ¢gi=e o i—-j=0 o i=]j.

93
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O

Teorema 2.3 (clases de isomorfia de grupos ciclicos). Sea G un grupo ci-
clico.

1. Si GG es finito de orden n, entonces G = Z,,.

2. Si G es infinito, entonces G = Z.

Demostracion.

1. Sea G un grupo ciclico de orden n. Entonces G = (g), para algin g € G,
con |g| =n,y , X
G={eg,9°....9" '}

Consideremos la funcién ¢ : G — Z,, definida por ¢(¢*) = [i] € Z,, para
toda 4. Por el criterio (1) para igualdad de potencias,

9'=¢ & i=j méd(n) & [i|=[] & olg')=ae(g)

Esto implica que ¢ esta bien definida y es inyectiva. Ademaés, claramente
¢ es sobreyectiva. Finalmente,

#(g'g’) = ¢(g"™) = li + 4] = [i] + [1] = &(g") + &(g).
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo.

2. Sea G = (g) un grupo ciclico infinito. Consideramos la funcion ¢ : G — Z
definida por (g%) = i € Z. Por el criterio (2) para igualdad de potencias,

g=¢ e i=j & Pg)=v().

Esto implica que v estd bien definida y es inyectiva. Ademas, claramente
1 es sobreyectiva. Finalmente,

U(g'g’) = v(g™) =i+ j=1(g") +v(g)
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo.
O

Observacion 2.4. Sea G cualquier grupo y g € G. En general, (g) es el sub-
grupo de G més pequeno que contiene a g; es decir, si H es un subgrupo de G
tal que g € H, entonces (g) C H. Esto es facil de verificar usando la cerradura
de H, ya que g € H implica que g* € H, para toda k € Z.

Teorema 2.5 (orden de potencias). Sea G un grupo y g € G un elemento de
orden n. Para cualquier k € Z,

1. <gk> _ <gmcd(n,k)>_

k| —
2. |g |_ mcd?n,k)'
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Demostracion.

1. Sea d := mcd(n, k). Como d | k, existe ¢ € Z tal que k = ¢d. Luego,
g* = (g%)? € {g?). Por la observacién anterior, tenemos que (g*) C (g?).
Por otro lado, por el Lema de Bezout, sabemos que existen ¢1,ts € Z tales
que d = tyjn + tok. Luego,

gt =ghmtEE = (g (gh)" = e (g")" = (97)"2 € (d°).
Por la observacién anterior, (g) C (g*). Esto demuestra que (g%) = (g*).

2. Primero demostraremos que si k | n, entonces [¢g*| = %. Vemos que

(g")F =gFF =g" =e.

Sin embargo, para todo i € Zy tal que i < 7 se tiene que ik < n, por

lo que (g*)? # e, por definicién de n = |g|. Luego, % es el menor entero

positivo tal que (¢*)% = e, lo que significa que [g"| = 2.
Para demostrar el caso general (cuando k no necesariamente divide a n),
usamos el punto anterior de este lema y el hecho de que med(n, k) | n:

k| kv — med(n,k)\| _ | med(n,k)| n
9#1 = Iigh)] = [(gmestm] = gmescn) = .

O

Ejemplo 2.6. Sea G cualquier grupo y ¢ € G un elemento de orden 12. Con
el teorema anterior podemos calcular el orden de cualquier potencia de g, por
ejemplo:

21 12 _ 12 _ 51 12 _ 12 _
lg°| = med(123) — 2 = 0 l9°| = med(125) — 1 = 12
S| _ 12 _ 12 _ 9 _ 12 _ 12 _
9% = med(128) — 4 = 9 l9°| = med(1iz9) — 3 — 4

Corolario 2.7. Sea g € G un elemento de orden n. Entonces, (¢°) = (¢’) si y
solo si med(n,i) = med(n, 7).

Demostracion.

(=) Supongamos que (g%) = (g7). Por el teorema anterior,

B |0 n _ n Aln. i) = med .
gl =lo'l = med(n,i)  med(n,j) = med(n, ) = med(n, ).

(<) Supongamos que mcd(n,i) = med(n, 7). Por el teorema anterior,

(g") = (gmedtmi)y = (gmedtmd)y = (g7).



56 CAPITULO 2. TIPOS PARTICULARES DE GRUPOS

Corolario 2.8. Sea G = (g) un grupo ciclico de orden n. La potencia ¢g* es un
generador de G (es decir, G = (g*)) si y solo si med (n, k) = 1.

Demostracion. Observemos que (g) = (g*) si y solo si |g| = |g¥| si y solo si
n= m, lo cual se cumple si y solo si med(n, k) = 1. O
Teorema 2.9 (teorema fundamental de grupos ciclicos). Sea G un grupo ci-
clico.

1. Todo subgrupo de G es ciclico.

2. Si G tiene orden finito n, para cada divisor k|n existe un tnico subgrupo
Hj, de G de orden k. Explicitamente, si G = (g), entonces Hj}, = (g%).
Ademas, no existen otros subgrupos de G distintos de los descritos ante-
riormente.

Demostracion.

1. Supongamos que G = (g) = {g" : i € Z} y sea H un subgrupo de G. Si
H = {e}, entonces H = (e) es ciclico. Supongamos que H # {e} y sea m
el menor entero positivo tal que g™ € H.

Afirmacioén: H = (g™).

Claramente, (9"™) C H, por cerradura. Para demostrar la otra contencion,
sea g° € H un elemento arbitrario de H. Por el algoritmo de la divisién,
existen ¢,r € Z tales que s = gm + r con 0 < r < m. Observemos que,
por cerradura, g" = ¢°~ 9" = ¢°(¢"™)? € H, puesto que ¢g°,¢g™ € H. De
tal forma, si r # 0, entonces r es un entero positivo menor que m tal que
g" € H. Esto contradice la eleccion de m. Por lo tanto, » = 0, lo que
implica que s = gm. Asi, g° = g9 = (¢"™)? € (¢"™), lo que demuestra que
HC(gm).

2. Sea G = (g) con |g| = n, y sea k un divisor de n. Definimos el subgrupo
Hy, := (g*). Por el Teorema 2.5:

n n

med(n,n/k)  njk

|Hy| = |g*

Ahora demostraremos que el grupo Hy, es el iinico subgrupo de G de orden
k. Sea H' un subgrupo de G de orden k. Por la parte (1.) de este teorema,
H' es ciclico asi que H' = (g°) para algtn s € Z. Por el Teorema 2.5:

n

P k= 1H = =
med(n,n/k) 1A =g

mcd(n, s)

Por lo tanto, med(n, n/k) = med(n, s). Por el Corolario 2.7, Hy, = (g% ) =
(g°) = H'".

Finalmente, el Teorema de Lagrange implica que no pueden existir sub-
grupos de G cuyos érdenes no dividan a n.
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O

Observacion 2.10. A través del isomorfismo de la demostracion del Teorema
2.3, podemos enunciar los resultados anteriores para el grupo ciclico Z,:

1. Para toda k € Z,, (k) = (mcd(n, k)).

2. Para toda k € Z,, |k| = m'

3. Para toda i,j € Z,, (i) = (j) si y solo si med(n,i) = med(n, j).
4. El elemento k € Z,, genera a Z, si y solo si med(n, k) = 1.

5. Para cada k | n, existe un unico subgrupo de Z, de orden k, dado por

Ejemplo 2.11. Los generadores de Z15 son 1, 5, 7, y 11, es decir,
Zyy = (1) = (5) = (7) = (11).

Ejemplo 2.12. Si p es primo, entonces todo k € Z, con k # 0 es generador de
Z

D+

Observacion 2.13. Los generadores de Z, son precisamente los elementos del
grupo U(n) = {k € Z,, : mcd(n, k) = 1}.

Definicion 2.14 (funcidn ¢ de Euler). La funcion phi de Euler es la funcion
¢ Zy — Zy dada por

on)=Kke€eZy:1<k<nymcd(nk)=1} =|U(n).
Lema 2.15 (funcion ¢ de Euler). Sean € Z,.
1. El ntmero de elementos generadores de Z,, es o(n).

2. Para cualquier k | n, el nimero de elementos de Z,, de orden k es ¢(k).

Demostracion.
1. Esta parte es trivial, puesto que el conjunto de generadores de Z,, es U(n).

2. Por el Teorema Fundamental de Grupos Ciclicos, Z,, tiene un tnico sub-
grupo de orden k, dado por Hy = (%). Si a € Z,, es un elemento de orden
k, entonces (a) es un subgrupo de orden k; por unicidad, tenemos que
Hj, = (a). Por lo tanto, los elementos de Z,, de orden k son precisamen-
te los generadores del subgrupo Hj. Por el punto anterior, el nimero de
generadores de Hy es p(k).

O
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Lema 2.16 (contencion entre subgrupos de un grupo ciclico). Sea G = (g)
un grupo ciclico de orden n y Hy, := (g% ), para k | n. Para toda k, s | n,

Hy CH, siysolosik]|s.

Demostracion. Si Hy, C H;, el Teorema de Lagrange implica que k | s, puesto
que |Hg| = k y |Hs| = s. Por otro lado, supongamos que k | s. Por el Teorema
Fundamental de Grupos Ciclicos, sabemos que H tiene un tnico subgrupo K
de orden k. Sin embargo, K también es subgrupo de G, asi que la unicidad de
los subgrupos implica que Hy = K C H;. O

Sea G un grupo y Sub(G) := {H : H < G} el conjunto de subgrupos de
G. El conjunto parcialmente ordenado (Sub(G), C), donde C es la inclusion de
subconjuntos, se llama la reticula' de subgrupos de G. Normalmente es conve-
niente visualizar a (Sub(G), C) mediante una grafica cuyos vértices, o nodos,
son los elementos de Sub(G), y dibujamos una arista de Hy a Hs si H; C Hs.
Al ser C siempre una relacion reflexiva y transitiva, podemos simplificar su gra-
fo omitiendo las aristas de un vértice a si mismo, y omitiendo las aristas que
puedan deducirse por transitividad: el diagrama resultante se llama el diagrama
de Hasse de la reticula de subgrupos de G.

Ejemplo 2.17. Podemos usar el Teorema Fundamental de los Grupos Ciclicos
v el lema anterior para dibujar el diagrama de la reticula de subgrupos de Zg.
Sabemos que los subgrupos de Zg son Hy, = <%), para k | 6. Explicitamente,

H1:<>:{0}

= (3) ={0,3} =2y,
=(2) ={0,2,4} = Z3,
H6—<>:Z6

El diagrama de la reticula de subgrupos de Zg esta dado por la Figura 2.1.

Ejemplo 2.18. Dibujaremos el diagrama de la reticula de subgrupos de Zi,.
Sus subgrupos son:

Hy = (0) = {0},

Hy = (6) ={0,6} = Zo,

H; = (4) ={0,4,8} = Zs,
Hy = (3) = {0,3,6,9} = Z,,
He = (2) = {0,2,4,6,8,10} = Z,
Hyp = (1) = Z1s.

El diagrama de la reticula de subgrupos de Z2 estd dado por la Figura 2.2.

Es sencillo darse cuenta que la reticula de subgrupos de Z, es de hecho
isomorfa a la reticula (div(n),|), donde div(n) es el conjunto de divisores de n
y | es la relacion de orden parcial de divisibilidad.

lFormalmente, una reticula es un conjunto parcialmente ordenado en el que todo par de
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Figura 2.1: Diagrama de Hasse de la reticula de subgrupos de Zg.

o

Figura 2.2: Diagrama de Hasse de la reticula de subgrupos de Zs.

2.1.2. Homomorfismos de Z, a Z,,.

El objetivo de esta seccion es encontrar todos los homomorfismos que existen
entre dos grupos ciclicos finitos.

Lema 2.19. Sea ¢ : Z,, — Z,, un homomorfismo. Entonces, existe a € Z,, tal
que ¢(x) = ax, para toda x € Z,.

elementos tiene un tnico supremo (minima cota superior) y un tnico infimo (méaxima cota
inferior). El Ejercicio 2.6 demuestra que (Sub(G), C) es efectivamente una reticula.
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Demostracion. Definimos a := ¢(1). Usando la propiedad de homomorfismos,
vemos que, para toda x € Z,,

p@)=¢ |1Lt1+ - +1] =0(1)+ (1) + - +¢(1) =ax.

T veces T veces

d

Observacion 2.20. La demostracion anterior de hecho establece que todo ho-
momorfismo ¢ : Z,, — Z,, esta completamente determinado por ¢(1).

Resulta natural preguntarse ahora si para cualquier a € Z,, podemos de-
finir un homomorfismo ¢ : Z,, — Z,, por ¢(z) = az, para toda = € Z,. De
entrada, podria parecer que no hay problema, pues ¢ satisface la propiedad de
homomorfismos:

d(x1 + x2) = a(z1 + x2) = axy + axe = ¢(x1) + ¢(x2), Vai,22 € Zp.

Sin embargo, el problema es que estas propuestas algunas veces no estan bien
definidas, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.21. Definimos a ¢ : Z4 — Zg como ¢(x) = 2z, para toda = € Zj.
Para que ¢ sea una funcién bien definida, debe cumplir que si x = y méd (4)
entonces ¢(z) = ¢(y) mdd (6). Sin embargo, 0 = 4 mdd (4) pero ¢(0) = 0 #
¢(4) =8 mdbd (6). Por lo tanto, ¢ no es una funciéon bien definida.

Lema 2.22. Sea a € Z,, y consideremos a ¢ : Z,, — Z,, dada por ¢(x) = az,
para toda = € Z,. Entonces, ¢ es una funcién bien definida si y solo si a es un

Demostracion.

(=) Supongamos que ¢ es una funcion bien definida. Como 0 = n méd (n),
debemos tener que ¢(0) = ¢(n) mdd (m), es decir 0 = an mdd (m). Esto
implica que m | an, por lo que existe ¢t € Z tal que an = tm. Dividiendo
de ambos lados por mcd(n, m), obtenemos

n _,m
amcd(mm) ~ “mcd(n,m)’

n m
mcd(n,m) y mcd(n,m

todos los divisores comunes), podemos concluir que

Como

j son primos relativos (pues estamos cancelando

m
mcd(n,m) ‘ a.

(<) Si a es maltiplo de —*— existe ¢ € Z tal que a = —*—t. Para

mcd(n,m)’ mcd(n,m)
demostrar que ¢ es una funcién bien definida, supongamos que =z = y
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méd (n). Entonces existe r € Z tal que x = y + rn. Multiplicando por a,
obtenemos

m
ar=ay+armn = ar=ay+|———=|trn
med(n, m)

= ax:ay+< trm

.

med(n, m) )
= ar=ay méid (m).

Por lo tanto, ¢(x) = ¢(y) méd (m).

U

Teorema 2.23 (homomorfismos entre grupos ciclicos finitos). Seann,m €
Z. . El nimero de homomorfismos de Z,, a Z,, es exactamente d := mecd(n, m).
Explicitamente, estos homomorfismos estan dados por

2 d—1
o) = ax, Vx € Zp, dondeae{ moam ()m}

0, —, —,...
7d7d7 ) d

Demostracion. Por el Lema 2.19, sabemos que todos los homomorfismos de Z,,
a Zy, tienen la forma ¢,(z) = ax, Vo € Z,, para algun a € Z,,. Por el Lema
2.22, deducimos que ¢, es un homomorfismo bien definido si y solo si a es un
miltiplo de 7. El teorema queda demostrado observando que los elementos de

m

Zm, que son miltiplos de *7 son precisamente 0, 7 2m (d=1m (|

YA d d .

Ejemplo 2.24. Existen exactamente 2 = mcd (4, 6) homomorfismos de Z4 a Zg
los cuales estan dados por

d)o((ﬂ) =0, V€ Zy,
¢3(I) = 3177 Vx € Z4.

Observacion 2.25. Si n = m, el teorema anterior implica que existen n =
mcd(n, n) homomorfismos de Z,, a Z,; es decir, para todo a € Z,,, tenemos un
homomorfismo ¢, : Z,, — Z,, dado por ¢,(z) = az, Yz € Z,. En esta situacién
resulta relevante preguntarnos cuéles de estos homomorfismos son automorfis-
mos (es decir, cuales son biyectivos).

Teorema 2.26 (automorfismos de Z,,). El homomorfismo ¢, : Z,, — Z,, dado
por ¢, (x) = ax, Vx € Z, es un automorfismo si y solo si med(n,a) = 1. Ademas,

Aut(Z,,) =2 U(n).

Demostracion. Primero hay que verificar que la funcién ¢, es sobreyectiva si
y solo si a es un generador de Z,, lo cual sabemos que se cumple si y solo si
mced(n,a) = 1. Dado que Z,, es un conjunto finito, toda funcion sobreyectiva de
Zn en Z, debe ser inyectiva (ver la Observacion 2.44). Luego, hay que verificar
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que la funcion ® : Aut(Z,) — U(n), dada por ®(¢,) = a € U(n), Yo, €
Aut(Z,), es un isomorfismo. Se deja como ejercicio completar todos los detalles
de esta demostracion (Ejercicio 2.10). O

Palabras clave: criterio para igualdad de potencias, clases de isomorfia
de grupos ciclicos, orden de potencias, teorema fundamental de grupos ciclicos,
reticula de subgrupos, homomorfismos entre grupos ciclicos.
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2.1.3. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Encuentra todos los generadores de cada uno de los siguientes
grupos: Zg, Zao y Z.

Ejercicio 2.2. Encuentra un generador para cada subgrupo de Z,s y dibuja el
diagrama de Hasse de su reticula de subgrupos. ;Cuéles de estos subgrupos son
normales?

Ejercicio 2.3. Sea G un grupo de orden 24 y a € G. Si a® # ey a'? # e,
demuestra que G = (a).

Ejercicio 2.4. Sea G un grupo y a € G tal que |a| = 15. Encuentra los 6rdenes
de los siguientes elementos: a3, a’, a'® y a'4.

Ejercicio 2.5. Sea G un grupo finito (no necesariamente ciclico) de orden n.
Para cualquier k | n, demuestra que el nimero de elementos de G de orden k es
un multiplo de (k).

Ejercicio 2.6 (supremo e infimo). Si (P, <) es un conjunto parcialmente or-
denado y a,b € P, el supremo de a y b, denotado por sup(a,b), es la minima
cota superior del conjunto {a, b}, mientras que el infimo de a y b, denotado por
inf(a,b), es la maxima cota inferior del conjunto {a,b}. En el conjunto parcial-
mente ordenado (Sub(G), C), donde G es cualquier grupo, demuestra que todo
par de elementos tiene un tnico supremo y un dnico infimo.

Ejercicio 2.7. Encuentra todos los homomorfismos de Zjyp a Zig. Encuentra
todos los automorfismos de Zig.

Ejercicio 2.8. Encuentra todos los homomorfismos de Z1y a Zsg.

Ejercicio 2.9 (homomorfismos con grupos ciclicos infinitos). Sea n € Z,.
Encuentra lo siguiente:

1. Todos los homomorfismos de Z,, a Z.
2. Todos los homomorfismos de Z a Z,,.

3. Todos los homomorfismos de Z a Z.
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Ejercicio 2.10 (automorfismos de Z,,). Demuestra que el homomorfismo ¢, :
Z, — Z, dado por ¢.(x) = ax, Vx € Z, es un automorfismo si y solo si
med(n,a) = 1. Ademas, demuestra que

Aut(Zy,) = U(n).
(Sugerencia: sigue los pasos descritos en la demostracion del Teorema 2.26).

Ejercicio 2.11 (grupo de homomorfismos). Sea Hom(Z,,, Z,,) el conjunto de
todos los homomorfismos de Z,, a Z,,. Definimos la suma de homomorfismos de
la siguiente manera: dados ¢1, ¢ € Hom(Z,,, Z,), ¢1+ ¢ es la funcion definida
como (¢1 + ¢2)(z) = ¢1(z) + ¢2(z), Vo € Zy,. Demuestra que Hom(Z,,, Z,),
equipado con la suma de homomorfismos, es un grupo isomorfo a Zg4, con d =
med(n, m).
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2.2. Grupos abelianos

2.2.1. Sumas directas

Para estudiar grupos abelianos es importante que estudiemos mas a fondo
el concepto de suma directa de grupos.
Recordemos que la suma directa de dos grupos G1 y G2 es el grupo

G1® Gy :={(91,92) : g1 € G1,92 € Ga},

con operacién

(91,92)(h1,h2) = (g1h1,92h2), Vgi, h; € G;.

La suma directa de dos grupos puede generalizarse de manera natural a la
suma directa de una familia finita de grupos G1,Gs,...,Gy:

Gi®Ga @ ®Gy={(g1,92,---,9t) : gi € Gi},

con operacion

(917927 e 7gt)(h17h27° . '7ht) = (glh1u92h27‘ .. 7gtht)7 vglvhz S G’L

Observacion 2.27. A las sumas directas de familias finitas de grupos también
se les llama producto directo, y algunos libros usan el simbolo x en lugar de &. El
significado de producto directo y suma directa solo difiere cuando consideramos
una familia infinita de grupos {G; : ¢ € I'}. En este caso:

[[G={(g:ieD:geaq}

iel

@Gi ={(gi:i€1):g; € Giy g; # ej solo para un numero finito de j’s}.
icl

Para tener como referencia, si I = N, entonces [[,.; G; es andlogo al conjunto
de series de potencia formales Y -, a;z* (las cuales pueden tener un nimero
infinito de términos no nulos), mientras que €, ; G es analogo al conjunto de
polinomios >, a;z" (los cuales solo tienen un nimero finito de términos no
nulos, pero su grado puede ser arbitrariamente grande). De cualquier forma, en
el resto de este capitulo solo trabajaremos con sumas directas de familias finitas
de grupos, las cuales son equivalentes a los productos directos en este caso.

Lema 2.28 (propiedades de la suma directa). Sean G, H y K grupos.

—

. |G® H|=|G||H]|.
2. GoH~HaCG.

w

.(GoH) o K2Go(HaK).
4. SiG= H,entonces G K =2 Hd K.
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Demostracion.

1. G ® H cousiste en pares (g, h) tales que g € Gy h € H, asi que, como
conjunto, G & H es igual a producto cartesiano G x H. Sabemos que
|G® H| = |G x H| = |G||H]|.

2. Ejercicio 2.12.
3. Consideremos la funcion ¢ : (GO H) ® K — G @ (H @ K) definida por
o((g,h), k) :== (g, (h,k)), Vg€ G heHkeckK.
Es sencillo verificar que ¢ es un isomorfismo.

4. Sea ¢ : G — H un isomorfismo, y consideremos la funciéon ¢ : G & K —
H @ K definida por

¥(g, k) = (6(g9),k), Vg€G,keK.

Observemos que

V(g1, k1) = ¥(g2, k2) = (9(91), k1) = (¢(g2), k2).

Entonces, ¢(g1) = ¢(g2) y k1 = k2. Como ¢ es inyectiva, g1 = g2, por lo
que (g1, k1) = (g2, k2). Luego, ¢ es inyectiva.

Si (h,k) € H @ K, es un elemento arbitrario, su preimagen bajo ¢ es
(¢~ 1(h), k) € G @ K. Luego, 9 es sobreyectiva.

Finalmente,

V((g1, k1) (92, k2)) = ¥ (9192, k1k2)
(¢(9192) k1k2)
= (¢(91)#(92), k1k2)
= (¢(g1), k1)(P(g2), k2)
= (g1, k1)Y (g2, k2).

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo.

O
Lema 2.29 (orden de un elemento en la suma directa). Sean G1,Gs,...,G;
grupos y (91,92,---,9t) € G1 ® G2 & - - - & G,. Entonces,
(91,92, - 9¢)| = mem(|ga], |gal, - -, [ge)-
Demostracion. Sea m = mem(|g1], |92l - -, |gt]) vy 7 = [(91, 92, - . -, g)|- Debido

a que |g;| | m, tenemos que

(glag2a ce 7gt)m = ((gl)m’ (92)m7 AR (gt)m) = (617 €2,.. ., et)v
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donde e; es la identidad de G;. Por el Lema 1.25, r | m. Por otro lado, por
definicién de r,

(61, €2, ..., et) = (91792; cee agt)r = ((gl)rv (gQ)T’ LR (gt)r)a

asi que (g;)" = e; para toda i. De nuevo por el Lema 1.25, |g;| | r, para toda i.
Al ser m el minimo comun multiplo de los |g;|, tenemos que m | . Por lo tanto,
r=m. O

Ejemplo 2.30. Consideremos el grupo G = Zs @ Zs. Por el lema anterior,

[(1,1)] = mem(|1], |1]) = mem(2,3) = 6. Podemos verificar esto
1-(1,1) = (1,1)
2-(1,1) = (1,1) + (1,1) = (0,2)
3.(1,1) = (1,1) + (1,1) + (1,1) = (1,0)
4.(1,1) = (1,1) 4 (1, 1) + (1, 1) + (1,1) = (0,1)
5-(1,1)=(1,1)+(1,1) + (1,1) + (1,1) + (1,1) = (1,2)
6-(1,1)=(1,1)+(1,1)+(1,1)+(1,1) +(1,1) + (1,1) = (0, 0).

Teorema 2.31 (descomposicion del grupo U (st)). Sean s,t € Z tales que
mcd(s,t) = 1. Entonces,
U(st)=U(s) @ U(t).

Demostracion. Definimos una funcion ¢ : U(st) — U(s) & U(t) por

¢([z]se) = ([z]s, []),

donde [z]st, [#]s ¥ [z]: representan la clase de equivalencia de 2 modulo st, s y
t, respectivamente. Es sencillo verificar que ¢ es un isomorfismo bien definido
(Ejercicio 2.14). O

2.2.2. Teorema fundamental de grupos abelianos finitos

Recordemos que todo grupo ciclico es abeliano, pues para toda g*, ¢°* € G =
(g), tenemos que gFg® = g"+* = ¢g°t*% = ¢%¢¥. La suma directa de grupos
abelianos es un grupo abeliano (ver Ejercicio 2.13), asi que en particular, la
suma directa de grupos ciclicos es un grupo abeliano. Resulta que todo grupo
abeliano finito puede descomponerse como una suma directa de grupos ciclicos.

El objetivo de esta seccién es entender y aplicar el siguiente teorema:

Teorema 2.32 (teorema fundamental de grupos abelianos finitos). Sea G un
grupo abeliano finito. Entonces,

1. Descomposicién primaria: Existen potencias de primos ¢; := p;"*, para
i=1,2,...,t, donde los primos p; no son necesariamente distintos entre
si, tales que

Gngl @Zqz@®ZQt

Las potencias de primos qi, go, ..., q; se llaman los divisores elementales
de G.
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2. Descomposiciéon en factores invariantes: Existen enteros positivos
k1,ka,... k., donde k.. | k.1 | --- | k2 | k1, tales que

G222y, ®Lyy, @ -+ - D Ly,
Los enteros ki, ks, ..., k. se llaman los factores invariantes de G.

Corolario 2.33. Todo grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo
de grupos ciclicos.

Observacion 2.34. Sea G un grupo abeliano finito de orden n. Si g1, o, ..., ¢
son los divisores elementales de GG, entonces szl q; = n, puesto que

t
HQl: |Zq1@Zq2@"'@th| = |G| =n.
=1

Similarmente, si k1, ko, . . ., k; son los factores invariantes de G, entonces [[,_, k; =
n, puesto que

1% =12 ©Zk, ® - © Z, | = |G| = n.

=1

No demostraremos el Teorema 2.32 por ahora, pero lo ejemplificaremos y lo
aplicaremos para obtener las clases de isomorfia de todos los grupos abelianos
de orden n. En particular, el Teorema 2.32 implica que las clases de isomorfia
de grupos abelianos siempre tienen un representante que es una suma directa
de grupos ciclicos.

Ejemplo 2.35 (grupos abelianos de orden p). Recordemos que si G es un gru-
po de orden p, donde p es un nimero primo, entonces G debe ser un grupo ciclico.
Por lo tanto, G = Zj, lo que quiere decir que Z, determina a la tnica clase de
isomorfia de grupos de orden p.

Ejemplo 2.36 (grupos abelianos de orden 4). Sea G un grupo abeliano de
orden 4. Por el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos, G debe ser
isomorfo a la suma directa de grupos ciclicos, es decir

G274 0o G=7Zo®D7Lo.

» Si G = Zy, entonces G tiene un tnico divisor elemental q; = 22 = 4 y un
anico factor invariante k; = 4.

= Si G = 7Zsy @ Zs, entonces G tiene divisores elementales g1 =2y g =2y
factores invariantes k1 = 2y ko = 2.

Como Z4 % Zo®Zs (ya que en el primero existe un elemento de orden 4 mientras
que en el segundo todos sus elementos distintos de la identidad tienen orden 2),
concluimos que existen exactamente 2 clases de isomorfia de grupos abelianos
de orden 4.
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El siguiente lema es un criterio muy importante para determinar cuando dos
grupos abelianos son isomorfos.

Lema 2.37 (criterio de isomorfia para sumas directas de grupos ciclicos).
Sean s,t € Z.

27 27y < med(s,t)=1.

Demostracion. Esta demostracion se simplifica bastante considerando el si-
guiente hecho:
med(s,t) =1 < mem(s,t) = st.

(=) Usando la contrapuesta, supongamos que med(s, t) > 1. Entonces, mem(s, t) <
st. Observemos que |a| < sy |b| < t para toda a € Zs y b € Z;. Por el
Lema 2.29,

|(a,b)| = mem(|al, b]) < mem(s,t) < st,

para todo (a,b) € Zs®Z,. Por lo tanto, no hay ningtn elemento en Z,®Z;
de orden st, lo que implica que no es ciclico. Luego Zs ® Z; % Z.

(<) Supongamos que mcd(s,t) = 1, por lo que mem(s,t) = st. Aplicando el
Lema 2.29 al elemento (1,1) € Z; ® Z4,

[(1,1)] = mem(|1], |1]) = mem(s, t) = st.

Por lo tanto, Zs ® Z; = ((1,1)) es ciclico. Puesto que |Zs ® Z;| = st, el
Teorema 2.3 implica que Zs @ Z; =2 Zg;.

O
Descomposiciéon primaria | Desc. factores invariantes
Clase de isomorfia 1 Ty ® Zg Z36
Clase de isomorfia 2 Lo ® Ly @ Zg Zyg ® Lo
Clase de isomorfia 3 Z4® 23D Zs Lo @ Zs
Clase de isomorfia 4 Zio @ Lo ®Zs D Zs Ze ® Zg

Cuadro 2.1: Clases de isomorfia de grupos abelianos de orden 36.

Ejemplo 2.38 (grupos abelianos de orden 36). Hay 4 clases de isomorfia de
grupos abelianos de orden 36. Representantes de estas clases de isomorfia estan
dados por la Tabla 2.1. Usando el Lema 2.37, es facil verificar que la descom-
posicion primaria es isomorfa a la descomposicion en factores invariantes de un
mismo renglén, por ejemplo Zy @ Zg = Zsg porque med(4,9) = 1. Similarmente,
podemos verificar que descomposiciones de distintos renglones no son isomorfas,
por ejemplo Zg @ Zs % Zse porque med(18,2) = 2.



70 CAPITULO 2. TIPOS PARTICULARES DE GRUPOS

Definicion 2.39 (particion de un numero). Sea k € Z,. Una particion de k
es un conjunto de nimeros positivos {my,ma, ..., m¢} tal que

k=mi+mo+---+my

Ejemplo 2.40 (grupos abelianos de orden p*). Sea p un ntimero primo y k €
Z, . El Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos implica que hay
una biyeccién entre las clases de isomorfia de grupos abelianos de orden p* y
particiones de k. En particular, dada una particiéon k = m; +mg + --- + my
tenemos la clase de isomorfia

Loyms @ Ly @ -+ @ Lyyme .

Si ordenamos la particion mq; > mgy > --- > my, entonces en estos casos la
descomposicién primaria coincide con la descomposicién en factores invariantes.

Orden de G | Particiones de k | Clases de isomorfia
p 1 L
p? 2 Loy
1+1 Ly ®© Ly
p’ 3 Ly
2+1 Lo B Ly,
14+1+1 Zp & Ly @ Ty
p* 4 Ly
3+1 Lys ® Ly,
242 L2 @ L2
24141 L ® Ly ® Ly
1+1+1+1 Ly © Ly ® Ly ® Ly

Cuadro 2.2: Clases de isomorfia de grupos abelianos G de orden p*

Ejemplo 2.41. Consideremos el grupo abeliano
G = Ze @ Zao D Lse.
Encontraremos las dos descomposiciones de G establecidas en el Teorema 2.32.

1. Descomposicién primaria: Debemos encontrar potencias de primos (los
divisores elementales de G) tales que G se descomponga como la suma
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directa de grupos ciclicos de cuyos érdenes son esas potencias de primos.
Por el lema anterior,

Lo = TLo DLz, Loo =7y ®Ls, L3e= T2 D ZLs.
Por lo tanto,

G (Lo ®73) D (Zo2 ®ZLs) D (Zoz ® Zs2),
2o D Loz B Zin2 D Lig D g2 D Zs.

Por lo tanto, los divisores elementales de G son 2, 22, 22, 3, 3% y 5.

2. Descomposicidon en factores invariantes: Para encontrar esta descom-
posicién podemos usar la descomposicién primaria de G encontrada en el
punto anterior. El primer factor invariante sera el producto de los divi-
sores elementales mas grandes que sean potencias de primos distintos, es
decir k; = 22325 = 180. Los divisores elementales que sobran son 2, 22 y
3, asi que el segundo factor invariante seré el producto de estos divisores
elementales que sean mas grandes y potencias de primos distintos; es de-
cir, ko = 223 = 12. Finalmente, solo queda el divisor elemental 2, asi que
ks = 2. Por lo tanto, la descomposicion de G en factores invariantes es

G = Zngo © Zi2 @ Zo,

donde 2 | 12 | 180.

Palabras clave: suma directa, teorema fundamental de grupos abelianos
finitos, criterio de isomorfia para sumas directas de grupos ciclicos.
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2.2.3. Ejercicios
Ejercicio 2.12. Sean G y H grupos. Demuestra que G ® H 2 H ® G.

Ejercicio 2.13. Sean G1,Gs,...,G; grupos abelianos. Demuestra que G; G2 ®
-+ @ G4 es un grupo abeliano.

Ejercicio 2.14. Sean s,t € Z tales que med(s,t) = 1. Demuestra que la fun-
cion ¢ : U(st) — U(s) @ U(t) dada por

¢([2]se) = ([ls, [2]0),

es un isomorfismo bien definido.

Ejercicio 2.15. ;Cual es el menor entero positivo n tal que existen tres grupos
abelianos de orden n no isomorfos? ;Cudales son estos grupos?

Ejercicio 2.16. Encuentra todos los grupos abelianos, salvo isomorfismos, de
orden 360.

Ejercicio 2.17. Encuentra, salvo isomorfismo, todos los grupos abelianos de
orden 200. Para cada uno de ellos, escribe tanto la descomposiciéon primaria
como la descomposicién en factores invariantes.

Ejercicio 2.18. Demuestra que existen dos grupos abelianos no isomorfos de
orden 108 que tienen exactamente un subgrupo de orden 3.

Ejercicio 2.19. Sean p1,ps, ..., pr nimeros primos distintos. ;Cuantos grupos
abelianos hay, salvo isomorfismos, de orden p; X ps X -+« X pg?

Ejercicio 2.20. Para cualquier k¥ € Z., definimos por par(k) al nimero de
particiones de k. Por ejemplo, par(3) = 3 y par(4) = 5. Demuestra que el
numero de clases de isomorfia de grupos abelianos de orden n € Z es

par(ky) - par(kg) - - - -- par(ky),

donde n = plflplz€2 ...pyr es la factorizacion de n en primos distintos.

Ejercicio 2.21 (x). Supongamos que G es un grupo abeliano finito que tiene
exactamente un subgrupo para cada divisor de |G|. Demuestra que G debe ser
ciclico.
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2.3. Grupos de permutaciones

2.3.1. Grupo simétrico

Definicion 2.42 (permutacion). Una permutacion de un conjunto A es simple-
mente una funcién biyectiva o : A — A.

En esta seccion estudiaremos permutaciones de conjuntos finitos. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir siempre que nuestro conjunto finito es

[n] :={1,2,...,n}, conné€Z;.

A diferencia de las funciones con dominios infinitos, una funcion « : [n] — [n]
puede representarse mediante una lista, pues estd totalmente determinada por
las imagenes de 1,2,--- ,n.

De esta forma, dada cualquier permutacion « : [n] — [n], podemos represen-
tarla mediante la notacion en dos lineas como

o= (aly oty T et ):

o mediante la notacion en una linea como

Ejemplo 2.43. Sea n = 4 y consideremos la permutacion « : [4] — [4] definida

por
(1 2 3 4
T3 41 2)
En notacién en una linea esta permutacién es o = 3412.

Observacion 2.44. Una funcién « : [n] — [n] es inyectiva si y solo si los ele-
mentos de la lista «(1)a(2)...a(n) son todos distintos entre si. Ademas, es
equivalente que todos los elementos de la lista sean distintos entre si a que to-
dos los nameros 1,2, ..., n aparezcan en la lista. Esto demuestra que una funciéon
a : [n] — [n] es inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

Definicion 2.45 (punto fijo). Un elemento i € [n] es un punto fijo de una per-
mutacion « : [n] — [n] si a(i) = i. Denotamos al conjunto de puntos fijos de o
como

fix(a) :={i € [n] : ali) = i}.

Definicion 2.46 (soporte). El soporte de una permutacion a : [n] — [n] es el
conjunto

supp(a) == {i € [n] : a(3) # i}.
Observacion 2.47. Para cualquier permutacion « : [n] — [n],

supp(a) = [n] — fix(«).
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Ejemplo 2.48. Consideremos « : [5] — [5] definida por
(1 2 3 4 5
““\2 435 1)
Entonces, fix(o) = {3} y supp(a) = {1,2,4,5}.

Teorema 2.49 (grupo simétrico). Sea n € Z,. El conjunto de todas las per-
mutaciones de [n],

Sp :={a:[n] = [n] | a es biyectiva},
equipado con la composicién de funciones, es un grupo.
Demostracion.

(GO) Si «,8 € Sy, entonces awo B € S, ya que la composiciéon de funciones
biyectivas es biyectiva.

(G1) La composicién de funciones siempre es una operacion asociativa.
(G2) La funcion identidad id : [n] — [n] es biyectiva, asi que id € S,,.

(G3) Todas las funciones biyectivas tiene una inversa: si a € S, entonces
~1
atels,.

O

Definicion 2.50 (grupo simétrico). Al grupo S, lo llamamos el grupo simétri-
co de grado n.

Notacion 2.51. Denotaremos la composicién de dos permutaciones o, 8 € S,
simplemente como a3 en lugar de a o 3. Ademas, nos referimos a a8 como el
producto de permutaciones, a pesar de que estrictamente se trate de la compo-
sicion.

Ejemplo 2.52. El grupo simétrico S3 tiene 6 elementos; explicitamente,

SS = {ﬂh 527 ﬂ3> 647 657 56}7
donde los (;’s estan definidos en la Tabla 2.3.

Observacion 2.53. La cardinalidad de S,, es
|Spl=nl:=n-(n—-1)-----2-1.

Es facil comprobar esto ya que los elementos de .S,, pueden verse como listas de
elementos no repetidos de [n]. Asi pues, hay n posibilidades para la primera en-
trada de la lista, n—1 posibilidades para la segunda entrada, y asi sucesivamente
hasta llegar a tener solo 1 posibilidad para la n-ésima entrada. El principio del
producto de combinatoria nos permite concluir que hay precisamente n! listas
con elementos no repetidos de [n].
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Permutacion Not. en Permutacion Not. en
una linea una linea
(2] w fae(12 )]
62(5 f g) 213 55(; g i’) 231
(2] m [ae(i 2 )] w

Figura 2.3: Composicion de permutaciones.

Ejemplo 2.54. Para realizar la composicién de permutaciones debemos rastrear
a donde son enviados cada uno de los elementos de [n], iniciando de derecha a
izquierda (ya que en ese orden se hace la composicion de funciones). Por ejemplo,
hacemos la composiciéon de B2 y B3 en S3 en la Figura 2.3.

Definicion 2.55 (permutaciones disjuntas). Decimos que dos permutaciones
a, 8 € S, son disjuntas si supp(a) N supp(8) = 0.

Ejemplo 2.56. Consideremos las permutaciones
(1 2 3 4 5 3= 1 2 3 4 5
““\1 235 4) Y 7723145
Entonces « y 8 son permutaciones disjuntas, puesto que supp(a) = {4,5} y

supp(B) = {1,2,3}.

Lema 2.57 (permutaciones disjuntas conmutan). Si o y 8 son permutacio-
nes disjuntas, entonces o8 = fBa.

Demostracion. Hay que demostrar que «af(c) = Sa(c), para toda ¢ € [n].

= Caso 1: ¢ € supp(a). Al ser permutaciones disjuntas, ¢ ¢ supp(8) por lo
que c € fix(B). Luego, af(c) = a(c). Por otro lado, a(c) # ¢ implica que
al(a(c)) # alc), por lo que a(c) € supp(a) y a(c) € supp(B). Por lo tanto,

Ba(c) = a(e) = af(e).
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= Caso 2: ¢ € supp(3). Este caso es anélogo al anterior.

= Caso 3: ¢ € supp(a) y ¢ € supp(8). Entonces, ¢ € fix(a) y ¢ € fix(8) por
lo que

af(c) = alc) = ¢ = f(c) = Ba(c).

2.3.2. Notacidn ciclica

En esta seccién presentaremos un tercer tipo de notacién para permutaciones
el cual es muy conveniente para deducir ciertas propiedades tales como el orden
de la permutacion.

Definicion 2.58 (ciclo). Un ciclo de longitud k, o un k-ciclo, es una permuta-
cion a € S, tal que existen aj,as,...,a; € [n] que cumplen lo siguiente:

a(a;) = a1, Vi=1,2,...,k—1

a(b) = b, Vb € [n] — {ai,...,ax}.
En tal caso, denotamos al k-ciclo como
a = (a,ag,...,a).

Es importante hacer énfasis en que todos los nimeros que no aparecen en
un k-ciclo quedan fijos al aplicar la permutacion.

Si a = (a1, as,...,ax), en ocasiones es conveniente abusar de la notacion y
escribir

(i) = @ig1 mod(k)

dado que a(a;) = a;41 parai=1,...,k— 1y alar) = a;.

Ejemplo 2.59. Con la notacién del Ejemplo 2.52, los elementos de S3 en nota-
cion ciclica son:

B = (1) B2 = (1,2) Bs = (1,
Ba= (273) Bs = (1,2,3) Be = (17 72)

Ejemplo 2.60. Existen varias formas distintas de representar una misma per-
mutacién en notacion ciclica. Por ejemplo, si o € S, esta definida por

B 1 2 3 4
““\ 2 3 41
en notacion ciclica tenemos

a=(1,2,3,4) = (2,3,4,1) = (3,4,1,2) = (4,1,2,3).
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En general, un mismo k-ciclo siempre puede escribirse de k formas distintas:
(al?a27 L )a’k)) = (a’2)a3) LK 7ak:aa1) == (ak,al,GQ, LR 7ak71)'

Ademas, la identidad de S,, puede escribirse en notacién ciclica de n formas
distintas, pues siempre es igual a cualquier 1-ciclo:

id=(1)=(2) = = (n).

Ejemplo 2.61. No necesariamente toda permutacion puede escribirse como un
solo ciclo. Por ejemplo, si g € S5 estd definida por

1 2 3 4 5
B_(21435>

no podemos escribir a § como un solo ciclo. Sin embargo, podemos escribir a 8
como el producto de dos 2-ciclos y un 1-ciclo:

p=(1,2)3,4)(5).

Dada la convencién de que los niimeros que no aparecen en un ciclo quedan
fijos, siempre es posible omitir la escritura de los 1-ciclos:

B = (172)(374)(5) = (172)(374)'

Ejemplo 2.62. Para obtener el producto (o composicion) de permutaciones en
notacion ciclica debemos rastrear cada i € [n] en cada uno de los ciclos, siempre
de derecha a izquierda (ya que este es el orden en el que se hace la composicion de
funciones). Por ejemplo, si o = (1,2,3,5)(4,6) y 8 = (3,2,4)(1,5,6), podemos

obtener que
N

af = (1,2,3,5)@6)(3,2H)(1,5.6) = 2,6)(4,5)

Y [y
Ba = (3,2[4)(1,5,6)(1][21 3,5)(4,6) = (1,4)(3,6).

Teorema 2.63 (permutaciones como ciclos). Toda permutacion en .S,, se pue-
de escribir como un producto de ciclos disjuntos.

Demostracion. Sea o« € S,,. Haremos la demostracion por induccién sobre
s = [supp(a)].

Caso base: Si s = 0, entonces a = id, y puede escribirse como un 1-ciclo:
a=(1).

Hipoétesis de induccién: Supongamos que toda permutaciéon g € S, tal que
|supp(8)| < s puede escribirse como el producto de ciclos disjuntos.
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Paso de induccion: Tomemos un ¢ € supp(a) arbitrario y consideremos el
subconjunto I de [n] definido por

I:={a"(i):keZ}

Como el conjunto [n] es finito, I debe ser finito, por lo que debe haber
repeticiones en los elementos descritos arriba. Si a*(i) = a" (i), para algu-
nos k,r, entonces ak_r(z’) = 1. Luego, sea m el menor entero no negativo
tal que o™ (i) = i. Esto nos permite describir a I como un conjunto finito
con los siguientes elementos distintos:

I=1{i, a(), @), ..., «™ 1(i)}.

Definimos una permutacion 8 € S,, como sigue: para toda j € [n],

- i sijel
BU): {a(j) sijen]—1I.

Afirmacién: g : [n] — [n] es efectivamente una permutacion.

Para demostrar esto verificamos que 3 es inyectiva y usamos la Observa-
cion 2.44. Si B(j1) = B(j2), entonces o j1,72 € I 0 j1,j2 € [n] — I (no
es posible que 71 € I y jo € [n] — I, porque esto implica que j; = a(jz2)
y j1 = a”(i) para algtn r, por lo que jo = a"~1(i) € I, lo cual es una
contradiccion). En el primer caso, tenemos directamente que j; = jo y
en el segundo caso a(ji1) = a(j2) implica que j; = jo. Por lo tanto, g es
efectivamente una permutacion.

Afirmacién: o = (i, a(i),a?(i),...,a™ 1(i))B.
Es sencillo verificar esto simplemente evaluando cada elemento de [n] de
ambos lados de la igualdad.

Afirmacién: |[supp(8)| < |supp(«)|.

Observemos que g tiene més puntos fijos que «, porque todo punto fijo
de «a esta fijo en 8 y al menos i € [n] es punto fijo de 8 que no es punto
fijo de a (porque i € supp(«)). En otras palabras, el soporte de S esta
estrictamente contenido en el soporte de a.

Por hipétesis de induccién, 8 puede escribirse como un producto de ciclos
disjuntos. Ademas, cada uno de los ciclos que aparecen en 3 son disjuntos

con el ciclo (i, a(i),a?(i),...,a™ (i) porque 3 fija todos los puntos de
1. Por lo tanto, a puede escribirse como un producto de ciclos disjuntos.
O

Definicion 2.64 (estructura ciclica). La estructura ciclica de o € S,, es el mul-
ticonjunto? formado por las longitudes de los ciclos en la descomposiciéon de «
en ciclos disjuntos. En otras palabras, si

o = (al)l, .. .,alt;ﬁ)(azl, e 70,2)]€2) e (aﬂl, .. .,G,T)/W),

2Esencialmente, un multiconjunto es una modificacién del concepto de conjunto en el cual
se permite la repeticion de los elementos que pertenecen a él.
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donde a; ; # a5+ paratoda (i, j) # (s,t),la estructura ciclica de awes {k1, ko, ..., k, }.

El siguiente resultado se debe al matematico italiano Paolo Ruffini en 1799.

Teorema 2.65 (orden de una permutacion). Sea o € S,, una permutacion con
estructura ciclica {ki, ks, . .., k.. }. Entonces,

|a| = mem(kq, ka, - .., k).
Demostracion. Consideremos la descomposicion de « en ciclos disjuntos
d = 1y ...0,

donde, para cada i = 1,...,r, a; es un ciclo de longitud k;. Demostraremos el
teorema por induccién sobre 7.

Caso base: Se deja como ejercicio demostrar que un solo ciclo de longitud k;
tiene orden k; (Ejercicio 2.31).

Hipotesis de induccién: Supongamos que toda permutacién g € S, con es-
tructura ciclica {t1, ..., ts}, donde s < r, cumple que |3| = mcm(ty,...,ts).

Paso de induccidén: Definimos la permutacion
Bi=as...q,.

Observemos que o = a3, que  tiene estructura ciclica {ko,...,k.} v,
por hipotesis de induccion, || = mem(ks, ..., k). Sean

a:=l|a| y m:=mcm(ky,|s|) = mem(ky, ks, ..., k).

Demostraremos que a = m, mostrando que a | m y m | a.

Afirmacion: a divide a m

Como m es multiplo de k; y de ||, tenemos que af* = (1) y 8™ = (1).
Debido a que a; y 8 consisten en ciclos disjuntos, el Lema 2.57 implica
que a7 y B conmutan. Luego,

o™ = (@)™ = afB™ = (1).

Por el Lema 1.25, a = |a| divide a m.

Afirmacién: m divide a a
Observemos que

)=a"=afp* = of=p""%
Por los Ejercicios 2.23 y 2.24,

supp(af) = supp(8~*) C sup(a1) Nsup(f).
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Al ser oy y 8 permutaciones disjuntas, sup(ay) Nsup(8) = 0, por lo que
supp(a$) = supp(8~*) = 0. Esto demuestra que

af=p""=(1) = aof=1)yp* =),

Nuevamente, por el Lema 1.25, |ag| = k1 | a y |B]| | a; es decir, a es un
multiplo comtn de k; y |8]. Por la propiedad del minimo comun multiplo,
m divide a a.

g
Ejemplo 2.66. Si o = (1,2)(3,4,5), entonces |o| = mem(2,3) = 6.

Ejemplo 2.67. Si § = (1,2)(3,2,5), entonces no es verdad que el orden de
B sea 6, pues los ciclos dados en esta descomposicion de S no son disjuntos.
Podemos expresar a 8 como producto de ciclos disjuntos simplemente haciendo
el producto entre (1,2) y (3,2,5):

B=01,2)3,25)=(1,253) = |[Bl=4

Ejemplo 2.68. La lista de érdenes de las permutaciones en S,, puede obtenerse
analizando las posibles estructuras ciclicas en S,,.

Est. ciclica | {1} | {2} {3} {4} {2,2}
Ejemplo | (1) |(1,2)|(1,2,3)](1,2,3,4) | (1,2)(3,4)
Orden 1 2 3 4 2

Cuadro 2.4: Ordenes de los elementos de Sy.

Est. ciclica | {1} | {2} | {3} {4} {5} (2,2} (2,3}

Ejemplo | (1) | (1,2) | (1,2,3) ] (1,2,3,4) | (1,2,3,4,5) | (1,2)(3,4) | (1,2)(3,4,5)

Orden 1 2 3 4 5 2 6

Cuadro 2.5: Ordenes de los elementos de Sj.

Observacion 2.69. Las estructuras ciclicas de S,, estdn en biyeccion con las
particiones de n en el sentido de teoria de numeros, es decir, con las formas de
escribir a n como una suma de enteros positivos. Por ejemplo, cuando n = 5, la
estructura ciclica {2} corresponde a la particién 241+ 1+ 1, mientras que {2, 3}
corresponde a 2 + 3. De hecho, dada una estructura ciclica {k1, k2, ..., k. }, la
particion de n estd dada por

kitke+- ke + 141441
—_——

n—ky—---—k, veces
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Los siguientes resultados nos dan una forma para obtener, de manera sencilla,
el conjugado de una permutacion.

Lema 2.70 (conjugacion de k-ciclos). Sea o € S,, cualquier permutaciéon y
(a1,a2,...,a) € S, un k-ciclo. Entonces,

alar,as, ... ap)at = (a(ar), alas), ..., afay)).
Demostracién. Demostraremos que
alay,as, ... ap)a " (c) = (alar), alas), ..., alar))(c), Ve € [n].
Caso 1: ¢ = a(a;), para algin 4. Del lado derecho obtenemos que
(a(ar), faz), ..., ala))((a;)) = ala+1)mod(k))-

Para calcular el lado izquierdo, primero observamos que ¢ = «(a;) implica
que a~!(c) = a;. Entonces,

alay,az,...,ap)a" () = alay, ag, ..., ax)(a;) = a(@(i+1)mod(k))-
Caso 2: ¢ # a(a;) para toda i. Del lado derecho obtenemos que ¢ queda fijo

(a(ay), alaz),...,alar))(c) = c.

Observando que ¢ # «(a;) para toda i implica que a~!(c) # a; para toda
i, obtenemos que

alar,az, .., ar)a(¢) = ala~' () = c.
O

Corolario 2.71 (conjugado de una permutacién). Sean o y 3 permutaciones.
Supongamos que la descomposicion en ciclos disjuntos de S es

=011,y b1k) o (bray. o, brg,)-
Entonces,
aBa™t = (albia), ..., abir)) - (ara), ..., albrg)) .
Demostracion. Aplicando el lema anterior, podemos obtener lo siguiente:
aBa ™t =aii,. . bigy) o (braye sy brg)at

=abq,..., blykl)ofla . ofloz(b,.,l, e b, o
= (Oé(bl)l), ey Oé(bl’;ﬁ)) e (a(br’l), ey a(br’kr)).

-1

O

Ejemplo 2.72. Sean o = (2,5) y sea § = (1,2, 3,4). Usando el corolario anterior
obtenemos que

afat = (a(1),a(2),a(3),a(4)) = (1,5,3,4).

Ejemplo 2.73. Sean o = (1,2, 3)(4,5) y sea 8 = (1,3)(2,4). Usando el corolario
anterior obtenemos que

afa = (a(1), a(3))(a(2), a(4)) = (2,1)(3,5).
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2.3.3. Grupo alternante

Definicion 2.74 (transposicion). Una permutacion es una transposicion si es
un 2-ciclo.

Ejemplo 2.75. Todas las transposiciones de Sy son:
(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).

Teorema 2.76 (descomposicion en transposiciones). Toda permutacién se
puede escribir como el producto de transposiciones.

Demostracidn. Por el Teorema 2.63, toda permutacion puede escribirse como
producto de ciclos disjuntos, asi que, para demostrar este teorema, basta con
probar que todo ciclo puede escribirse como el producto de transposiciones.
Dado cualquier ciclo (a1, as,...,ax), con k > 2, observemos que

(a17a27 L 7ak:) = (a17a2)(a27 a3) ... (ak:727 ak71)<ak71; ak);

lo cual puede verificarse directamente evaluando cada a; en ambos lados de la
igualdad. Finalmente, si & = 1, tenemos a la permutacion identidad, la cual
puede descomponerse como

(1) = (1,2)(1,2).
g

Observacion 2.77. La descomposicién en transposiciones de un ciclo no es uni-
ca. Por ejemplo, ademéas de la descomposicion dada en el teorema anterior
usando transposiciones de elementos consecutivos del ciclo, también tenemos
la siguiente descomposiciéon usando al primer elemento como “ancla’:

(a17 as, ... 7ak) = (a17 ak)(aﬂ,akfl) ... (a17 a3>(a17a2)'
Ejemplo 2.78. Observemos las siguientes descomposiciones en transposiciones:

3,4)(4,5) = (1,5) (1,4) (1,3) (1,2),
(576) - (134)(1a3)(5’6)7
1,4)(1,4).

(1,2,3,4,5) = (1,2)(2 3)
(1,3,4)(5,6) = (1,3)(3,4)
(33572) = (3’5)(352) = (375)(3’2)( )

—
~

En particular, el ultimo ejemplo muestra que el nimero de transposiciones que
aparecen en la descomposicion tampoco es tnico.

Observacion 2.79. Recordemos que un subconjunto S genera a un grupo G si
todos los elementos de G pueden ser expresados como productos de los elementos
de SUS~! (ver Ejercicio 1.25). Por lo tanto, el Teorema, 2.76 establece que todo
grupo simétrico .S,, es generado por el conjunto de sus transposiciones.
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Definicion 2.80 (funcidn signo). Para cualquier n > 2, definimos la funcién
signo sgn : S, = {1,—1} como

sgn(a) = (-1)°, Va €S,

donde s es el numero de transposiciones que aparecen en la descomposicién de
Q.

Observacion 2.81. Por la definicion de la funcion signo podemos deducir que,
para cualquier a € S,,, sgn(a) = 1 si y solo si existe una descomposiciéon de
a en un numero par de transposiciones, y sgn(a) = —1 si y solo si existe una
descomposicién de « en un niimero impar de transposiciones.

Como vimos en el Ejemplo 2.78, el nimero de transposiciones que aparecen
en las descomposiciones no es anico. Por ejemplo, si a := (1,2, 3), entonces

a=(1,2)(2,3) v a=(1,2)(2,3)(1,2)(1,2),

por lo podemos obtener sgn(a) = (—1)? = 1, 6 sgn(a) = (—1)* = 1. El siguiente
resultado demuestra que, independientemente de la descomposicién en transpo-
siciones que usemos para « € S, el resultado de la funcién signo aplicada en «
siempre serd el mismo.

Teorema 2.82 (funcion signo). La funcion signo sgn : S, — {1, —1} esta bien
definida.

Demostracion. Debemos demostrar que el nimero de transposiciones en la
descomposicién de cualquier permutacién es siempre par, o siempre impar. Em-
pezaremos demostrando que la identidad siempre se descompone en un niimero
par de transposiciones.

Afirmacién: Si id = 7,.7,,_1 ... 727, donde las 7;’s son transposiciones, en-
tonces r es par.

No es posible que » = 1, pues una transposicién no es igual a la identidad.
Luego r > 2. Demostraremos por induccién que r debe ser par.

Caso base: Si r = 2, entonces r es par, justo como se necesita.

Hipotesis de induccién: Siid se descompone en un producto de s transposi-
ciones, con s < r, entonces s es par.

Paso de induccidén: Si 7; = 7;,_1, para algun i, entonces 7;7;,_1 = id. En esta
situacién, podriamos omitr el producto 7;7;_1 para obtener una descom-
posicién de id en r — 2 transposiciones. Por hip6tesis de induccion, que
r — 2 es par, lo que implica que r es par.

Para usar reducciéon al absurdo, supongamos que 7; # 7;_1 para toda i.

Sean 72 = (¢,d) y 71 = (a,b). Demostraremos que podemos reemplazar a
.. 1)_(1 .

o7 por un producto de dos transposiciones 7'2( )7'1( ) donde el nimero a

solo aparece en la transposicion de la izquierda. Analizaremos tres casos:
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Caso 1: 7 y 71 son disjuntas. Entonces 7 y 71 conmutan, por lo que
271 = (Cv d) (av b) = (av b) (Ca d)

Caso 2: supp(72) Nsupp(71) = {a}. Sin perder generalidad, supongamos
que a = d. Luego,

7971 = (¢, a)(a,b) = (a,b)(b,c).

Caso 3: supp(72) Nsupp(m) = {b}. Sin perder generalidad, supongamos
que b = d. Luego,

7911 = (¢, b)(a,b) = (a,c)(c,b).

El caso supp(72) Nsupp(71) = {a, b} no es posible pues 7o # 7.

Con lo anterior, obtenemos una nueva descomposicion

b

d=77_1... 7'37'2(1)7'1(1)

donde el nimero a aparece por primera vez (yendo de derecha a izquierda)
en 72(1). Usamos el argumento del parrafo anterior para reemplazar a 7372(1)
y obtener otra descomposicion

(2 )

. 2) (1
id=77_1...73 7'2( )7'1( ,

, . 2 .
donde el nimero a aparece por primera vez en TPE ). Continuando este
proceso r — 1 veces obtenemos una descomposicion

id = Tr(r_l)T(Tfl) P70

r—1 -T2 T
donde el nimero a aparece por primera vez en T,gr_l). Sin embargo, esto
implica que a no queda fijo en este producto de transposiciones, lo cual
es una contradiccién, pues a obviamente queda fijo al aplicar id. Esto
concluye la demostracion.

Afirmacién: Sea o € S,, una permutacién tal que

Q= TpTp_1...72T] = 0505_1...0201,

donde las 7;’s y 0;’s son transposiciones. Entonces, 7 es par si y solo si s es par.

Como las transposiciones tienen orden 2, se cumple que 7'2-_1 = 14, para toda

1. Despejando la igualdad de arriba, obtenemos que

id = 0s05—-1..-0201T1 «..Tpr—-1Tp-

Por la afirmacién anterior, r» 4+ s debe ser un numero par, lo que implica que r
es par si y solo si s es par. O
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Definicion 2.83 (paridad). Decimos que una permutacion « € S, es par si
sgn(a) = 1, y decimos que es impar si sgn(a) = —1.

En otras palabras, una permutacion es par, o impar, si puede descomponerse
en un numero par, o impar, de transposiciones, respectivamente. El Teorema
2.82 implica que una permutacién no puede ser par e impar al mismo tiempo.

Ejemplo 2.84 (permutaciones pares e impares). 1. Lapermutacion (1,2, 3,4)
es impar pues puede escribirse como un producto de 3 transposiciones:

(1,2,3,4) = (1,4)(1,3)(1,2).

2. La permutacion (1,2,3,4)(5,6) es par pues puede escribirse como un pro-
ducto de 4 transposiciones:

(1a 2, 374)(57 6) = (L 4)(173)(17 2)(5a 6)

3. Como sabemos, cualquier k-ciclo (a1, as, ..., ax) puede escribirse como un
producto de k — 1 transposiciones:

(a1,a2,...,ar) = (a1,ax)(ar,ax—1) ... (a1, asz).

Por lo tanto, un k-ciclo es una permutaciéon par si k es impar, y es una
permutacién impar si k es par.

Teorema 2.85 (funcion signo es homomorfismo). Consideremos al conjun-
to {1, —1} como un grupo equipado con la multiplicacién. Entonces, la funcién
signo sgn : S, — {1, —1} es un homomorfismo.

Demostracion. Sean o, 3 € S,, permutaciones con las siguientes descomposi-
ciones en transposiciones: &« =T, ...7e7T v 8 = 05 ...0201. Entonces,

sgn(af) = sgn(7,...72T105 ... 0207)
= (1) = (=1)7(-1)°
= sgn(a)sgn(f).
Esto demuestra que sgn es un homomorfismo. O

Definicion 2.86 (grupo alternante). El grupo alternante de grado n se define
como el kernel de la funcién signo:

Ay i=ker(sgn) ={a € S, :sgn(a) =1} = {a € S,, : @ es par}.

Observacion 2.87. Dado que la funcion signo es un homomorfismo y A,, es su
kernel, el Lema 1.107 implica que A,, es un subgrupo normal de S,,.

Teorema 2.88 (orden de A,,). Para cualquier n > 2,

[Sn]  n!
Al =10l 2
[An| = == =3

En otras palabras, el indice de A,, en S,, es 2.
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Demostracion. Sea I, el conjunto de permutaciones impares en S,,. Claramen-
te, S, = A, UI,, donde la unién es disjunta porque ninguna permutacién puede
ser par e impar al mismo tiempo. Primero demostraremos que |A,| = |I,]|.
Consideremos la funcién v : A,, — I,, dada por

P(a) =a(1,2), VYa€ A,.

Observemos que si « es par, entonces «(1,2) es impar (pues estamos agregando
una transposicion), por lo que el codominio de ¢ es efectivamente I,,. Demos-
traremos que 1 es una biyeccion.

1. 9 es inyectiva. Para cualesquiera «, 8 € A,
Y(a) =9(B) = a(1,2) =(1,2) = a=4.

2. 1 es sobreyectiva. Sea v € I,, una permutacion impar arbitraria. Entonces,
7(1,2) es par y
$(7(1,2)) =~(1,2)(1,2) = .

Por lo anterior,

|Sn| = |An UIn‘ = |An‘ + |In| = |An| + |An| = Q‘An|'

Por lo tanto, |A,| = ‘32"|. O

Ejemplo 2.89. El grupo Aj tiene orden 35' = 3; explicitamente,

Az = {(1)a (17 2, 3)7 (1737 2)}

El grupo Ay tiene orden 47! = 12; expicitamente

1),  (1,2)3,4), 1,3)(24), 1,4923), (1,23), (1,3,2),
Ay =
(1,2,4),  (1,4,2),  (1,3,4),  (1,43), (2,3,4), (2,4,3)

Palabras clave: permutacion, grupo simétrico, soporte, notacion ciclica,
estructura ciclica, orden de una permutacion, transposicion, paridad, grupo al-
ternante.
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2.3.4. Ejercicios

Ejercicio 2.22. Da un ejemplo de una funcién f : Z — Z que sea inyectiva pero
no sobreyectiva, y da un ejemplo de una funcién g : Z — Z que sea sobreyectiva
pero no inyectiva.

Ejercicio 2.23. Para cualquier a € S,, y k € Z,, demuestra que
1. fix(a) C fix(a®).

2. supp(a¥) C supp(a).

Ejercicio 2.24. Para cualquier o € S,,, demuestra que
1. fix(a) = fix(a™1).

2. supp(a) = supp(a~1).
Ejercicio 2.25. Escribe la siguiente permutacién en notacién ciclica:
(1 2 3 4 5 6 7
““\4 5 7 2 1 3 6
Ejercicio 2.26. Escribe todos los elementos de S4 en notacion ciclica.

Ejercicio 2.27. Sea « € S,,. Demuestra que la relacion sobre [n] = {1,2,...,n}
definida como
i~j <  3k>0tal que of(i) =

es una relaciéon de equivalencia. Describe las clases de equivalencia en esta rela-
cion de equivalencia.

Ejercicio 2.28. Demuestra que la descomposicién de una permutaciéon en pro-
ducto de ciclos disjuntos es tnica salvo el orden en el que aparecen los ciclos.

Ejercicio 2.29. Escribe cada una de las siguientes permutaciones como produc-
to de ciclos disjuntos y encuentra sus érdenes:

1. (1,2,3,5)(4,1,3).
2. (1,3,2,5,6)(2,3)(4,6,5,1,2).
3.(1,2)(1,3)(2,3)(1,4,2).
4. (1,

1,2,4)(3,5,7).
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Ejercicio 2.30. Determina si las siguientes permutaciones son pares o impares:
1. (1,3,5).

2. (1,3,5,6).

3. (1,2)(1,3,4)(1,5,2).

4. (1,

1,2,4,3)(3,5,2,1).
Ejercicio 2.31. Demuestra que el orden de un k-ciclo (a1, as,...,ax) es k.

Ejercicio 2.32. Escribe todas las posibles estructuras ciclicas y 6rdenes de los
elementos de los siguientes grupos: Sg y Ag.

Ejercicio 2.33. Escribe todas las posibles estructuras ciclicas y 6rdenes de los
elementos de los siguientes grupos: S7 y Az.

Ejercicio 2.34. Sea H un subgrupo de S,. Demuestra que H < A,, o exacta-
mente la mitad de los elementos de H son pares.

Ejercicio 2.35. Encuentra el conjugado afa~! en cada una de las siguientes
situaciones:

Loa=(1,2,3,4)y 8= (1,3).
a=(1,5)(2,4)y B=(1,2)(2,4,5).

3. a=(1,2)yf=(23).

4. o =(1,3)(5,6) y 8 =(1,2,3,4,5).

Ejercicio 2.36. Demuestra que dos permutaciones «, 8 € S, son conjugadas si
y solo si a y (8 tienen la misma estructura ciclica.

Ejercicio 2.37. Sea H = {(1),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}. Demuestra
que H es un subgrupo normal de A4. Escribe todas las clases laterales del
grupo cociente Ay/H.

Ejercicio 2.38. Para n > 2, Demuestra que S,, es generado por los siguientes
conjuntos:

1. $:={(1,2),(2,3),...(n—1,n)}
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2. S:=1{(1,2),(1,3),....(1,n)}
3. S:=1{1,2),(1,2,...,n)}

(Sugerencia: en cada caso, demuestra que toda transposicion puede escribirse
como productos de elementos en SU S~ y usa el Teorema 2.76. )

Ejercicio 2.39 (*). Para n > 3, demuestra que A, es generado por el conjunto
de 3-ciclos.
Ejercicio 2.40. Para n > 3 demuestra que .S,, no es abeliano.

Ejercicio 2.41. Para n > 3 demuestra que el centro de S,, es trivial, es decir

Z(Sn) = {(1)}-
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CAPITULO 2. TIPOS PARTICULARES DE GRUPOS



Temas selectos

3.1. Acciones de grupos

3.1.1. Definiciones y ejemplos

Definicion 3.1 (accion de grupo - primera definicion). Sean G un grupo y
X un conjunto. Una accion de G en X es una funciéon - : G x X — X que
cumple lo siguiente:

a) e-x =z para todo z € X.
b) g-(h-x) = (gh)-x para todo g,h € G, z € X.

Cuando existe una acciéon de G en X, la cual estd clara en el contexto,
decimos que G actia en X.

Observacion 3.2. En la definicién de accion de G en X denotamos a la imagen
de (g,2) € G x X por g - z.

Ejemplo 3.3 (accion regular izquierda). Sea G un grupo y X = G. Definimos
-:Gx X — X por
g-x:=gx, Vg,xed.

Verificamos que esto es una accion de G en G:
a) e-x =exr =z, para todo = € G.
b) g- (h-z) = g(hz) = (gh)x = (gh) - z, para todo g, h,z € G.

Esta accion se llama la accion regular izquierda de G en G,y es equivalente a
multiplicar elementos de G por la izquierda.

Ejemplo 3.4 (accion regular derecha). Sea G un grupo y X = G. Podriamos
pensar en definir una accién analoga a la accion regular izquierda de G en G de
la siguiente forma: g - x := xg, para todo g,z € G. Sin embargo, esto no cumple
la propiedad b) en la definicion de accién: g - (h-x) = (xh)g # (gh) - x = z(gh).
Para solucionar esto, multiplicamos por la derecha por g—!; es decir, definimos

g-r:=xzg ', Vg,zed.

91
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Vereficamos que esto es una accion de G en G:

! = ze = z, para todo = € G.

a) e-x=uwxe~
b) g-(h-z)=(zh~1)g~! = 2(gh)~! = (gh) - z, para todo g, h,x € G.
Esta accion se llama la accion regular derecha de G en G.

Ejemplo 3.5 (accidn por conjugacion). Sea G un grupo y X = G. Definimos

-G x X — X por

g-x:=gxg ', Vg,zeG.

Verificamos que esto es una accién de G en G:

! = g, para todo = € G.

a) e-x =exre”
b) g-(h-z) = g(hzh=Y)g~! = (gh)x(gh)~! = (gh) - x, para todo g, h,x € G.
Esta accion se llama la accion por conjugacion de G en G.

Ejemplo 3.6 (accion natural de S,,). Sea G = S, y X = [n] = {1,2,...,n}.
Definimos - : S,, x [n] = [n] por

a-k:=ak), VYaelS,keln.
Verificamos que esto es una acciéon de S, en [n]:
a) id - k = id(k) = k, para todo k € [n].
b) a-(8-k) = a(f(k)) = (aoB)(k) = (o) -k, para todo a, € Sy, k € [n].

Ejemplo 3.7 (accion en clases laterales). Sca G un grupo, H un subgrupo
de G,y X =G/H = {aH : a € G} el conjunto de clases laterales izquierdas de
H en G. Definimos - : G x G/H — G/H por

g-aH :=gaH, Vg€ G,aH € G/H.

Se trata de una funcién bien definida, pues si aH = bH entonces gaH = gbH.
Verificamos que esto es una accion de G en G/H:

a) e-aH = eaH = aH, para todo aH € G/H.

b) g-(h-aH) = g(ha)H = (gh)aH = (gh) - aH, para todo g,h € G, aH €
G/H.

Ejemplo 3.8 (accidn por conjugacion en subgrupos). Sea G un grupoy X =
{H : H < G} el conjunto de todos los subgrupos de G. Definimos - : Gx X — X
por

g-H:=gHg ' ={ghg™' :he H}, VgeG,HEcX.

Para demostrar que se trata de una funcion bien definida, hay que verificar que
gHg™ ! efectivamente pertenece a X, es decir, que gHg™ ' es un subgrupo de G
(Ejercicio 3.4). Verificamos que esto es una accién de G en X:



3.1. ACCIONES DE GRUPOS 93

a) e- H=eHe ! = H, para todo H € X.

b) g-(k-H)=g(kHE™')g~" = (gk)H(gk)~" = (gk) - H, para todo g,k € G,
HeX.

Ejemplo 3.9 (accion de traslacion). Sea G un grupo y A un conjunto. Deno-
tamos por A® al conjunto de todas las funciones con dominio Gy codominio
A; es decir,

A% = {¢:G — A}.
Definimos - : G x A9 — A% de la siguiente forma: para cualquier g € G, ¢ € A9,
obtenemos una funcién g - ¢ € A dada por

(9-8)(h) :==¢(g~'h), VheG.
Verificamos que esto es una accién de G en A®:

a) (e-¢)(h) = ¢(e~th) = ¢(h), para toda h € G. Esto implica que e - ¢ = ¢,
para toda ¢ € AC.

b) g-(k-¢)(h) = (k-¢)(g~'h) = ¢(k~ g 'h) = ¢((gk)~'h) = (gk - $)(h),
para toda h € G. Esto implica que g - (k - ¢) = gk - ¢ para toda g,k € G,
¢ € AC.

Esta accion se llama la accion de traslacion de G en AC.

Existe una definicién de accién de grupo equivalente a la definicion 3.1, la
cual nos ofrece otro punto de vista interesante.

Dado cualquier conjunto X, Sym(X) es el grupo de todas las biyecciones
de X en X equipado con la composicién de funciones. Si X = [n], entonces
Sym([n]) = S,.

Definicion 3.10 (accion de grupo - segunda definicion). Sea G un grupo y
X un conjunto. Una accion de G en X es un homomorfismo p : G — Sym(X).

Teorema 3.11. Las definiciones 3.1 y 3.10 de accién de grupo son equivalentes.

Demostracion. Sea G un grupo y X un conjunto. Demostraremos que toda
accion de G en X en el sentido de la definiciéon 3.1 induce una accién de G en
X en el sentido de la definicién 3.10, y viceversa.

Afirmacion: Toda accion - : G x X — X induce un homomorfismo p : G —
Sym(X).

Sea - : G x X — X una accién en el sentido de la definicién 3.1. Definimos una
funcién p : G — Sym(X) de la siguiente forma: para cada g € G, p(g) : X — X
es la funcion definida por:

p(g)(z) =g -z, VreX.

Para demostrar que p : G — Sym(X) esta bien definida, hay que verificar que
p(g) € Sym(X), es decir, que p(g) : X — X es una biyeccion:
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1. Para demostrar que p(g) es inyectiva, supongamos que p(g)(z) = p(g)(y).
Esto significa, por definicién, que g = g -y. Aplicando la accién de g—!
de ambos lados de la igualdad, obtenemos

g grr)=9"(gy) = (g9 x=(""9y
= e x=e€e-y
= T =Y.

2. Para demostrar que p(g) es sobreyectiva, sea y € X un elemento arbitrario.
Entonces, su preimagen bajo p(g) es g~ -y € X, porque

-1 -1

p g y)=g-(g y)=(g9 ) y=e-y=y.

Finalmente, comprobamos que p : G — Sym(X) es un homomorfismo: para
toda g,h € G,z € X,

plgh)(z) = gh-x=g- (h-x) = p(g)(p(h)(x)) = p(g) o p(h)(z).

Esto implica que p(gh) = p(g)p(h), para toda g,h € G, por lo que p es un
homomorfismo.

Afirmacioén: Todo homomorfismo p : G — Sym(X) induce una accion - :
Gx X — X.

Sea p : G — Sym(X) un homomorfismo (una accién de G en X en el sentido de
la Definicion 3.10). Definimos una funcion G x X — X de la siguiente forma:

g-z:=p(g)(z), VgeGzelX.

Verificamos que esto cumple las propiedades de acciéon de acuerdo a la Definicién
3.1:

a) Observemos que p(e) = id € Sym(X), ya que homomorfismos mandan
la identidad de un grupo a la identidad del otro. Por lo tanto, e - x =
p(e)(z) =id(z) = z, para toda z € X.

b) g-(h-x) = p(g)(p(h)(x)) = p(g) o p(h)(x) = p(gh)(x) = (gh) -z, para toda
g,heG, zeX.
Con esto terminamos la demostracion del teorema. O

Observacion 3.12. Intuitivamente, podemos visualizar la conexién entre - :
GxX = Xyp:G— Sym(X) de la siguiente forma: para cualquier g € G,
p(g) : X — X es la funcion de “aplicar puntito”, es decir p(g) = ¢- , donde g-
denota intuitivamente la funciéon (g-)(z) := g - z, para toda z € X.

Definicion 3.13 (kernel de una accidn). Sea p : G — Sym(X) una accién. El
kernel de la accién es simplemente el kernel de p:

ker(p) ={g€G:p(g)=id}={geG:g9-z=z, Vo € X}.

El lado derecho de la igualdad de arriba representa el kernel de la accién usando
la notacién - : G x X — X.
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Definicion 3.14 (accion fiel). Una accion de G en X se dice fiel si su kernel es
trivial, es decir, ker (p) = {e}.

Observacion 3.15. Si G actia fielmente en X, entonces podemos aplicar el
Primer Teorema de Isomorfia a p : G — Sym(X) para deducir que

G
ker(p)

Esto significa que si G actia fielmente en X, entonces G es isomorfo a un
subgrupo de Sym(X).

1%

p(G) = G =p(G) < Sym(X).

Ejemplo 3.16 (kernel). A continuacién obtenemos los kernels de algunas de las
acciones de los ejemplos anteriores:

1. Si p es la accion regular izquierda de G en G, entonces
ker(p) ={g € G: gh =h, Vh € G} = {e}.
Esto demuestra que la acciéon regular izquierda de G en G es fiel.

2. Si p es la accién por conjugacién de G en G, entonces

ker(p) ={g€ G:ghg ' =h,Vhc G} ={g € G:gh=hg, Vh € G} = Z(G).

3. Si p es la accion de G en sus clases laterales izquierdas G/H, entonces

ker(p) ={g € G: gaH = aH, YoH € G/H}
={ge€G:a'gac HVacG}
={geG:g€c€aHa " Vac G}

= ﬂ aHa 1.

acG

El siguiente resultado establece que todo grupo puede verse como un sub-
grupo de algtn grupo simétrico.

Teorema 3.17 (Cayley). Para todo grupo G existe un conjunto X tal que G es
isomorfo a un subgrupo de Sym(X).

Demostracion. Como se vio en el ejemplo anterior, la acciéon regular izquierda
de G en G es fiel, por lo que la Observacion 3.15 implica que G es isomorfo a
un subgrupo de Sym(G). O

El Teorema de Cayley implica que la comprension total de los grupos simé-
tricos Sym(X) y sus subgrupos nos llevaria a la comprension total de todos los
grupos G. Sin embargo, la estructura de los subgrupos de Sym(X) es extrema-
damente compleja, por lo que esto en realidad no representa una simplificaciéon
en la tarea de comprender todos los grupos.
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3.1.2. Orbitas y estabilizadores

Definicion 3.18 (drbita). Sea G un grupo que acttia en X. La drbita de x € X
es el siguiente subconjunto de X

Orb(z) :={g-z:9 € G}.
Lema 3.19. Sea G un grupo que actiia en X.
1. Orb(z) = Orb(y) si y solo si y € Orb(z).
2. El conjunto de érbitas {Orb(x) : # € X} forma una particion de X.
Demostracion.

1. Supongamos que Orb(z) = Orb(y). Como todo elemento pertenece a su
propia Orbita (pues y = e-y), tenemos y € Orb(y) = Orb(z). Supongamos
ahora que y € Orb(z), es decir, que existe g € G tal que y = g - z. Sea
h -y € Orb(y); sustituyendo,

h-y=h-(g-x)=hg-z € Orb(x).

Esto demuestra que Orb(y) C Orb(z). Como y = ¢ - z implica que z
g~ ! -y, podemos repetir el argumento anterior para deducir que Orb(z
Orb(y). Por lo tanto, Orb(z) = Orb(y).

Nl

2. Como z € Orb(x), para toda = € X, claramente tenemos que

X = U Orb(z).

zeX

Sean Orb(z) y Orb(y) érbitas tales que Orb(z) # Orb(y); demostraremos
que son disjuntas. Supongamos que existe z € Orb(z)NOrb(y). Luego z €
Orb(x) y z € Orb(y). Por el punto anterior, Orb(z) = Orb(z) y Orb(z) =
Orb(y), lo que implica que Orb(z) = Orb(y). Esto es una contradiccion.
Por lo tanto, Orb(z) N Orb(y) = 0.

d

Observacion 3.20. Alternativamente a la demostracién anterior, podemos ve-
rificar que la relaciéon ~ sobre X, definida por x ~ y si y solo si existe g € G tal
que y = g - x, es una relacién de equivalencia cuyas clases de equivalencia son
las 6rbitas de la accion.

Definicion 3.21 (accion transitiva). La accion de un grupo G sobre X es lla-
mada transitiva si X = Orb(z), para algin (o, equivalentemente, para toda)
reX.

Observacion 3.22. Si G actia transitivamente en X, entonces para toda z,y €
X tenemos que Orb(z) = X = Orb(y). Asi, podemos deducir que una accién
de G en X es transitiva si y solo si para toda x,y € X existe g € G tal que

y=g- .
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Ejemplo 3.23 (orbitas). Obtenemos las orbitas en algunas de las acciones de-
finidas en la seccién anterior.

1. Consideremos la accién regular izquierda de G en G. Para cualquier x € G,
Orb(z) = {gx:9 € G} =G.
Por lo tanto, esta accién es transitiva.
2. Consideremos la accién por conjugacion de G en G. Para cualquier z € G,
Orb(z) = {grg™" : g € G} =: Cl(x).

En el caso de esta accion, la érbita de x € G es igual a la clase de conju-
gacion de x.

3. Consideremos la accién de G en las clases laterales G/H. Para cualquier
aH € G/H,
Orb(aH) ={g9aH : g€ G} = G/H.

Por lo tanto, esta accién es transitiva.

4. Consideremos la accién por conjugacién de G en sus subgrupos. Para
cualquier H < G,

Orb(H) = {gHg ' : g € G} =: CI(H).

En el caso de esta accion, la orbita de H < G es igual a la clase de
conjugacion de H.

Definicion 3.24 (estabilizador). Sea G un grupo que actia en X. El estabili-
zador de x € X es el siguiente subconjunto de G:

Stab(z) :={9 € G:g-x =z}

Proposicion 3.25. Sea G un grupo que actia en X. Para cualquier z € X,
Stab(z) es un subgrupo de G.

Demostracion. Usaremos el Test del Subgrupo I:
1. Claramente e € Stab(x) pues e -z = z.
2. Si g, h € Stab(x), entonces gz = x y h-x = z. Observemos que
gh-z=g-(h-z)=g-z==x.
Por lo tanto gh € Stab(x).

3. Si g € Stab(z), entonces g - x = x. Aplicando la acciéon de g~ en ambos
lados de la igualdad, obtenemos

1 1

g (gr)=9g"x = z=g"u

Por lo tanto, g~1 € Stab(x).
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O

Ejemplo 3.26 (estabilizadores). Obtenemos estabilizadores en algunas de las
acciones definidas en la seccién anterior.

1. Consideremos la accién regular izquierda de G en G. Para cualquier x € G,
Stab(z) ={g € G : gz =z} = {e}.
2. Consideremos la accion por conjugacion de G en G. Para cualquier z € G,
Stab(z) = {g € G: grg ' =2} = {g € G : gz = vg} = C(x).

En el caso de esta accion, el estabilizador de x € G es igual al centralizador
de x.

3. Consideremos la accion de G en las clases laterales G/H. Para cualquier
aH € G/H,

Stab(aH) ={9€ G:g9aH =aH}={g € G:a 'gac H}
={geG:g€aHa '} =aHa'.
4. Consideremos la accién por conjugacién de G en sus subgrupos. Para
cualquier H < G,
Stab(H) ={g € G : gHg™' = H} =: N(H).
En el caso de esta accion, el estabilizador de H < G es igual al normali-

zador de H.

Teorema 3.27 (Orbita-estabilizador). Sea G un grupo que actia en X. Para
cualquier x € X,

|Orb(x)| = [G : Stab(z)],
donde [G : Stab(z)] denota el indice de Stab(z) en G.
Demostracion. Definimos una funcion ¢ : Orb(z) — G/Stab(z) por
¢(g - ) := gStab(z), Vg-z € Orb(x).
Observemos que
g-x=h-x & hlg-z=x < h 'gcStab(z) < gStab(z) = hStab(z).

Esto implica que ¢ esta bien definida y es inyectiva.

Para demostrar que ¢ es sobreyectiva, sea gStab(z) una clase lateral arbi-
traria en G/Stab(z). Es claro que su preimagen bajo ¢ es g - x, pues ¢(g - x) =
gStab(z), lo que implica que ¢ es sobreyectiva. O

Observacion 3.28. El teorema anterior es valido incluso cuando la cardinalidad
de Orb(z) es infinita, pues su demostracion se hizo construyendo una biyeccion.
Corolario 3.29. Sea G un grupo finito que acttia en X. Para toda =z € X,
|Orb(z)| divide a |G|.

Demostracion. Obtenemos el resultado aplicando el Teorema Orbita-Estabilizador
y el Teorema de Lagrange. O
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3.1.3. Aplicacién: conteo de collares

Supongamos que un fabricante de collares dispone de ¢ colores y n piedras.
;Cuantos collares no equivalentes puede fabricar? Aqui consideramos que dos
collares son equivalentes si podemos obtener uno del otro a través de una rota-
cién.t

La pregunta del parrafo es mucho més complicada de lo que parece. Por
ejemplo, la Figura 3.1 ilustra todos los collares no equivalentes que pueden
fabricarse con 2 colores (blanco y negro) y 4 piedras. Para tener una idea de
c6mo se complican las cosas cuando g y n crecen, se deja como ejercicio ilustrar
todos los collares no equivalentes con 3 colores y 4 piedras, y con 2 colores y 5
piedras.

O
O
O

Figura 3.1: Collares no equivalentes con 2 colores y 4 piedras.

QOO

Para empezar a modelar este proplema, sea A un conjunto con ¢ elementos
(los colores) y consideremos el grupo Z,, (cuyos elementos seréan las etiquetas de
las piedras). Con esto, un collar es simplemente una funcion f : Z, — A, la cual
indica el color de cada una de las piedras. Por ejemplo, si A = {negro, blanco}
y n = 4, entonces la siguiente funcién representa un collar donde la primera

1Para simplificar las cosas, no consideramos reflexiones de los collares, las cuales en realidad
deberian incluirse para hacer un modelado méas realista del problema.
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piedra es negra y las demés son blancas:

1 +— negro
2 — blanco
3 — blanco
4 — blanco

Las etiquetas de los colores son irrelevantes, asi que podemos simplificar las
cosas considerando A = {0,1,...,¢g—1}, siempre que A tenga ¢ colores. Ademas,
podemos identificar una funcién f : Z,, — A con una n-tupla, donde la i-ésima
posicién contiene a la imagen de ¢ € Z,, bajo f, es decir

f=UQ),f(2),..., f(n).

Para el caso A = {negro, blanco}, podemos hacer la identificacion 0 = blanco
y 1 = negro, y la funcién f, con la primera piedra negra y las deméas blancas,
queda como

f=1(1,0,0,0).

Consideramos ahora la accién de traslacién de Z,, en A%, dada por
k-f(i):=f(i—k), Vkji€Z,, A",

donde hay que recordar que la resta ¢ — k se hace mo6dulo n, pues estamos
operando elementos del grupo Z,. En la notacién como n-tuplas, esta acciéon es
equivalente a lo siguiente:

k(f(l)vf(2)7 e vf(n)) = (f(l—k’), f(2_k)= e '7f(n_k))7 Vk € Zn,f € AZn'

Si k=1, vemos que

L-(f(1), £(2), fB3) ... f(n)) = (f(n), F(1), f(2),. .., f(n = 1)),

es decir, que la accién de 1 € Z,, sobre f representa una rotaciéon de un lugar
hacia la derecha de los elementos de la n-tupla. Similarmente, la accién de
k € Z, sobre f representa una rotaciéon de k lugares hacia la derecha de los
elementos de la n-tupla.

La Figura 3.2 muestra a todos los elementos de A%¢, con A = {0, 1}, repre-
sentados por 4-tuplas y agrupados en érbitas bajo la accién de traslacion de Z,.
Es facil observar que cada una de estas orbitas representa uno de los collares no
equivalentes dados por la Figura 3.1.

Observacion 3.30. El numero de collares no equivalentes bajo rotaciones que
pueden fabricarse con ¢ colores y n piedras es igual al nimero de érbitas de la
accién de traslacion de Z,, sobre A%+ donde |A| = q.

El siguiente teorema es precisamente lo que necesitamos para resolver este
problema, el cual también se conoce como el Lema de Burnside.
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(1,0,0,0)
(0,1,0,0)
(0,0,1,0)
(0,0,0,1)

(1,1,1,0)
(0,1,1,1)
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)

(1,1,0,0)
(0,1,1,0)
(0,0,1,1)
(1,0,0,1)

(1,0,1,0)

(0,1,0,2)

(0,0,0,0)

Figura 3.2: Orbitas de la accién de traslacion de Z4 en {0, 1}%4.

Teorema 3.31 (Cauchy-Frobenius). Sea G un grupo finito que acttia en un
conjunto finito X. El namero de 6rbitas de la accion es igual a

ﬁ S [Fix(g)],

geG

donde Fix(g) :={zx € X : g-x = x} es el conjunto de puntos fijos bajo g € G.

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:
F={(g,2) eGxX:g-xz=uz}.
Vamos a contar la cardinalidad de F de dos formas distintas.

1. Por un lado,

F = U{(g,x):xEX,g-ac:x}.
geG
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Debido a que la unién es disjunta, tenemos que

=5 H(g.2): v e X,g-w=a}|

geqG

=Z|{aﬁ€X:g~x:m}|

geG

=Y [Fix(g)

geG

2. Por otro lado,
F=U{gr):geG g x=2x}

zeX

De nuevo la unién es disjunta, asi que

IFI=> Hg.2):g€G,g-z=a}

rzeX
— S HgeGig-a—al
reX

G|
= Stab(z)| = —_—,
;{I (2)] ;(mrb(x”

donde la tltima igualdad se deduce del Teorema Orbita-Estabilizador.

Sean O1,0s,...,0; las orbitas de la acciéon de G en X. Debido a que
Orb(z) = Orb(y) = Oy, para toda x y y en una misma 6rbita O;, tenemos

Il =16 Z < [Orb ()] b |G|Z 2 |Orb

i=1z2€0;
@YY o |G|Z|oi|ﬁ
i=1 x€O; i=1 ’

- |G|Zl = |GJt.
1=1

Comparando lo obtenido en los puntos (1.) y (2.) anteriores,

7= [Fix(g)| = |Glt,

geG

donde ¢ es el nimero de 6rbitas de la acciéon. Con esto el teorema queda demos-
trado. d

Observacion 3.32. El Teorema de Cauchy-Frobenius puede interpretarse de la
siguiente forma: el nimero de 6rbitas de la accién de G en X es igual al promedio
del nimero de puntos fijos de los elementos de G.
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Definicion 3.33 (puntos fijos). Sea G un grupo que actiia en X . Para cualquier
subconjunto K C G, definimos al conjunto de puntos fijos de K como

Fix(K)={zeX:k-z=2x, Vk € K}.
Lema 3.34. Sea G un grupo que actta en X. Para todo g € G,

Fix(g) = Fix ((g)) -

Demostracion. Sea = € Fix ({g)). Luego, g¥ - * = =, para toda k € Z. En

particular, g - ¢ = z, por lo que = € Fix(g). Esto demuestra que Fix ((g)) C
Fix(g).
Por otro lado, sea = € Fix(g). Luego g - = z, y, para toda k > 0, tenemos

Fr=g-(g-...(g-2) =2
—_—

k veces

Similarmente, ¢ - * = x implica ¢~ ! - 2 = z, por lo que ¢* - = z, para toda

k < 0. Esto demuestra que = € Fix ((g)), y Fix(g) € Fix ({g)). O
Si H es un subgrupo de G, recordemos que H\G = {Hg : g € G} denota al
conjunto de clases laterales derechas de H en G.

Teorema 3.35. Sea A un conjunto, G un grupoy H un subgrupo de G. Respecto
a la accion de traslacién de G en A%,

[Fix(H)| = |AT\Y,
donde AH\% es el conjunto de funciones de H\G en A.

Demostracion. Definimos una funcion 3 : Fix(H) — A”\E como sigue: para
toda 2 € Fix(H), B(x) € AT\E es la funcién definida por

B(z)(Hg) :=x(g), VHge H\G.

Recordemos que Fix(H) C A% en esta accién, por lo que tiene sentido evaluar
x:G — Aen g € G. Demostraremos que [ es una biyeccion bien definida.

1. 8 esta bien definida. Para mostrar esto, debemos verificar que para toda
x € Fix(H), f(z) : H\G — A es una funcion bien definida. Supongamos
que Hgy = Hgo. Luego g1 = hgs, para algain h € H y

B(x)(Hgy) = x(g1) = x(hg2) = (h™" - 2)(g2) = x(g2) = B(w)(Hg),

donde la pentltima igualdad es cierta ya que h™' - & = x, porque = €
Fix(H).

2. B es inyectiva. Supongamos que [B(x) = f(y), para algunos z,y €
Fix(H). Luego, para toda g € G,

x(g) = B(x)(Hg) = B(y)(Hg) = y(g)-

Esto implica que = = y.
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3. [ es sobreyectiva. Sea & : H\G — A un elemento arbitrario de A7\C,
Definimos x € A® por z(g) := 2(Hg). Observemos que x € Fix(H) por-
que, para toda h € H,

(h-x)(9) = x(h™'g) = 2(Hh™'g) = i(Hg) = x(g).
Ademés, x es una preimagen de & bajo 3, ya que para toda g € G,
Blx)(Hg) = x(g) = £(Hg),

lo que implica que B(x) = Z.

Observacion 3.36. Es un resultado bésico de técnicas de conteo que
|A%] = 14]19],

debido a que toda funcién f € A% se identifica con la tupla (f(g9) : g € G), y
hay |A| posibles entradas para cada posicién de la tupla. Similarmente,

[AF\G] =4[O — |0,
donde [G : H] es el indice de H en G.

Teorema 3.37 (conteo de collares). El nimero de collares no equivalentes ba-
jo rotaciones que pueden fabricarse con ¢ colores y n piedras es igual a

1 - med(k,n)
n > :
k=1

Demostracion. Sea c(q,n) el nimero de collares no equivalentes bajo rotaciones
que pueden fabricarse con ¢ colores y n piedras. Como observamos anteriormen-
te, ¢(g,n) es igual al ntimero de 6rbitas de la accion de traslacion de Z,, en A%~
donde |A| = q. Por el Teorema de Cauchy-Frobenius,

1 _ 1 o

c(g;n) = Z] > [Fix(k)| = - > IFix(k)|.
" ke, k=1

Por los lemas anteriores, para cualquier k € Z,,,

[Fix(k)] = [Fix((k))] = |A[Er=0) = gl2:09,

Por el Teorema de Lagrange,

|Zn| n
Ly - (k)] = = —
o W= 1091 = T
Recordemos que, en Z,, |k| = m. Por lo tanto, el indice de arriba se

simplifica a
[Zy, : (k)] = mcd(k,n).
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Por lo tanto,

Z qmcd(k,n).

k=1

Sl

c(q,n) =

n

O

Ejemplo 3.38. El nimero de collares no equivalentes bajo rotaciones que pue-
den fabricarse con 2 colores y 4 piedras es

o(2,4) = i (chd(l,zl) 4 omed(2,4) | gmed(3,4) 4 2mcd(4,4)>

1 1
:Z(2+22+2+24):Z(24):6.

Esto coincide con lo obtenido en la Figura 3.1.

Palabras clave: accion de grupo, kernel, accion fiel, teorema de Cayley, or-
bita, estabilizador, Teorema Orbita-Estabilizador, Teorema de Cauchy-Frobenius,
puntos fijos, conteo de collares.
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3.1.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Sea G un grupo que actia en X. Demuestra que la relaciéon ~
sobre X, definida por x ~ y si y solo si existe g € G tal que y = g - x, es una
relacion de equivalencia cuyas clases de equivalencia son las 6rbitas de la accién

Ejercicio 3.2 (1 pt). Sea p : G — Sym(X) una accién de G en X. Demuestra
que

ker(p) = ﬂ Stab(z).

reX

Ejercicio 3.3. Teniendo una accién izquierda Gx X — X dada por (g, x) — g-z,
podemos definir una accién derecha X x G — X via x e g := g~' - z. Verifica
que esto es una accién.

Ejercicio 3.4. Sea H un subgrupo de G. Para toda g € G, demuestra que
gHg™! es un subgrupo de G.

Ejercicio 3.5. Sea G un grupo que actia en un conjunto X. Demuestra que la
accion es fiel si y solo si g1 - = g9 - x, Vo € X, implica que g1 = gs.

Ejercicio 3.6. Sea G un grupo que actia en un conjunto X y sea ¥ C X.
Definimos al estabilizador puntual de Y como Stab(Y)={ge€ G :g-y =y,Vy €
Y} v al estabilizador global de Y como Stab[Y]| ={ge G:g-y € Y,Vy e Y}.
Demuestra que Stab(Y') y Stab[Y] son subgrupos de G.

Ejercicio 3.7. Sea R[z1, 2, ..., 2,] el conjunto de polinomios en n variables con
coeficientes en R. Para cualquier « € S, y f(21,22,...,2,) € Rl21,29,..., 2],
definimos

a - f(iEl,ZCz, cee ,l‘n) = f(za(l),xa(g), ce ,l‘a(n)).

Responde lo siguiente:
1. Esto define una accién de S,, en R[z1, 3, ..., z,].

2. Encuentra un polinomio cuyo estabilizador sea igual a S,, y otro cuyo
estabilizador sea el subgrupo trivial {(1)} de S,.

Ejercicio 3.8. Sea A cualquier conjunto y A" = {(a1,as,...,a,) : a; € A}.
Para cualquier o € S,, y (a1, a9, ...,a,) € A™ definimos

Q- (a17a27 cee aan) = (aa’1(1)7aa*1(2)7 cee 7aa*1(n))'

Responde lo siguiente:
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1. Demuestra que esto define una acciéon de S,, en A™.

2. Para el caso A = {0,1,2} y n = 3, encuentra las orbitas Orb(0,1,2),
Orb(1,1,2) y Orb(0,0,0).

Ejercicio 3.9. Sea G := S, y X := [n]? = {(a,b) : a,b € [n]}, donde [n] =
{1,2,...,n}. Para cualquier o € S,, (a,b) € X, definimos

o - (a,b) := (o(a),o(b)).
Responde lo siguiente:

1. Demuestra que esto define una acciéon de S, en X. ;Cual es el kernel de
la acciéon?

2. Para n = 4, encuentra las orbitas Orb(2,2) y Orb(1,2), asi como los esta-
bilizadores Stab(2,2) y Stab(1,2). En estos casos, verifica que se cumple
el Teorema Orbita-Estabilizador.

Ejercicio 3.10. Sea G un grupo que acttia en X. Sean x,y € X tales que y =
g -z, para algin g € G. Demuestra que Stab(y) = gStab(z)g~!.

Ejercicio 3.11. Sea G un grupo que acttia en X. Decimos que un subconjunto
Y C X es invariante si g -y € Y para toda g € G, y € Y. Demuestra que un
subconjunto Y C X es invariante si y solo si Y es igual a la unién de algunas
orbitas de la accion.

Ejercicio 3.12. Sea GG un grupo finito que actta transitivamente en un conjunto
X. Demuestra que X debe ser finito y que | X| divide a |G].

Ejercicio 3.13. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Consideremos la accién
de G en las clases laterales G/H dada por ¢ - (aH) := gaH. Sea K := ker(p) =
Nace aHa™! el kernel de la acciéon. Demuestra que K es el subgrupo normal de
G mas grande contenido en H (i.e. si K’ es un subgrupo normal de G contenido
en H, entonces K’ C K).

Ejercicio 3.14. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G tal que [G : H] =
n. Demuestra que existe un subgrupo normal K de G tal que K < H y [G : K]
divide a n!. (Sugerencia: Usa el ejercicio anterior.)

Ejercicio 3.15 (*). Sea G un grupo que acttia en un conjunto X y sea H un
subgrupo de G. Demuestra que H actua transitivamente en X si y solo si G
actua transitivamente en X y G = HStab(x), para algun = € X.
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Ejercicio 3.16. Encuentra el numero de 6rbitas del la accién natural del grupo
de permutaciones G = {((1, 3), (2,4, 6)) sobre el conjunto {1,2,3,4,5,6,7}.

Ejercicio 3.17. Encuentra el nimero de collares no equivalentes bajo rotaciones
que pueden fabricarse con 6 piedras y 3 colores.

Ejercicio 3.18. ;Cuantos collares no equivalentes pueden fabricarse con 2 colo-
res y 5 piedras? ;Y con 2 colores y 7 piedras? Encuentra una formula sencilla
para determinar el nimero de collares no equivalentes que pueden fabricarse con
q colores y p piedras, donde p es un niimero primo.

Ejercicio 3.19 (x). Sea G un grupo y A un conjunto tal que |A| > 2. Demuestra
que la accion de traslacion de G en A® es fiel.
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3.2. Teoria de Sylow

En esta seccién estudiaremos tres teoremas nombrados en honor al mate-
maético noruego Peter Ludwig Sylow que nos proveen de informaciéon detallada
sobre la estructura de subgrupos de un grupo finito.

3.2.1. La ecuacion de clase

En todo este capitulo, G siempre serd un grupo finito. Recordemos que la
clase de conjugacion de z € G es el conjunto Cl(z) := {grg~! : g € G}. Como
vimos en la Seccién 3.1.2, las clases de conjugacién son las érbitas de la accién
de conjugacién de G sobre si mismo.

Teorema 3.39 (ecuacion de clase). Sea G un grupo finito. Entonces,
Gl =1Z(G)| +)_ [Cl(y)],
i=1

donde Z (G) es el centro de G y Cl(z1), ..., Cl(z,) son las clases de conjugacion
de G con més de un elemento.

Demostracion. Sean Cl(x1),...,Cl(x,) la lista de todas las clases de conjuga-
ciéon de G. Al ser orbitas de la accién por conjugacion, forman una particion de
G, por lo que

Gl =Y [Cl(a)]

Supongamos que Cl(z1), ..., Cl(z,) son las clases de conjugaciéon con més de un
elemento y Cl(z;41),...,Cl(zs) son las clases de conjugacion con exactamente
un elemento.

Afirmacién. Z(G)= |J Cl(x;).
i=r+1

Demostracion. Sea z € Z(G). Observemos que
Cl(z) = {9297 1 g € G} = {2997 1 g € G} = {z}.

Entonces |Cl(z)| = 1, lo que implica que Cl(z) = Cl(z;) para algin i € {r +

1,...,s}. Asi, z€ U Cl(zy).
1=r+1

Por otro lado, sea z € |J Cl(z;). Entonces z € Cl(z;), para algin ¢ €
1=r+1

{r+1,...,s}. Por el Lema 3.19, Cl(z) = Cl(z;), asi que |Cl(z)] = 1. Luego

t

gzg~! = 2 para toda g € G, lo que implica que z € Z(G).
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Usando la afirmacioén anterior, concluimos que

G = Y1) + Y- [Clwa)| = 3 [Cll)| +1Z(C)]

i=r+1
|

Observacién 3.40. Aplicando el Teorema Orbita-Estabilizador a la accién por
conjugacion de G sobre GG, podemos escribir la ecuacién de clase de una forma
alternativa. Dicho teorema establece que, para toda z € G, |Cl(z)| = [G : C(z)],
donde C(z) = {g € G : grg~! = z} es el centralizador de z. Por lo tanto,

Gl =1Z(G)|+_[G: Cla)],
i=1
donde los z; € G son representantes de las clases de conjugacion de G' con més

de un elemento.

Observacion 3.41. Cuando G es un grupo finito, el Corolario 3.29 implica que
para toda x € G, |Cl(z)| divide a |G|. En otras palabras, la cardinalidad de
cualquier clase de conjugacién siempre divide a la cardinalidad de G.

Definicion 3.42 (p-grupo). Sea p un ntimero primo. Un grupo finito G' es un
p-grupo si |G| = p*, para algtn k > 1.

Proposicion 3.43 (centro de un p-grupo). Sea G un p-grupo. Entonces Z (G) #

{e}.
Demostracion. Supongamos que |G| = p* y |Z (G)| = 1. Por la ecuacién de
clase,
p" =1+ |Cl(z;),
i=1
donde Cl(x1),...,Cl(x,) son las clases de conjugacion de G con mas de un ele-

mento. Por la Observacion 3.41, |Cl(z;)| divide a |G| = p¥, asi que |Cl(x;)| = p*,
para algunos k; > 0. Como |Cl(z;)| > 1, debemos tener que k; > 0. Sustituyendo
en la ecuacion de arriba,

o= 14 Zpki
i=1
p (pkl - Zp’“”) =1
i=1
Esto implica que p | 1, lo cual es imposible. Por lo tanto, |Z (G)| # 1. O

Corolario 3.44. Sea G un grupo de orden p?, donde p es un nimero primo.
Entonces G es abeliano.
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Demostracion. Por el Teorema de Lagrange, |Z(G)| | |G| = p?. La proposi-
cién anterior implica que |Z(G)| # 1, asf que |Z (G)| = p? 6 p.

Caso 1 |Z (G)| = p?. En este caso, Z(G) = G, lo que implica que G es abeliano.

Caso 2 |Z (G)| = p. Recordemos que Z(G) siempre es un subgrupo normal de
G. Por el Teorema de Lagrange, |G/Z (G)| = p, por lo que G/Z(G) es un
grupo ciclico. Por la Proposicién 1.97, G debe ser abeliano. Esto implica
que Z(G) = G, lo cual contradice que |Z (G)| = p. Luego, el Caso 2 no
puede ocurrir.

O

3.2.2. Teoremas de Sylow

Sea G un grupo finito de orden n. Un corolario del Teorema de Lagrange es
que el orden de cualquier elemento de G divide a n. Sin embargo, el reciproco
no es verdad; es decir, si d es un divisor de n, no necesariamente existe g € G
tal que |g|] = d.

Ejemplo 3.45. El grupo alternante A4 tiene orden 12, pero no tienen ningun
elemento de orden 6.

Sin embargo, si p es un divisor primo de n, si es verdad que debe existir un
g € G tal que |g| = p. Comenzamos demostrando este resultado para el caso
abeliano.

Teorema 3.46 (Cauchy). Sea G un grupo abeliano de orden n. Si p es un divisor
primo de n, entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.
1. Caso base. Sin = 2, entonces G es ciclico y tiene un elemento de orden 2.

2. Hipdtesis de induccion. Supongamos que si H es un grupo abeliano tal
que p | |H| y |H| < n, entonces H tiene un elemento de orden p.

3. Paso de induccion. Consideremos un elemento no trivial g € G, g # e.
Sea k := |g|. Si p | k, entonces el elemento g*/? tiene orden p. En otro
caso, supongamos que p 1 k. Consideremos al grupo abeliano G := G/ {g)
(claramente (g) < G porque G es abeliano). Observemos que

|G| = % <mn, porque k # 1.

Ademas, como p | ny p { k, entonces p | % = |G|. Por hipétesis de
induccién, G tiene un elemento de orden p, digamos a (g) € G. Sear := |a|.
Como (a{g))" = a"(g) = e(g), entonces p | r (por el Lema 1.25). Por lo
tanto, el elemento a’/? € G tiene orden p.
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El siguiente teorema se conoce como el Primer Teorema de Sylow, y establece
la existencia de p-subgrupos en todo grupo finito.

Teorema 3.47 (Primer Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n
y sea p* una potencia de un primo tal que p* | n. Entonces G tiene un subgrupo
de orden pF.

Demostracion. Nuevamente, haremos la demostracién por induccién sobre n.

1.
2.

Caso base. El resultado es trivialmente verdadero cuando n = 2.

Hipdtesis de induccion. Supongamos que si H es un grupo tal que |H| <n
y p” es una potencia de un primo tal que p” | |H|, entonces H tiene un
subgrupo de orden p”.

Paso de induccion. Dividimos este paso en dos casos:

» Caso 1: p | |Z(G)|. Puesto que Z(G) es abeliano, el Teorema de
Cauchy implica que existe z € Z (G) tal que |z[ = p. Como (z) < G,
entonces G := G/ (z) es un grupo. Observemos que

G| =2 <n,
p

y que p*~! | |G|. Por hipétesis de induccién, G contiene un subgrupo
H de orden p*~!. Por el Teorema de Correspondencia (Ejercicio 1.74),
existe un subgrupo H tal que (z) < H <Gy

(De hecho, H := {g € G : g(z) € H}). Luego, |H| = |H||{z)| =
p*~1p = pF, y el resultado queda establecido en este caso.

» Caso 2: pt|Z(G)|. Consideremos la ecuacion de clase de G:
Gl =1Z(G)]+ ) |Cl ()],
i=1

donde Cl(z1),...,Cl(x,) son las clases de conjugacion de G con mas
de un elemento. Si p | |Cl(z;)| para toda i, entonces

| <|G| -3 |01<zi>|> - 120,

lo cual es una contradiccion. Luego, debe existir un s tal que p 1
|Cl(zs)|. Por el Teorema Orbita-Estabilizador,
Cllas) | = (G Cay)] = [Clag)] = AS
|Cl(zs)|
Como p* | |G| pero p { |Cl(xs)|, entonces p* | |C(zs)|. Ademas,
|C(zs)| < n porque |Cl(zs)| > 1. Por hipétesis de induccion, C' (z5)
tiene un subgrupo de orden p*, el cual también es un subgrupo de G.
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O

Corolario 3.48. Sea GG un grupo finito de orden n. Si p es un ntimero primo tal
que p | n, entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracion. Por el Primer Teorema de Sylow, G tiene un subgrupo de orden
p. Como todo grupo de orden primo es ciclico, G tiene un elemento de orden p.
O

Ejemplo 3.49. Todo grupo de orden 21 tiene al menos un elemento de orden 3
y al menos un elemento de orden 7.

Ejemplo 3.50. Todo grupo de orden 360 = 23 - 32 - 5 tiene subgrupos de los
siguientes 6rdenes: 2, 22, 23, 3, 32 y 5.

Definicion 3.51 (p-subgrupo de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n y
p un namero primo tal que p | n. Un p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo
de G cuyo orden es igual a la maxima potencia de p que divide a n; en otras
palabras, es un subgrupo H tal que |H| = p™ donde p™ | n pero p™*! { n.

Ejemplo 3.52. Sea G un grupo de orden 360 = 23 - 3% - 5. Entonces, un 2-
subgrupo de Sylow de G tiene orden 2% = 8, un 3-subgrupo de Sylow de G tiene
orden 32 = 9, y un 5-subgrupo de Sylow de G tiene orden 5.

Observacion 3.53. Por el Primer Teorema de Sylow, si p es un primo que
divide al orden de G, entonces siempre existe al menos un p-subgrupo de Sylow
de G.

Observacion 3.54. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Para cualquier g € G,
recordemos que el conjugado gPg~! también es un subgrupo de G (Ejercicio
3.4). Ademés, puesto que |P| = |gPg~!| (ya que a — gag™! es una biyeccién
de P a gPg~'), deducimos que gPg~! también es un p-subgrupo de Sylow de
G (ya que su orden también es la maxima potencia de p que divide a |G]). En
conclusion, el conjugado de un p-subgrupo de Sylow siempre es un p-subgrupo
de Sylow.

Teorema 3.55 (Segundo Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden
n y p un niimero primo tal que p | n. Sea H un subgrupo de G tal que |H| = p,
para algin k > 1, y sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces existe g € G
tal que H < gPg~ 1.

Demostracion. Consideremos la accion de H sobre el conjunto de clases late-
rales G/P = {gP : g € G} por multiplicacién izquierda, es decir, h-gP := hgP,
para toda h € H, gP € G/P. Como las orbitas Oy, ..., O, de la accion forman
una particién de G/ P, tenemos

|G/P| =[01] + ... + Oy
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Por el Corolario 3.29, |O;| divide a |H| = p* para toda i. Por lo tanto, |O;| = p™

para 0 < m; < k. Observemos que p 1 |G/P| = % porque P es un p-subgrupo

de Sylow de G. Si m; > 1 para toda i, entonces

p=>_p" =Y 10 =|G/P|,
=1 =1

lo cual es una contradiccién. Luego, debe existir al menos una ¢rbita O; con
m; = 0, es decir, |O;| = p™ = p® = 1. Asi, O; = {gP} para algin g € G.
Entonces, para cualquier h € H, hgP = gP, asi que hg = ga para algiun a € P.
Esto implica que, para toda h € H,

h=gag~' € gPg.
Por lo tanto, H < gPg~". O

Corolario 3.56. Para cualquier par P; y P, de p-subgrupos de Sylow de G existe
g € G tal que P, = gPg .

Demostracion. Aplicamos el Segundo Teorema de Sylow con H = Py P, = P
para obtener g € G tal que P; < gP,g~ . Como Py, y gP,g~*! son p-subgrupos de

Sylow (ver Observacion 3.54), deben tener el mismo orden, asi que P; = gPyg~!.

O

Observacion 3.57. Sea
Syl,(G) :={P < G : P es p-subgrupo de Sylow}.

Respecto a la accién por conjugacion de G sobre sus subgrupos, la Observaciéon
3.54 implica que Syl,(G) es invariante (ver Ejercicio 3.11 para la definicién de
invariante), y el corolario anterior muestra que Sylp(G) esta constituido por una
sola orbita; en otras palabras, la accion por conjugacion de G sobre Sylp(G) es
transitiva.

Recordemos que el normalizador de un subgrupo H < G es el subgrupo
N(H):={g€eG:gHg ' = H}.

Teorema 3.58 (Tercer Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n
y p un ntimero primo tal que p | n. Sea n, := [Syl,(G)| el ntimero total de
p-subgrupos de Sylow de G. Entonces,

np=[G:N(P)] y np,=1 mdd (p),
donde P es cualquier p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Consideremos la accién por conjugacion de G sobre Syl ,(G).
Por la Observacion 3.57, esta accion es transitiva, asi que por el Teorema Orbita-
Estabilizador

n, = [SyL,(G)] = [Orb(P)| = [G : N (P)],
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donde P es cualquier p-subgrupo de Sylow de G.

Para demostrar la segunda igualdad, fijamos P € Syl,(G) y consideramos la
accion por conjugacion de P sobre Syl,(G). Claramente aPa~! = P, para toda
a € P, asi que {P} es una orbita de cardinalidad 1.

Afirmacién. En la accién por conjugacién de P sobre Syl (G), { P} es la tnica
orbita de cardinalidad 1.

Demostracion. Supongamos que {S} es otra 6rbita con un elemento. Luego,
aSa~! = S paratodaa € P, lo que implica que P < N (S). También es claro que
S < N(S), lo que muestra que P y S son p-subgrupos de Sylow de N (S). Por el
corolario del Segundo Teorema de Sylow, existe h € N(S) tal que P = hSh™!.
Pero hSh™! = S, por definicién del normalizador de S, lo que demuestra que
P=S5. U

Sean Op = {P},0a,,...,0, las orbitas de la acciéon por conjugacion de P
sobre Syl,(G). Entonces,

np = |SyL(G)| = 14> |04,
=2

Para toda ¢ = 2,...,r, sabemos que |O;| # 1 y el Corolario 3.29 implica que
|O;| | |P] = p™. Luego, p | |O;| para toda i = 2, ...,r. Por lo tanto,

p|Z|Ol|:np_1v
=2

lo que implica que n, =1 mdd (p). O

Corolario 3.59. El grupo G tiene un tnico p-subgrupo de Sylow P si y solo si
P 4aG.

Demostracion. El subgrupo P es tnico si y solo si n, = 1. Por el Tercer
Teorema de Sylow, n, = [G : N(P)]. Luego, n, = 1 = [G : N(P)] si y solo si
N(P) = G, lo cual se cumple si y solo si P < G (ver Ejercicio 1.51). O

Observacion 3.60. Sea n, el namero de p-subgrupos de Sylow de G y sea
P un p-subgrupo de Sylow de G. El Tercer Teorema de Sylow establece que
n, =[G : N(P)], por lo que el Teorema de Lagrange implica que

np | |Gl.
Ademaés, como P < N(P), deducimos que

e
< — < : .
Ny S p T wsle
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Ejemplo 3.61. Sea G un grupo de orden 48 y sea P un 2-subgrupo de Sylow

de G. Entonces, |P| = 2% = 16. Sea ny el ntimero total de 2-subgrupos de
Sylow de G. Por la observaciéon anterior, no < % = ‘11—2 = 3y ng | 48. Luego,

ng € {1,2,3}. Ademas, por el Tercer Teorema de Sylow, ng =1 mdd (2). Por
lo tanto, G puede tener un tnico 2-subgrupo de Sylow o exactamente tres 2-
subgrupos de Sylow.

3.2.3. Aplicaciones de la teoria de Sylow

Como una primera aplicacion, usaremos la teoria de Sylow para demostrar
que grupos de ciertos 6rdenes no pueden ser simples.

Definicion 3.62 (grupo simple). Un grupo G es simple si sus tinicos subgrupos
normales son {e} y G mismo.

En otras palabras, un grupo es simple si y solo si no tiene subgrupos normales
propios no triviales.

Proposicion 3.63. Ningtn grupo de orden 15 es simple.

Demostracion. Sea G un grupo de orden 15 y sea P un 5-subgrupo de Sylow
de G, asi que |P| = 5. Sea nj el ntumero de 5-subgrupos de Sylow de G. Por el
Tercer Teorema de Sylow y la Observacion 3.60,

ns | |G|=15, ns <[G:P]=3 y ns=1 mdd (5).

Las primeras dos igualdades implican que n5 = 1 o n5 = 3, pero como 3 # 1
méd (5), concluimos que ns = 1. Por el Corolario 3.59, P es normal en G, por
lo que G no es simple. O

Proposicion 3.64. Ningtun grupo de orden 30 es simple.

Demostracion. Sea G un grupo de orden 30, y sean P; y Ps unos 3- y 5-
subgrupos de Sylow de G, respectivamente. Luego, |Ps| = 3 y |P5s| = 5. Por la
Observacion 3.60,

713,715|30, TL3§[GZP3]:10, TL5§[GP5}:6

Asi, n3 € {1,2,3,5,6,10} y ns € {1,2,3,5,6}. Por el Tercer Teorema de Sylow,
ng=1 mdd (3) y ns =1 mdd (5), asi que

ns € {1,10} y nsé€ {1,6}

Sing =106 n5 =1, el Corolario 3.59 establece que P3 o Ps son normales en G,
respectivamente, por lo que G no es simple. Supongamos que n3 # 1y ns # 1,
asi que ng = 10 y ns = 6. Esto significa que G tiene 10 subgrupos de orden 3 y
6 subgrupos de orden 5. Todos esos subgrupos de G son ciclicos y la intersecciéon
entre cualquier par distinto de ellos es trivial (por el Teorema de Lagrange). Por
lo tanto, G tiene 6 x (5 — 1) = 24 elementos de orden 5y 10 x (3 —1) = 20
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elementos de orden 3, lo cual es imposible, pues G tiene 30 elementos en total.
d

La teoria de Sylow nos permite describir completamente la estructura de
algunos grupos por el solo hecho de conocer su orden. Para lograr esto, primero
es importante poder reconocer cuando un grupo es isomorfo a la suma directa
de dos de sus subgrupos.

Recordemos que si H, K < G son subgrupos de un grupo G, su producto es
HK :={hk : h € H,k € K}, el cual no necesariamente es un subgrupo de G.
Sin embargo, si H o K son normales en G, entonces HK = KH y HK es un
subgrupo de G (ver Ejercicio 1.53).

Teorema 3.65 (suma directa interna). Sea G un grupoy H, K < G subgrupos
que satisfacen lo siguiente:

1. H1dGy K 4G.
2. G=HK.
3. HN K = {e}.

Entonces,
G2 HDK.

Demostracion. Definimos una funcién 8 : G — H & K como
B(hk) = (h,k), Vhk € G.

Esta funcion esta definida en todo G porque G = HK por el punto (2.) de la
hipétesis. Demostraremos que 8 es un isomorfismo.

1. Estd bien definida. Supongamos que hi1k; = hoko, para algunos h; € H,
k; € K. Por el punto (3.),

hythy = koki!' € HN K = {e},

lo que implica que h;lhl =ey k:gk:fl =e. Luego, h1 = ha y k1 = ko. Por
lo tanto, S(hik1) = (h1, k1) = (he, k2) = B(haks).

2. Es un homomorfismo. Consideremos el conmutador [h, k] := hkh~1k~! de
cualquier par de elementos h € H, k € K. Como H y K son subgrupos
normales por el punto (1.):

[h,k] = (hkh ) k™! € K,
———
€K

[h,k] = h(kh~'k~') € H.
—_———
cH
Asi, [h, k] € KN H = {e}, por el punto (3.). Despejando, obtenemos que

hk =kh, Vhe H ke K.
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Con esto podemos demostrar que 8 es un homomorfismo:
B((h1k1)(h2ka)) = B(hihakiks)
= (hiha, kiks)
= (h1, k1) (ha, k2)
= B(h1k1)B(hak2),
para toda h; € H, k; € K.

3. Es inyectiva. Supongamos que [(hik1) = S(haks). Entonces (hy, ki) =
(hg, kg), por lo que h1 = hg y kl = k2. Por lo tanto, hlkl = hzk’g.

4. Es sobreyectiva. La preimagen de cualquier (h,k) € H & K bajo 3 es
hk € G.

O

Corolario 3.66 (suma directa interna). Sea G un grupoy Hy, Ho, ..., H,, sub-
grupos de G que satisfacen lo siguiente:

1. H; <G, paratodai=1,...,m.
2. G=HH,...H,,.
3. (H1Hsy...H;)NH;y; ={e}, paratodai=1,...,m—1.

Entonces,
Gng @H2@"'@Hm-

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre m.

1. Caso base. Si m = 2, el resultado queda establecido por el teorema ante-
rior.

2. Hipdtesis de induccion. Supongamos que el resultado se cumple para m—1.

3. Paso de induccion. Aplicamos el teorema anterior con H := H1Hs ... H,,_1
y K := H,,. Es facil verificar que H < G. Ademas, por hipotesis del
corolario, K <G, G = HK y HN K = {e}. Por hip6tesis de induccion,
H=H&®---® H,,_,. Por lo tanto,

GEHOK=H &Hy® - O Hp 1D Hp.

Proposicion 3.67. Si G es un grupo de orden 15, entonces G es ciclico.

Demostracion. Por el Primer Teorema de Sylow, G tiene un 3-subgrupo de
Sylow H de orden 3 y un 5-subgrupo de Sylow K de orden 5. Luego, H =2 Z3 y
K = 7Zs5. Usaremos el Teorema 3.65 para probar que

G=2HOKX=7Zs®ZLs = Zs,

donde la altima isomorfia se da porque mcd(3,5) = 1. Verificamos que se cum-
plen las hipétesis del Teorema 3.65:



3.2. TEORIA DE SYLOW 119

1. Sea ng el nimero de 3-subgrupos de Sylow de G y ns el namero de 5-
subgrupos de Sylow de G. Por la Observacion 3.60,

e
ng=——1__ <5 o 15,
Ne ()] = 1) |
e
ny=r——"—>- < —=3 y ns|lb.
Ne (8] < K]

Luego, n3 € {1,3,5} y ns € {1,3}. Ademas, por el Tercer Teorema de
Sylow debemos tener que

ng=1 méd (3) y ns=1 mdd (5).
Entonces n3 =1 y n5 = 1. Por el Corolario 3.59, H <Gy K < G.

2. Como H N K es un subgrupo de ambos H y K, su orden debe dividir
|[H| =3y |K|=5. Entonces, [ HNK|=1y HNK = {e}.

3. Para demostrar que G = HK usamos la férmula para |HK| dada por el

Ejercicio 1.42

|H| K] 3-5
HK|=—""—=—=15.
HE = AR~ 1

Por lo tanto, |G| = |HK|y G = HK (pues HK C G y G es finito).
O
La demostraciéon puede generalizarse para demostrar que si G un grupo de

orden pg donde p y g son niimeros primos, p < ¢ y p no divide a ¢ — 1, entonces
G debe ser ciclico (Ejercicio 3.28).

Palabras clave: ecuacion de clase, p-grupo, Teorema de Cauchy, Teoremas
de Sylow, p-subgrupo de Sylow, grupo simple, producto directo interno.
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3.2.4. Ejercicios

Ejercicio 3.20. Sea H un subgrupo normal de G. Muestra que si ambos H y
G/H son p-grupos, entonces G es un p-grupo.

Ejercicio 3.21. Encuentra todos los 3-subgrupos de Sylow de Zig y todos los
3-subgrupos de Sylow de Sj.

Ejercicio 3.22. Sea G un grupo abeliano finito. Muestra que G tiene un tnico
p-subgrupo de Sylow para cada divisor primo p de |G]|.

Ejercicio 3.23. Sea G un grupo de orden 1925. Si G tiene més de un 5-subgrupo
de Sylow, entonces ;exactamente cuiantos 5-subgrupos de Sylow tiene?

Ejercicio 3.24. Supongamos que G es un grupo de orden p*m, donde p es un
primo y p > m. Demuestra que cualquier p-subgrupo de Sylow de G debe ser
normal en G.

Ejercicio 3.25. Sea G un grupo finito. Para cada divisor primo p; de |G|, sea
P; un p;-subgrupo de Sylow de G. Demuestra que G es generado por la unién

U, Pi; en otras palabras,
G:<UH>.
i

Ejercicio 3.26. Demuestra que si un grupo finito G tiene un dnico p-subgrupo
de Sylow para cada divisor primo p de |G|, entonces G es isomorfo a la suma
directa de sus subgrupos de Sylow.

Ejercicio 3.27. Sea K un p-subgrupo de Sylow de G. Demuestra que si g €
Ng(K) y el orden de g es una potencia de p, entonces g € K.

Ejercicio 3.28 (2 pts). Sea G un grupo de orden pg donde p y ¢ son nime-
ros primos, p < q y p no divide a ¢ — 1. Demuestra que G debe ser ciclico.
(Sugerencia: Usa el Teorema de la Suma Directa Interna.)

Ejercicio 3.29. Sea G un grupo que actta en un conjunto finito X. Generaliza
la ecuacién de clase para la accién de G en X, y tsala para demostrar que si G
es un p-grupo, entonces

|X| = |Fix(G)| mdd (p).
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Ejercicio 3.30. Describe todos los 3-subgrupos de Sylow de A, y todos los 3-
subgrupos de Sylow de Sy.

Ejercicio 3.31. Sea G un grupo de orden 36 no abeliano. Demuestra que G
tiene méas de un 2-subgrupo de Sylow o méas de un 3-subgrupo de Sylow.

Ejercicio 3.32. Sea G un grupo finito. Para cada divisor primo p; de |G|, sea
P; un p;-subgrupo de Sylow de G. Demuestra que G es generado por la unién

U, Pi; es decir,
G:<UH>

Ejercicio 3.33. Demuestra que si un grupo finito G tiene un tnico p-subgrupo
de Sylow para cada divisor primo p de |G|, entonces G es isomorfo a la suma
directa de sus subgrupos de Sylow.

Ejercicio 3.34. Sea G un grupo de orden 2907. Demuestra que G no es simple.

Ejercicio 3.35 (*). Sea H un subgrupo de G y P un subgrupo de Sylow de G.
Demuestra que si Ng(P) < H, entonces H = Ng(H).

Ejercicio 3.36 (*). Sea K un p-subgrupo de Sylow de G. Demuestra que si g €
N(K) y el orden de g es una potencia de p, entonces g € K.

Ejercicio 3.37. Demuestra que todo grupo no abeliano de orden 10 es isomorfo
a Dig. (Sugerencia: Usa la teoria de Sylow y el hecho de que Do = (a,b: a? =
b5 = e,aba = b~ 1)).
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3.3. Demostracion del Teorema Fundamental de
Grupos Abelianos Finitos

Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.68 (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos). Todo
grupo abeliano finito es isomorfo a una suma directa de grupos ciclicos.

Sea G un grupo abeliano finito. Por el Ejercicio 3.26, sabemos que G es
isomorfo a la suma directa de sus subgrupos de Sylow; es decir,

Gzpl@Pg@“'EBPT,

donde P; es el p;-subgrupo de Sylow de G. Por lo tanto, para demostrar el Teo-
rema 3.68, debemos estudiar més a fondo la estructura de los p-grupos abelianos
finitos, y demostrar que todo p-grupo abeliano es isomorfo a una suma directa
de grupos ciclicos.

Lema 3.69. Sea G un p-grupo abeliano finito. Si G tiene un tnico subgrupo de
orden p, entonces G es ciclico.

Demostracion. Supongamos que |G| = p", y procederemos por induccién sobre
n.

Caso base: Sin =1, entonces G es ciclico.

Hipotesis de induccién: Supongamos que el lema se cumple para todo p-
grupo abeliano de orden p* con k < n.

Paso de induccién: Consideremos el endomorfismo
¢:G— G dadopor ¢(g) =g”, VgeQG.

Sea K := ker(¢) = {g € G : g = e}. Usando la hipotesis del lema, sea
H =7, el tnico subgrupo de G de orden p. Claramente, H < K, porque
todos los elementos de H tienen orden p. Por otro lado, para cualquier
k € K, el subgrupo (k) tiene orden p, asi que (k) = H por unicidad.
Luego k € H, lo que demuestra que K = H. Si G = K, entonces G = Z,
es ciclico, como se queria demostrar. Por otro lado, si K < G, entonces
?(G) =2 G/K es un subgrupo propio no trivial de G. Por el Teorema de
Cauchy, ¢(G) tiene un subgrupo de orden p, y como todo subgrupo de
¢(G) es subgrupo de G, sabemos que ¢(G) tiene un tnico subgrupo de
orden p (que es K). Por hipotesis de induccion, ¢(G) = G/K es ciclico,
asi que digamos que G/K = (gK). Demostraremos que G = (g). De nuevo
por el Teorema de Cauchy, (g) tiene un subgrupo de orden p, el cual, por
unicidad, debe ser K; es decir, K < (g). Asi, para cualquier a € G existe
i € Z tal que aK = ¢'K. Pero esto implica que a = g¢'k, para algin
k € K < {(g), asf que nuevamente existe j € Z tal que k = ¢/. Luego,
a = g"t € (g), lo que demuestra que G = (g).
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O

Lema 3.70. Sea GG un p-grupo abeliano finito y sea a € G un elemento de orden
maximo. Entonces existe H < G tal que

G=(a)® H.
Demostracion. Procederemos nuevamente por induccion sobre |G].
Caso base: Sin =1, entonces G es ciclicoy G = (a) & (e).

Hipétesis de induccién: Supongamos que el lema se cumple para todo p-
grupo abeliano G de orden |G| < |G].

Paso de induccidn: Si G es ciclico no hay nada que hacer, asi que supongamos
que G no es ciclico. Por el lema anterior, G tiene mas de un subgrupo de
orden p, mientras que A := (a) tiene un unico subgrupo de orden p. Luego,
sea K < G el subgrupo de orden p que no esta contenido en A. Luego,
K N A= {e}. Por el Segundo Teorema de Isomorfia (Ejercicio 1.72),

AK A
K KnA

Il

A.

Como A es un subgrupo ciclico de G de orden maximo, entonces AK/K =
A es un subgrupo ciclico de G/K de orden méximo. Aplicando la hipotesis
de induccion a G/K, deducimos que existe H < G/K tal que

G/K = (AK/K)® H.

Sea H < G la preimagen de H bajo el homomorfismo natural de G a
G/K; es decir, H = {g € G : gK € H}, el cual cumple que K < H < G.
Por la igualdad de arriba, para toda g € G, existen o' € A y h € H tales
que

gK = (a'K)(hK) = a'hK = g =a'hk, para algin k € K.

Como hk € H porque K < H, esto demuestra que G = AH. Ademas,
(AK/K)NH = {eK} implica que (AK)NH = K, y por lo tanto ANH =
{e} (yva que K N A = {e}). Por el Teorema de la Suma Directa Interna
concluimos que G = A® H.

O

Corolario 3.71. Todo p-grupo abeliano finito es isomorfo a una suma directa
de grupos ciclicos.
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Apéndice A: Prerrequisitos

En esta seccién enunciamos algunas definiciones y teoremas importantes que
son necesarios para comprender la parte principal del texto. Omitimos la ma-
yoria de las demostraciones, las cuales pueden consultarse en [1].

A.1. Teoria de nimeros elemental

Sea Z=1{...,—2,-1,0,,1,2,...} el conjunto de los nimeros enteros y sea
N=1{0,1,2,...} el conjunto de los nimeros naturales.

Definicion A.1 (Divisor). Sean a,b € Z, con a # 0. Decimos que a es divisor
(o factor) de b si existe t € Z tal que b = at. Escribimos a | b si a es divisor de
b,y atbsiano es divisor de b.

Si a | b, también decimos que b es miltiplo de a, o que b es divisible entre a.

La definicion de divisor involucra a la multiplicacion y no a la division, como
su podria sugerir. La razén de esto es que la divisién no es una operacién bien
definida en Z; es decir, la division de dos ntmeros enteros no siempre es un
entero. De cualquier forma, en ocasiones podria resultar comodo pensar que a
es divisor de b, si division a/b pertenece a Z. Por ejemplo, 5 es divisor de 10
porque 10 =5 - 2, o, equivalentemente, porque 10/5 = 2 es un entero.

Ejemplo A.2. Consideremos los siguientes ejemplos.
1. 1| n para toda n € Z, porque n =1 - n.

2. n | 0 para toda n € Z, porque 0 =0 - n.

3. Si 2n € 27Z es un namero par, claramente 2 | 2n.

Definicion A.3 (Numero Primo). Sea p € Z, p > 1. Decimos que p es un ni-
mero primo si sus tnicos divisores positivos son 1 y él mismo.

Definicion A.4 (Compuesto). Sit € Z, t > 1, no es un ntimero primo, decimos
que t es un numero compuesto.

Las siguientes son algunas propiedades basicas de la divisibilidad.

125
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Lema A.5 (Divisibilidad). Sean a,b,c € Z.
1. Sia|byb]|c entonces a|c
2. Siclay c|bentonces c| (au+ bv) para todo u,v € Z
3. albyblasiysolosia=+b

El siguiente es un resultado importante, cuya demostracion se estudia nor-
malmente en un curso de teoria de nimeros elemental.

Teorema A.6 (Algoritmo de la Division). Sean a,b € Z, b > 0. Entonces exis-
ten Unicos enteros ¢ y r tales que

a=bq+r
donde 0 < r < b.

En el algoritmo de la division, el entero g es llamado el cociente de a entre
b, mientras que 7 es llamado el residuo.

Ejemplo A.7. Consideremos los siguientes ejemplos.
1. Sia= -5y b= 2, entonces a = —3b + 1.
2. Sia=0y b= 250, entonces a = 0b + 0.
3. Sia=23yb=25, entonces a = 4b + 3.

Definicion A.8 (Maximo Comun Divisor). Sean a,b € Z, a # 0, b # 0. Deci-
mos que d € Z, d > 1, es el maximo comin divisor de a y b, si se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Es divisor comun: d |a y d | b.
2. Si ¢ es un entero tal que c| ay ¢ | b, entonces c | d.
Denotamos al méaximo comun divisor de a y b como med (a, b).

Definicion A.9 (Primos Relativos). Decimos que a,b € Z son primos relativos
si med (a,b) = 1.

Una forma de obtener el maximo comin divisor de dos nimeros es escribir
todos los divisores de ambos niimeros, y observar cudl es el mayor de los divisores
comunes. Por ejemplo, para encontrar med (12, 18) vemos que

Divisores de 12: 1, 2, 3, 4, 6, 12.
Divisores de 18 : 1, 2, 3, 6, 9, 18.

El maximo de los divisores comunes es 6, asi que mcd (12,18) = 6. Sin embar-
go, este procedimiento puede ser muy lento si se usan nimeros mas grandes.
Un método computacionalmente mas eficiente para obtener el miximo comun
divisor entre dos ntimeros es el famoso algoritmo de FEuclides.
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Teorema A.10 (Bézout). Para toda a,b € Z, a # 0, b # 0, existen s1,82 € Z
tales que
med (a,b) = asy + bss.

El Teorema de Bézout también se demuestra normalmente en un curso de
teoria de numeros elemental.

Corolario A.11. Sean a,b € Z, a # 0, b # 0. Entonces mcd(a,b) = 1 si y solo si
existen s, sy € Z tales que asy + bse = 1.

Demostracion.

(=) Si mcd(a,b) = 1, entonces as; + bsg = 1 para algunos sq,sa € Z por el
Teorema de Bézout.

(<) Supongamos que 1 = asy +bsy para algunos s1, so € Z. Sea d = mcd(a, b).
Comod|ayd|b,el Lema A5 (2.) implica que

d| (asy +bsz) = d| 1.

Claramente, 1 | d por el Ejemplo A.2 (1.), asi que el Lema A.5 (3.) implica
que d = %1. Por definicién, el maximo comun divisor es positivo, asi que
d=1.

t
Lema A.12. Si a = ¢gb+ r, entonces mcd (a,b) = med (b, 7).

Demostracion. Sean ¢ = med (a,b) y d = med (b, 7). El Lema A.5 (2.) implica
que
dl(gb+r)=ay c|(a—qb)=r.

Por definicién de méaximo comun divisor, tenemos que
dlayd|b = d]|mcd(a,b) =c,
clbyc|r = c¢|med(b,r)=d.
Por el Lema A.5 (3.), obtenemos que d = +¢, lo que implica que d = ¢, ya que

el méximo comun divisor siempre es positivo. O

Ademés del algoritmo, el siguiente lema lleva el nombre de Euclides.

Lema A.13 (Euclides). Sean a,b € Z. Si p es un primo tal que p | ab entonces
plaop]hb.

Demostracion. Supongamos que p { a. Demostraremos que p | b. Como p 1 a,
tenemos que mcd (p,a) = 1, y por el Teorema de Bézout, existen s1,s2 € Z
tales que

1 =ps; + ass.
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Multiplicando por b, obtenemos que
b = psib+ abss.

Como p | absy y p | ps1b, tenemos que p | b por el Lema A.5 (2.). O
Es un error pensar que el Lema de Euclides se cumple si p no es un nimero
primo. Por ejemplo, 6 | 3-4 pero 613 y 61 4.
Por fin, el siguiente teorema revela la gran importancia de los nimeros pri-
mos.

Teorema A.14 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Cualquier entero ma-
yor que 1 es un numero primo o un producto de niimeros primos. Ademaés, este
producto es tnico excepto por el orden de los factores.

Ejemplo A.15. La factorizaciéon de 30 en ntmeros primos es
30=2-3-5.

Esta factorizacién es tnica excepto por el orden de los factores.

A.2. Relaciones de equivalencia

Sean A y B conjuntos. Recordemos que una relacion R de A en B es un
subconjunto del producto cartesiano A x B. Escribimos aRb si (a,b) € R.

Ejemplo A.16. Sea f : A — B cualquier funcion entre los conjuntos A y B. La
siguiente relacion se llama la grdfica de la funcion:

R:={(a,b) € A x B|f(a) =b}.
Una relaciéon sobre A es simplemente una relacion de A en A.

Definicion A.17 (relacion de equivalencia). Una relacion R sobre un conjun-
to A es una relacion de equivalencia si se cumplen las siguientes propiedades:

(E1) R es reflexiva: aRa para toda a € A.
(E2) R es simétrica: aRb implica bRa.
(E3) R es transitiva: aRb y bRc implican aRe.

Ejemplo A.18. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea n > 1 un nimero
entero. La relacién

R,={(a,b) €ZxZ:n|(a—0b)}

es una relacion de equivalencia llamada la congruencia mddulo n. Si (a,b) € R,
escribimos
a=b méd (n).

Es necesario demostrar que las propiedades (E1), (E2) y (E3) se cumplen:
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(E1) Para cualquier a € Z, n | (a —a) =0, asi que a = a mdd (n).

(E2) Sin | (a—b), entonces n | (b — a). Por lo tanto, a = b mdd (n) implica
b=a médd (n).

(E3) Sean a,b,c € Z tales que a = b méd m y b = ¢ méd m. Entonces se
cumple que a —b = kym y b — ¢ = kom para algunos ki, ko € Z. Sumando
las ecuaciones anteriores obtenemos que a—c = (k1 + ko) m, lo que implica
que a = ¢ méd m.

Observacion A.19. Veamos que ¢ = b mdd (n) si y solo si a = b+ kn para
algin k € Z. En particular, a =0 mdd (n) si y solo si a es un multiplo de n.

Definicion A.20 (clase de equivalencia). Sea R una relaciéon de equivalencia
sobre A. La clase de equivalencia de un elemento a € A, denotada como [al, es
el subconjunto de A definido como

[a] = {z € A: zRa}.

Al conjunto de todas las clases de equivalencia de los elementos de A se le llama
el conjunto cociente de A por R,y se denota como A/R. En simbolos,

A/R={[a] :a € A}.

Ejemplo A.21. Sea R, la relaciéon de congruencia moédulo n. Para cualquier
a € Z, la clase de equivalencia médulo n de a es

[a] ={zx €Z:2=a mdd (n)}.
El conjunto cociente Z/R,,, denotado en este caso simplemente como Z,,, es
Zn :=7/R, ={[a]: a € Z} ={[0],[1],[2],...,[n —1]}.
Es posible demostrar esta ultima igualdad usando el algoritmo de la division.

Lema A.22 (propiedades basicas de las clases de equivalencia). Sea R una
relaciéon de equivalencia sobre A.

(1) a € [a] para toda a € A.

(2) [a] = [b] siy solo si aRb.

(3) Si [a] # [b], entonces [a] N [B] = 0.
(4) A= U la.

a€A

Ejemplo A.23. Hay dos clases de equivalencia en la relaciéon mdédulo 2 sobre
Z. Una de estas clases contiene a los nimeros divisibles entre 2 (los pares)
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y la otra contiene a los nimeros que no son divisibles entre 2 (los impares).
Explicitamente,

0] = {0, £2,4+4,...} = {2n : n € Z},
1] ={£1,£3,4£5,...} ={2n+1:n € Z}.

Por lo tanto, el conjunto cociente es

Zy ={[0], [1]} .

Ejemplo A.24. En este ejemplo, encontraremos Zs. Si a € Z, el algoritmo de la
divisién implica que existen enteros q y r tales que

a=3q+r,
donde 0 < r < 3. Por lo tanto, 3 |a—ry
a=r méd3, donde 0 <r < 3.

Esto significa que cualquier niimero entero siempre es congruente modulo 3 con
0, 1 o 2. Por lo tanto, Zs contiene exactamente tres clases de equivalencia:

73 = {[0} ’ [1] ) [2]}7

donde
[0} :{"'7_67_37()’3767"’}’
[1} :{"'3757723154777"'};
[2} :{""_47_1a255787~-~}-

Observacion A.25. En general, dado cualquier niimero a € Z es posible encon-
trar, usando el algoritmo de la divisién, un entero 7, 0 < r < m tal que a = r
moéd m. Esto significa que las clases de equivalencia médulo m siempre tienen
representantes 0,1,2,...,m — 1.

Ejemplo A.26. Consideremos la clase de equivalencia de 243 en la relaciéon mo-
dulo 11. Para empezar, podemos sumar y restar miltiplos de 11 para obtener
otros nimeros en la misma clase:

[243] = [254] = [265] = [232].
Esto es valido ya que 11k =0 mdd 11 para cualquier k € Z, asi que
243 =2434+11=243+22=243—-11 mod 11.
Para encontrar un representante menor que 11, usamos el algoritmo de la divi-
sion:
243 =11-22+1.
Por lo tanto, 1 =243 mdéd 11, y [243] = [1].
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La siguiente es una lista de temas sugeridos para desarrollar un proyecto
final en un curso de Teoria de Grupos.

1.

10.

Generalizaciones de grupos: estudiar diversas generalizaciones de gru-
pos como subgrupos, monoides, cuasigrupos, lazos, etc.

. Grupos y masica: investigar las conexiones entre la teoria de grupos y

la teoria musical.

. Grupos y criptografia: investigar las conexiones entre la teoria de gru-

pos y la criptografia.

Grupos y fisica: investigar las conexiones entre la teoria de grupos y la
fisica tedrica.

. Grupos y quimica: investigar las conexiones entre la teoria de grupos y

la quimica tedrica.

Grupo del cubo de Rubik: explicar al grupo del cubo de Rubik, el cual
es un subgrupo de Sys.

. Grupos diédricos: estudiar mas a fondo la estructura de los grupos

diédricos: sus subgrupos, presentaciones, generalizaciones, etc.

. Grupos lineales: estudiar més a fondo la estructura del grupo general

lineal y del grupo especial lineal.

. Grupo de cuaternios: definir al grupo de cuaternios como el grupo de

las 8 unidades del algebra de cuaternios; presentar propiedades y genera-
lizaciones.

Software GAP: aprender a usar el software libre Groups, Algorithms,
Programming (GAP), y presentar algunas de sus funciones béasicas sobre
grupos.
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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. Producto semidirecto: definir al producto semidirecto externo de dos
grupos; demostrar la equivalencia de la definicién anterior con el producto
semidirecto interno.

Grupos nilpotentes: definir a los grupos nilpotentes por medio de las
series centrales; presentar ejemplos y propiedades basicas.

Grupos solubles: definir a los grupos solubles por medio de las series
subnormales, y por medio de las series derivadas; presentar ejemplos, con-
traejemplos y propiedades bésicas.

Grupos topologicos: definir y estudiar propiedades bésicas de los grupos
topolégicos.

Presentaciones de grupos: definir la presentaciéon de un grupo como
un conjunto de generadores y relaciones; definir a los grupos libres y su
propiedad universal.

Griéficas de Cayley: definir a la grafica de Cayley de un grupo respecto
a un subconjunto; presentar ejemplos y propiedades basicas.

Grupos finitamente generados: presentar ejemplos y propiedades ba-
sicas de grupos finitamente generados; demostrar que ser numerable es
una condicién necesaria, pero no suficiente, para ser finitamente generado.

Grupos afines: definir al grupo afin como el grupo de transformaciones
afines invertibles de un espacio afin; examinar su estructura y propiedades
bésicas.

Grupos primitivos: definir qué es un grupo primitivo de permutaciones,
por medio de una accién primitiva; desarrollar ejemplos y propiedades
bésicas.

Representaciones de grupos: definir representaciones de grupos como
homomorfismos al grupo general lineal de un espacio vectorial; desarrollar
ejemplos; demostrar el Teorema de Maschke y Lema de Schur.

Extensiones de grupos: definir extensiones de grupos mediante suce-
siones exactas cortas y estudiar sus propiedades basicas.

Grupos de Galois (x): definir grupos de Galois de extensiones de campos
y polinomios, y estudiar sus propiedades basicas.

Grupos de Lie (x): explicar en términos generales qué es un grupo de
Lie; desarrollar ejemplos de grupos matriciales de Lie como los grupos
unitarios y ortogonales.

Grupos simples (x): demostrar que el grupo alternante As es simple;
enunciar y explicar el Teorema de Clasificacion de Grupos Simples Finitos.
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